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΄Ασκηση 1. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω ~x, ~y ∈ E και κ, λ ∈ K. Να
δειχθεί ότι :

κ~x+ λ~y = λ~x+ κ~y =⇒


κ = λ

ή

~x = ~y

Λύση. Θα έχουµε1:

κ~x+ λ~y = λ~x+ κ~y =⇒ κ~x+ λ~y − λ~x− κ~y = ~0 =⇒ (κ− λ)~x− (κ− λ)~y = ~0 =⇒

=⇒ (κ− λ)(~x− ~y) = ~0 =⇒


κ− λ = 0

ή
~x− ~y = ~0

=⇒


κ = λ

ή
~x = ~y

�

΄Ασκηση 2. ΄Εστω K ένα σώµα και (E,+, ·) µια τριάδα η οποία αποτελείται από ένα σύνολο E, µια εσωτερική
πράξη «πρόσθεσης» + και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού» του K επί του E:

+: E× E−→E, (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y και · : K× E−→E, (k, ~x) 7−→ k · ~x
Να δειχθεί ότι η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K αν και µόνο αν η τριάδα (E,+, ·)
ικανοποιεί τα αξιώµατα (1)-(7) ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, και το ακόλουθο αξίωµα

(8′) ∀k ∈ K, ∀~x ∈ E: k · ~x = ~0 =⇒


k = 0

ή

~x = ~0

Λύση. Αρκεί να δείξουµε ότι, γνωρίζοντας ότι ισχύουν τα αξιώµατα (1)-(7), ισχύει, ∀k ∈ K, ∀~x ∈ E:

1 · ~x = ~x ⇐⇒ k · ~x = ~0 =⇒


k = 0

ή
~x = ~0

1Υπενθυµίζουµε ότι αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και κ ∈ K και ~x ∈ E, τότε :

κ · ~x = ~0 ⇐⇒


κ = 0

ή
~x = ~0
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«=⇒» Η κατεύθυνση αυτή είναι γνωστή από τη ϑεωρία. Χάριν ευκολίας δίνουµε την απόδειξη. Υποθέτουµε
ότι k 6= 0. Τότε υπάρχει ο αριθµός k−1 ∈ K και τότε, χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα και γνωστές ιδιότητες
διανυσµατικών χώρων, ϑα έχουµε:

k · ~x = ~0 =⇒ k−1 · (k · ~x) = k−1 ·~0 =⇒ (k−1 · k) · ~x = ~0 =⇒ 1 · ~x = ~0 =⇒ ~x = ~0

΄Αρα είτε k = 0 είτε ~x = ~0.
«⇐=» Υποθέτουµε ότι ισχύουν τα αξιώµατα (1)-(7) και το αξίωµα (8΄). Θεωρούµε το διάνυσµα 1 · ~x − ~x και

ϑα δείξουµε ότι είναι το µηδενικό διάνυσµα. Χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα (1)-(7), ϑα έχουµε:

1 · (1 · ~x− ~x) = 1 · (1 · ~x+ (−~x)) = 1 · (1 · ~x) + 1 · (−~x) = (1 · 1) · ~x+ 1 · (−~x) =

= 1 · ~x+ 1 · (−~x) = 1 · (~x+ (−~x)) = 1 ·~0 (∗)
΄Οµως 1 ·~0 = 1 · (~0 +~0) = 1 ·~0 + 1 ·~0 και άρα ~0 + 1 ·~0 = 1 ·~0 + 1 ·~0. Η τελευταία σχέση δίνει 1 ·~0 = ~0. Τότε
από το αξίωµα (8΄) και τη σχέση (*) προκύπτει, επειδή 1 6= 0, ότι :

1 · (1 · ~x− ~x) = 1 ·~0 = ~0 =⇒ 1 · ~x− ~x = ~0 =⇒ 1 · ~x = ~x

δηλαδή ισχύει το αξίωµα (8) και εποµένως η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του
σώµατος K. �

΄Ασκηση 3. ΄Εστω K ένα σώµα και (E,+, ·) µια τριάδα η οποία αποτελείται από ένα σύνολο E, µια εσωτερική
πράξη «πρόσθεσης» + και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού» του K επί του E:

+: E× E−→E, (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y και · : K× E−→E, (k, ~x) 7−→ k · ~x

Υποθέτουµε ότι η τριάδα (E,+, ·) ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, εκτός
πιθανόν από το Αξίωµα (2), δηλαδή δεν απαιτούµε να ισχύει ότι, ∀~x, ~y ∈ E: ~x+ ~y = ~y + ~x.

Να δειχθεί ότι ισχύει το Αξίωµα (2) και άρα η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K.

Λύση. ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Θα εφαρµόσουµε την επιµεριστικές ιδιότητες (Αξιώµατα (5) και (6)) για να υπολογίσουµε
µε δύο τρόπους το διάνυσµα

(1 + 1) · (~x+ ~y)

(1) Χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, εκτός από το αξίωµα (2),
ϑα έχουµε:

(1 + 1) · (~x+ ~y) = (1 + 1) · ~x+ (1 + 1) · ~y = 1 · ~x+ 1 · ~x+ 1 · ~y + 1 · ~y = ~x+ ~x+ ~y + ~y

(2) Παρόµοια, χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, εκτός από το
αξίωµα (2), ϑα έχουµε:

(1 + 1) · (~x+ ~y) = 1 · (~x+ ~y) + 1 · (~x+ ~y) = ~x+ ~y + ~x+ ~y

Από τα (1) και (2), έπεται ότι ~x+ ~x+ ~y + ~y = ~x+ ~y + ~x+ ~y. Προσθέτοντας πρώτα από τα αριστερά το στοιχείο
−~x και ακολούθως προσθέτοντας το στοιχείο −~y από τα δεξιά, ϑα έχουµε:

~x+ ~x+ ~y + ~y = ~x+ ~y + ~x+ ~y =⇒ (−~x) + ~x+ ~x+ ~y + ~y + (−~y) = (~x) + ~x+ ~y + ~x+ ~y + (−~y) =⇒

(−~x+ ~x) + ~x+ ~y + (~y + (−~y)) = (~x+ ~x) + ~y + ~x+ (~y + (−~y) =⇒ ~0 + ~x+ ~y +~0 = ~0 + ~y + ~x+~0 =⇒

~x+ ~y = ~y + ~x

Εποµένως, ισχύει και το αξίωµα (2), δηλαδή ∀~x, ~y ∈ E: ~x + ~y = ~y + ~x, και εποµένως η τριάδα (E,+, ·) είναι
ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K. �

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι το Αξίωµα (8) ενός διανυσµατικού χώρου E, δηλαδή ότι, ∀~x ∈ E: 1 · ~x = ~x, δεν
προκύπτει από τα υπόλοιπα αξιώµατα.
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Λύση. Για να δείξουµε το Ϲητούµενο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ένα σώµα K και µια τριάδα (E,+, ·), η
οποία αποτελείται από ένα σύνολο E, µια εσωτερική πράξη «πρόσθεσης» + και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού» του K επί του E:

+: E× E−→E, (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y και · : K× E−→E, (k, ~x) 7−→ k · ~x
έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα αξιώµατα (1) - (7) αλλά να µην ικανοποιείται το αξίωµα (8).

Θέτουµε E = R2 και ορίζουµε πράξεις

+: R2 × R2−→R2, (~x = (a, b), ~y = (c, d)) 7−→ ~x+ ~y := (a+ c, b+ d)

·′ : K× E−→E, (k, ~x = (a, b)) 7−→ k ·′ ~x := (ka, 0)

Για την τριάδα (R2,+, ·′), προφανώς το αξίωµα (8) δεν ικανοποιείται διότι για παράδειγµα αν ~x = (1, 1), τότε
έχουµε: 1 ·′ (1, 1) = (1, 0) 6= (1, 1).

∆είχνουµε ότι για την τριάδα (R2,+, ·′), ικανοποιούνται τα υπόλοιπα αξιώµατα (1) - (7). Υπενθυµίζουµε ότι
η τριάδα (R2,+, ·), όπου k · (a, b) = (ka, kb) είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.

(1) Επειδή η πρόσθεση «+» στην τριάδα (R2,+, ·′) συµπίπτει µε την πρόσθεση «+» στην τριάδα (R2,+, ·) η
οποία αποτελεί διανυσµατικό χώρο υπεράνω του R, έπεται ότι για την τριάδα (R2,+, ·′), ικανοποιούνται
τα αξιώµατα (1) - (4).

(2) ΄Εστω k ∈ R και ~x = (a, b) και ~y = (c, d) δύο στοιχεία του R2. Τότε :

k ·′ (~x+ ~y) = k ·′ ((a, b) + (c, d)) = k ·′ (a+ c, b+ d) = (k(a+ c), 0) = (ka+ kc, 0) = (ka, 0) + (kc, 0) =

= k · (a, b) + k ·′ (c, d) = k ·′ ~x+ k ·′ ~y
(3) ΄Εστω k, l ∈ R και ~x = (a, b) ένα στοιχείο του R2. Τότε :

(k + l) ·′ ~x = (k + l) ·′ (a, b) = ((k + l)a, 0) = (ka+ la, 0) = (ka, 0) + (la, 0) = k ·′ (a, b) + l ·′ (a, b) =

= k ·′ ~x+ l ·′ ~x
(4) ΄Εστω k, l ∈ R και ~x = (a, b) ένα στοιχείο του R2. Τότε :

k ·′ (l ·′ ~x) = k ·′ (l ·′ (a, b)) = k ·′ (la, 0) = (k(la), 0) = ((kl)a, 0) = (kl) ·′ (a, b) = (kl) ·′ ~x
Τα παραπάνω δείχνουν ότι για την τριάδα (R2,+, ·′), ικανοποιούνται τα αξιώµατα (1) - (7), αλλά όχι το αξίωµα
(8) το οποίο δεν ικανοποιείται. Εποµένως το αξίωµα (8) δεν µπορεί να προκύψει από τα υπόλοιπα αξιώµατα. �

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε το σύνολο R3 µαζί µε τις πράξεις :

⊕ : R3 × R3 −→ R3, (x, y, z)⊕ (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′)

και
� : R × R3 −→ R3, r � (x, y, z) = (0, 0, 0)

Να εξετάσετε αν µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο R3 είναι R-διανυσµατικός χώρος. Ποιά από τα αξιώµατα
που διέπουν τον ορισµό του διανυσµατικού χώρου ισχύουν και ποια όχι ;

Λύση. Επειδή η πρόσθεση «⊕» στην τριάδα (R3,⊕,�) συµπίπτει µε την πρόσθεση «+» στην τριάδα (R3,+, ·)
η οποία αποτελεί διανυσµατικό χώρο υπεράνω του R, έπεται ότι για την τριάδα (R3,⊕,�), ικανοποιούνται τα
αξιώµατα (1) - (4). Ιδιαίτερα το µηδενικό στοιχείο του R3 είναι το διάνυσµα ~0 = (0, 0, 0).

΄Εστω ~x και ~y δύο στοιχεία του R3 και r, s ∈ R. Τότε ϑα έχουµε:

r � (~x⊕ ~y) = ~0 = ~0⊕~0 = r � ~x⊕ r � ~y

(r + s)� ~x = ~0 = ~0⊕~0 = r � ~x⊕ s� ~x
r � (s� ~x) = r �~0 = ~0 = (rs)� ~x

Εποµένως ικανοποιούνται τα αξιώµατα (5)-(7). Το αξίωµα (8) προφανώς δεν ικανοποιείται διότι, για κάθε
διάνυσµα ~x 6= ~0, έχουµε: 1� ~x = ~0 6= ~x.

Εποµένως η τριάδα (R3,⊕,�) δεν είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. �
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΄Ασκηση 6. Στο σύνολο των n× n πινάκων Mn(R), ορίζουµε δυο πράξεις :

⊕ : Mn(R) × Mn(R) −→ Mn(R), A⊕B = −(A+B)

και
� : R × Mn(R) −→ Mn(R), r �A = −(rA)

Οι πράξεις στα δεξιά µέλη των ανωτέρω ορισµών είναι οι γνωστές πράξεις πρόσθεσης πινάκων και ϐαθµωτού πολ-
λαπλασιασµού αριθµού µε πίνακα. Να εξετάσετε ποια από τα αξιώµατα που διέπουν τον ορισµό του διανυσµατικού
χώρου ισχύουν και ποια όχι.

Λύση. Θεωρούµε πίνακες A,B,C ∈ Mn(R) και πραγµατικούς αριθµούς r, s ∈ R. Θα έχουµε:
(1)

A⊕ (B ⊕ C) = A⊕ (−(B + C)) = A⊕ (−B − C) = −
(
A+ (−B − C)

)
= −(A−B − C) = −A+B + C

(A⊕B)⊕ C =
(
− (A+B)

)
⊕ C = (−A−B)⊕ C = −(−A−B + C) = A+B − C

Επειδή γενικά −A+B + C 6= A+B − C, έπεται ότι το αξίωµα (1) δεν ικανοποιείται.
(2)

A⊕B = −(A+B) = −A−B = −B −A = −(B +A) = B ⊕A
΄Αρα το το αξίωµα (2) ικανοποιείται.

(3) Υποθέτουµε ότι υπάρχει πίνακας X ∈ Mn(R) έτσι ώστε A⊕X = A = X ⊕A, ∀A ∈ Mn(R). Τότε :

A⊕X = A =⇒ −(A+X) = A =⇒ −A−X = A =⇒ X = −2A

Επειδή ο πίνακας X εξαρτάται από τον πίνακα A, και άρα δεν είναι µοναδικός2, έπεται ότι το αξίωµα
(3) δεν ικανοποιείται.

(4) Επειδή το αξίωµα (4) έχει νόηµα µόνον όταν ισχύει το αξίωµα (3), προκύπτει ότι το αξίωµα (4) δεν
ικανοποιείται.

(5)
r � (A⊕B) = r � (−A−B) = −(r(−A−B)) = −(−rA− rB) = rA+ rB

r �A⊕ r �B = (−rA)⊕ (−rB) = −
(
(−rA) + (−rB)) = −(−rA− rB) = rA+ rB

΄Αρα το αξίωµα (5) ικανοποιείται.
(6)

(r + s)�A = −
(
(r + s)A

)
= −(rA+ sA) = −rA− sA

r �A⊕ s�A = (−rA)⊕ (−sA) = −
(
(−rA) + (−sA)

)
= −(−rA− sA) = rA+ sA

΄Αρα το αξίωµα (6) δεν ικανοποιείται.
(7)

r � (s�A) = r � (−sA) = −(r(−sA)) = r(sA) = (rs)A

(rs)�A = −((rs)A) = −(rs)A

΄Αρα το αξίωµα (7) δεν ικανοποιείται.
(8)

1�A = −(1A) = −A 6= A

΄Αρα το αξίωµα (8) δεν ικανοποιείται.
Συµπεραίνουµε ότι η τριάδα (R+,⊕,�) δεν είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. �

΄Ασκηση 7. Στο σύνολο R+ = {r ∈ R | r > 0} ορίζουµε τις πράξεις :

⊕ : R+ × R+ −→ R+, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab− 1

και
� : R × R+ −→ R+, (r, a) 7−→ r � a = a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R+,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.

2Για παράδειγµα, αν υπήρχε πίνακας X ο οποίος να είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⊕», τότε ϑα έπρεπε O ⊕X = O και
In ⊕X = In, όπου O είναι ο µηδενικός n× n πίνακας και ο In είναι ο µοναδιαίος n× n πίνακας. Από την πρώτη σχέση έπεται ότι
X = O και από την δεύτερη έπεται ότι X = −2In, και αυτό είναι άτοπο.
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Λύση. ΄Εστω a, b, c ∈ R και r ∈ R.
(1)

a⊕ (b⊕ c) = a⊕ (bc− 1) = a(bc− 1)− 1 = abc− a− 1

(a⊕ b)⊕ c = (ab− 1)⊕ c = (ab− 1)c− 1 = abc− c− 1

Επειδή γενικά abc− a− 1 6= abc− c− 1, όπως ϐλέπουµε ϑεωρώντας στοιχεία a, c µε a 6= c και b = 0
(π.χ. a = 1 και b = c = 0), έπεται ότι το αξίωµα (1) δεν ικανοποιείται.

(2)
a⊕ b = ab− 1 = ba− 1 = b⊕ a

΄Αρα το αξίωµα (2) ικανοποιείται.
(3) ΄Εστω ότι υπάρει x ∈ R+ έτσι ώστε a⊕ x = a = x⊕ a, ∀a ∈ R+. Τότε :

a⊕ x = a =⇒ ax− 1 = a =⇒ ax = 1 + a =⇒ x =
1 + a

a

Επειδή το στοιχείο x εξαρτάται από το στοιχείο a, και άρα δεν είναι µοναδικό3, έπεται ότι το αξίωµα (3)
δεν ικανοποιείται.

(4) Επειδή το αξίωµα (4) έχει νόηµα µόνον όταν ισχύει το αξίωµα (3), προκύπτει ότι το αξίωµα (4) δεν
ικανοποιείται.

(5)
r � (a⊕ b) = r � (ab− 1) = ab− 1

r � a⊕ r � b = a⊕ b = ab− 1

΄Αρα το αξίωµα (5) ικανοποιείται.
(6)

(r + s)� a = a και r � a⊕ s� a = a⊕ a = a2 − 1

Επειδή γενικά a 6= a2−1, όπως ϐλέπουµε ϑέτοντας a = 1, έπεται ότι το αξίωµα (6) δεν ικανοποιείται.
(7)

r � (s� a) = r � a = a = (rs)� a
΄Αρα το αξίωµα (7) ικανοποιείται.

(8)
1� a = a

΄Αρα το αξίωµα (8) ικανοποιείται.
Συµπεραίνουµε ότι η τριάδα (R+,⊕,�) δεν είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. �

΄Ασκηση 8. Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζουµε πράξεις :

⊕ : R × R −→ R, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab

και
� : R × R −→ R, (r, a) 7−→ r � a = r + a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.

Λύση. ΄Εστω a, b, c ∈ R και r ∈ R.
(1) Επειδή η πράξη «⊕» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός πραγµατικών αριθµών ο οποίος ικανοποιεί την

προσεταιριστική και µεταθετική ιδιότητα, και για τον οποίον υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, ο πραγµατικός
αριθµός 1, έπεται ότι τα τρία πρώτα αξιώµατα (1)-(3) ικανοποιούνται.

(2) Για να υπάρχει αντίθετο στοιχείο του a ∈ R ως προς την πράξη «⊕», ϑα πρέπει ισοδύναµα να υπάρχει
αντίστροφο στοιχείο κάθε στοιχείου a ∈ R ως προς την πράξη του συνήθους πολλαπλασιασµού πραγ-
µατικών αριθµών. Επειδή αυτό δεν ισχύει, όπως ϐλέπουµε ϑέτοντας a = 0, έπεται ότι το αξίωµα (4)
δεν ικανοποιείται.

3Για παράδειγµα, αν υπήρχε στοιχείο x το οποίο να είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⊕», τότε ϑα έπρεπε 1 ⊕ x = 1 και
2⊕ x = 2. Από την πρώτη σχέση έπεται ότι x = 2 και από την δεύτερη έπεται ότι x = 3

2
, και αυτό είναι άτοπο.
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(3)
r � (a⊕ b) = r � (ab) = r + ab

r � a⊕ r � b = (r + a)⊕ (r + b) = (r + a) · (r + b) = r2 + r(a+ b) + ab

Επειδή γενικά r2 + r(a + b) + ab 6= r + ab, όπως ϐλέπουµε ϑέτοντας r = a = b = 1, έπεται ότι το
αξίωµα (5) δεν ικανοποιείται.

(4)
(r + s)� a = (r + s)a = ra+ sa

r � a⊕ s� a = (r + a)⊕ (s+ a) = rs+ (r + s)a+ a2

Επειδή γενικά rs + (r + s)a + a2 6= ra + sa, όπως ϐλέπουµε ϑέτοντας r = s = a = 1, έπεται ότι το
αξίωµα (6) δεν ικανοποιείται.

(5)
r � (s� a) = r � (s+ a) = r + (s+ a) = r + s+ a

(rs)� a = (rs) + a = rs+ a

Επειδή γενικά rs + a 6= r + s + a, όπως ϐλέπουµε ϑέτοντας r = s = a = 1, έπεται ότι το αξίωµα (7)
δεν ικανοποιείται.

(6)
1� a = 1 + a 6= a

΄Αρα το αξίωµα (8) δεν ικανοποιείται.
Συµπεραίνουµε ότι η τριάδα (R+,⊕,�) δεν είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. �

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο (E,+, ·) υπεράνω του σώµατος των µιγαδικών αριθµών C.
Ορίζουµε µια νέα πράξη

� : C× E −→ E z � ~x = z · ~x
Να δειχθεί ότι η τριάδα (Cn,+,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C.

Λύση. Επειδή η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας C-διανυσµατικός χώρος, προκύπτει ότι ικανοποιούνται τα αξιώµατα
(1)-(4), τα οποία αφορούν την πράξη της πρόσθεσης, για την τριάδα (E,+,�). Για τα υπόλοιπα αξιώµατα, έστω
~x, ~y ∈ E και z, w ∈ C. Τότε :

(5)

(z + w)� ~x = z + w · ~x = (z + w) · ~x = z · ~x+ w · ~x = z � ~x+ w � ~x
(6)

z � (~x+ ~y) = z · (~x+ ~y) = z · ~x+ z · ~y = z � ~x+ z � ~y
(7)

z � (w � ~x) = z � (w · ~x) = z · (w · ~x) = (z w) · ~x) = z w · ~x = (z w)� ~x
(8)

1� ~x = 1 · ~x = 1 · ~x = ~x

Εποµένως η τριάδα (E,+,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C. �

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε το σύνολο Cn το οποίο ϑεωρούµε ότι είναι εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης
«+» κατά συνιστώσα:

(z1, z2, · · · , zn) + (w1, w2, · · · , wn) = (z1 + w1, z2 + w2, · · · , zn + wn)

Ορίζουµε µια πράξη

∗ : C× Cn −→ Cn, ω ∗ (z1, z2, · · · , zn) = (ωz1, ωz2, · · · , ωzn)

Να εξετασθεί αν η τριάδα (Cn,+, ∗) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C. Αν η τριάδα (Cn,+, ∗) δεν
είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C, ποιά από τα οκτώ αξιώµατα δεν ισχύουν ;
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Λύση. Γνωρίζουµε ότι η τριάδα (Cn,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C, όπου η πράξη
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού «·» ορίζεται ώς εξής ω · (z1, z2, · · · , zn) = (ω z1, ω z2, · · · , ω zn). Επειδή η πράξη
πρόσθεσης είναι κοινή και για τις δύο τριάδες (Cn,+, ·) και (Cn,+, ∗), έπεται ότι ικανοποιούνται τα αξιώµατα
(1) - (4) για την τριάδα (Cn,+, ∗). Για τα υπόλοιπα αξιώµατα, έστω α, β ∈ C και ~z = (z1, z2, · · · , zn), ~w =
(w1, w2, · · · , wn) ∈ Cn. Τότε :

(5)

(α+ β) ∗ ~z =
(
(α+ β) z1, (α+ β) z2, · · · , (α+ β) zn

)
=
(
α z1 + β z1, α z2 + β z2, · · · , α zn + β zn

)
=

=
(
α z1, α z2, · · · , α zn

)
+
(
β z1, β z2, · · · , β zn

)
= α ∗ ~z + β ∗ ~z

(6)

α ∗ (~z + ~w) = α ∗ (z1 + w1, z2 + w2, · · · , zn + wn

)
=
(
α z1 + w1, α z2 + w2, · · · , α zn + wn

)
=

=
(
α (z1 + w1), α (z2 + w2), · · · , α (zn + wn)

)
=
(
α z1 + αw1, α z2 + αw2, · · · , α zn + αwn

)
=

=
(
α z1, α z2, · · · , α zn

)
+
(
αw1, αw2, · · · , αwn

)
= α ∗ ~z + α ∗ ~w

(7)

α ∗ (β ∗ ~z) = α ∗
(
β z1, β z2, · · · , β zn

)
=
(
αβ z1, α β z2, · · · , α β zn

)
=
(
αβ z1, α β z2, · · · , α β zn

)
=

=
(
αβ z1, α β z2, · · · , α β zn

)
(αβ) ∗ ~z =

(
αβ z1, α β z2, · · · , α β zn

)
Επειδή προφανώς έχουµε γενικά αβz 6= αβ z , όπως προκύπτει για παράδειγµα ϑέτοντας α = β = 1
και z = i, έπεται ότι :

α ∗ (β ∗ ~z) 6= (αβ) ∗ ~z
και άρα το αξίωµα (7) δεν ισχύει.

(8)

1 ∗ ~z =
(
1 z1, 1 z2, · · · , 1 zn

)
=
(
z1, z2, · · · , zn

)
6=
(
z1, z2, · · · , zn

)
= ~z

και άρα το αξίωµα (8) δεν ισχύει.
Εποµένως η τριάδα (Cn,+, ∗) δεν είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C: ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα
εκτός των αξιωµάτων (7) και (8). �

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο (E,+, ·) υπεράνω του σώµατος των µιγαδικών αριθµών C.
Περιορίζοντας τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό · : C× E −→ E στο υποσύνολο R ⊆ C, ορίζεται µια νέα πράξη

? : R× E −→ E r ? ~x = r · ~x
Να δειχθεί ότι η τριάδα (E,+, ?) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.

Λύση. Επειδή η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας C-διανυσµατικός χώρος, προκύπτει ότι ικανοποιούνται τα αξιώµατα
(1)-(4), τα οποία αφορούν την πράξη της πρόσθεσης, για την τριάδα (E,+, ?). Για τα υπόλοιπα αξιώµατα, έστω
~x, ~y ∈ E και r, s ∈ R. Τότε, ϑεωρώντας κάθε πραγµατικό αριθµό ως µιγαδικό, ϑα έχουµε:

(5)

(r + s) ? ~x = (r + s) · ~x = r · ~x+ s · ~x = r ? ~x+ s ? ~x

(6)

r ? (~x+ ~y) = r · (~x+ ~y) = r · ~x+ s · ~y = r ? ~x+ s ? ~y

(7)

r ? (s ? ~x) = r ? (s · ~x) = r · (s · ~x) = (r s) · ~x = (r s) ? ~x

(8)

1 ? ~x = 1 · ~x = ~x

Εποµένως η τριάδα (E,+, ?) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. �
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΄Ασκηση 12. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο:

V =
{

(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b
}
⊆ R4

αποτελεί έναν R-υπόχωρο του R4.

Λύση. Θα έχουµε:

V =
{

(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b
}

=
{

(a, b, a− b, a+ b) ∈ R4 | a, b ∈ R
}

=

=
{

(a, 0, a, a) + (0, b,−b, b) ∈ R4 | a, b ∈ R
}

=
{
a(1, 0, 1, 1) + b(0, 1,−1, 1) ∈ R4 | a, b ∈ R

}
=

=
〈
(1, 0, 1, 1), (0, 1,−1, 1)

〉
∆ηλαδή το σύνολο V συµπίπτει µε τον υπόχωρο του R4 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα (1, 0, 1, 1) και
(0, 1,−1, 1), και εποµένως είναι υπόχωρος του R4. �

΄Ασκηση 13. Να εξεταστεί ποια από τα ακόλουθα υποσύνολα τού R–διανυσµατικού χώρου R4 είναι υπόχωροί
του :

(1) W1 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = y, z = t},
(2) W2 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z + t = 0},
(3) W3 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = 1},
(4) W4 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | xt = yz}.

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι για να αποτελεί το υποσύνολο W ενός K–διανυσµατικού χώρου V, έναν υπόχωρο
τού V πρέπει να πληροί τα ακόλουθα:

(1) W 6= ∅,
(2) ∀~w1, ~w2 ∈W =⇒ ~w1 + ~w2 ∈W,
(3) ∀λ ∈ K,∀~w ∈W =⇒ λ · ~w ∈W.
(α΄) ΤοW1 αποτελείται από τα στοιχεία τούR4 τής µορφής (a, a, b, b), όπου a, b ∈ R, και επειδή το (0, 0, 0, 0)

ανήκει στο W1, αφού είναι αυτής τής µορφής, έπεται ότι W1 6= ∅.
Αν ~w1 ∈ W1 και ~w2 ∈ W1, τότε το ~w1 = (a, a, b, b) και το ~w2 = (c, c, d, d), όπου a, b, c, d ∈ R.

΄Εχουµε:
~w1 + ~w2 = (a, a, b, b) + (c, c, d, d) = (a+ c, a+ c, b+ d, b+ d),

το οποίο έχει την κατάλληλη µορφή ώστε να ανήκει στο W1.
Ανάλογα, αν λ ∈ R και ~w ∈W1, τότε το ~w = (a, a, b, b), όπου a, b ∈ R, και έχουµε:

λ · ~w = λ · (a, a, b, b) = (λa, λa, λb, λb),

το οποίο έχει την κατάλληλη µορφή ώστε να ανήκει στο W1.
(ϐ΄) Το W2 είναι 6= ∅, αφού οι συνιστώσες τού ~0 = (0, 0, 0, 0) ικανοποιούν την x + y + z + t = 0, που έχει

ως συνέπεια να ανήκει το ~0 στο W2.
Αν ~w1 = (a1, b1, c1, d1) ∈ W2 και ~w2 = (a2, b2, c2, d2) ∈ W2, τότε a1 + b1 + c1 + d1 = 0 και

a2 + b2 + c2 + d2 = 0. Συνεπώς, (a1 + a2) + (b1 + b2) + (c1 + c2) + (d1 + d2) = 0 και γι΄ αυτό το
~w1 + ~w2 = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2) ανήκει επίσης στο W2.

Αν λ ∈ K και ~w = (a, b, c, d) ∈ W2, τότε a+ b+ c+ d = 0. Συνεπώς, λa+ λb+ λc+ λd = λ0 = 0
και γι΄ αυτό το λ~w = (λa, λb, λc, λd) ανήκει επίσης στο W2.

(γ΄) Το W3 δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος τού R4, µολονότι W3 6= ∅, αφού το (1, 1, 1, 1) είναι στοιχείο
του. Πράγµατι, αν ήταν διανυσµατικός χώρος, τότε το µηδενικό στοιχείο τού R4, δηλαδή το ~0 =
(0, 0, 0, 0) ϑα ανήκε στο W3. Το τελευταίο δεν µπορεί να συµβαίνει, αφού για να ανήκει το ~0 στο W3,
ϑα πρέπει, σύµφωνα µε τον ορισµό τού W3, η πρώτη συνιστώσα του, το 0, να ισούται µε 1.

(δ΄) Το W4 δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος τού R4, µολονότι W4 6= ∅, αφού οι συνιστώσες τού ~0 =
(0, 0, 0, 0) ικανοποιούν την xt = yz και συνεπώς ~0 ∈W4. Παρατηρούµε ότι το ~w1 = (0, 0, 2, 4) ανήκει
στο W4, αφού 0 · 4 = 0 · 2 και το ~w2 = (4, 1, 8, 2), αφού 4 · 2 = 1 · 8. Ωστόσο, το ~w1 + ~w2 = (4, 1, 10, 6)
δεν ανήκει στο W4, αφού 4 · 6 6= 1 · 10. �
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΄Ασκηση 14. Να εξετασθεί ποιά από τα ακόλουθα υποσύνολα των αντίστοιχων διανυσµατικών χώρων είναι
υπόχωροι :

(1) V1 = {(a, b, 1) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(2) V2 = {(a, b, a+ 2b) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(3) V3 = {(a, b, c) ∈ R3 | a+ 2b− c = 0, a, b, c ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(4) V4 = {(a, b, c) ∈ R3 | a ≥ 0 και c ≤ 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(5) V5 = {A ∈ M2(R) | A2 = A}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2(R).
(6) V6 = {A ∈ M2(R) | A2 = O}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2(R).
(7) V7 = {f : R −→ R | f(1) = 1}, στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R).
(8) V8 = {f : (−1, 1) −→ R | f(1

2) = 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο F
(
(−1, 1),R

)
.

Λύση. (1) Το υποσύνολο V1 δεν είναι υπόχωρος του R3 διότι δεν περιέχει το µηδενικό διάνυσµα ~0 =
(0, 0, 0) του R3.

(2) Θα έχουµε

V2 =
{

(a, b, a+ 2b) ∈ R3 | a, b ∈ R
}

=
{

(a, 0, a) + (0, b, 2b) ∈ R3 | a, b ∈ R
}

=

=
{
a(1, 0, 1) + b(0, 1, 2) ∈ R3 | a, b ∈ R

}
=
〈
(1, 0, 1), (0, 1, 2)

〉
δηλαδή, το υποσύνολο V2 συµπίπτει µε τον υπόχωρο του R3 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα
(1, 0, 1), (0, 1, 2), και άρα είναι υπόχωρος του R3.

(3) Θα έχουµε

V3 =
{

(a, b, c) ∈ R3 | a+ 2b− c = 0, a, b, c ∈ R
}

=
{

(a, b, c) ∈ R3 | a+ 2b = c, a, b, c ∈ R
}

=

=
{

(a, b, a+ 2b) ∈ R3 |a, b, c ∈ R
}

= V2

και άρα επειδή δείξαµε παραπάνω ότι ο V2 είναι υπόχωρος του R3, το υποσύνολο V3 είναι υπόχωρος
του R3.

(4) Παρατηρούµε ότι (1, 0,−1) ∈ V4 αλλά ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός (−1)·(1, 0,−1) = (−1, 0, 1) /∈ V4.
΄Αρα το υποσύνολο V4 δεν είναι υπόχωρος του R3.

(5) Παρατηρουµε ότι ο πίνακας A =

(
1 0
0 0

)
ανήκει στο υποσύνολο V5, διότι A2 = A, αλλά ο ϐαθµωτός

πολλαπλασιασµός 2 ·A =

(
2 0
0 0

)
δεν ανήκει στο υποσύνολο V5 διότι (2 ·A)2 =

(
4 0
0 0

)
6=
(

2 0
0 0

)
=

2 ·A. ΄Αρα το υποσύνολο V5 δεν είναι υπόχωρος του M2(R).

(6) Παρατηρουµε ότι οι πίνακεςA =

(
0 1
0 0

)
καιB =

(
0 0
1 0

)
ανήκουν στο υποσύνολο V6, διότιA2 = 0 =

B2, αλλά ο πίνακαςA+B =

(
0 1
1 0

)
δεν ανήκει στο υποσύνολο V6 διότι (A+B)2 =

(
0 1
0 0

)
= I2 /∈ V6.

΄Αρα το υποσύνολο V6 δεν είναι υπόχωρος του M2(R).
(7) Παρατηρούµε ότι το µηδενικό διάνυσµα 0 του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R), δηλαδή η σταθερή

συνάρτηση 0 : R−→R, 0(x) = 0, δεν ανήκει στο υποσύνολο V7, διότι 0(1) = 0 6= 1. ΄Αρα το υποσύνολο
V6 δεν είναι υπόχωρος του F(R,R).

(8) (αʹ) Το µηδενικό διάνυσµα 0 του R-διανυσµατικού χώρου F((−1, 1), R), δηλαδή η σταθερή συνάρτηση
0 : (−1, 1)−→R, 0(x) = 0, ανήκει στο υποσύνολο V8, διότι 0(1

2) = 0.
(ϐʹ) ΄Εστω f, g ∈ F((−1, 1),R). Τότε f(1

2) = 0 = g(1
2) και άρα ϑα έχουµε:

(f + g)

(
1

2

)
= f

(
1

2

)
+ g

(
1

2

)
= 0 + 0 = 0 =⇒ f + g ∈ F((−1, 1),R)

(γʹ) ΄Εστω r ∈ R και f ∈ F((−1, 1),R). Τότε f(1
2) = 0 και άρα ϑα έχουµε:

(r · f)

(
1

2

)
= rf

(
1

2

)
= r · 0 = 0 =⇒ r · f ∈ F((−1, 1),R)

΄Αρα το υποσύνολο V8 είναι υπόχωρος του F((−1, 1), R). �
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΄Ασκηση 15. Θεωρούµε το σώµα K ως K-διανυσµατικό χώρο. Να δείξετε ότι οι µόνοι υπόχωροι του K είναι οι :{
0
}

και K

Λύση. ΄Εστω V ⊆ K ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου K υπεράνω του εαυτού του. Υποθέτουµε ότι
V 6=

{
~0
}

και ϑα δείξουµε ότι V = K. Υπενθυµίζουµε ότι το µηδενικό διάνυσµα ~0 του K είναι ο αριθµός
0, η πρόσθεση του K-διανυσµατικού χώρου K είναι η συνήθης πρόσθεση στοιχείων του K, και ο ϐαθµωτός
πολλαπλασιασµός του K-διανυσµατικού χώρου K είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός στοιχείων του K. Επειδή
V 6=

{
~0
}
, έπεται ότι υπάρχει στοιχείο x ∈ V µε x 6= 0. Τότε, όπως γνωρίζουµε, υπάρχει ο αντίστροφος x−1 ∈ K

του x και ισχύει xx−1 = 1 = x−1x. Επειδή x ∈ V και το υποσύνολο V είναι υπόχωρος του K, έπεται ότι
1 = x−1 · x ∈ V. Αν a ∈ K είναι τυχόν στοιχείο του K, τότε επειδή 1 ∈ V και το υποσύνολο V είναι υπόχωρος
του K, έπεται ότι a = a · 1 ∈ V. ΄Αρα ο υπόχωρος V περιέχει κάθε στοιχείον του K και εποµένως V = K. �

Η περιγραφή όλων των υπόχωρων του K2, οι οποίοι όπως ϑα δούµε είναι άπειροι σε πλήθος, είναι περισ-
σότερο δύσκολη:

΄Ασκηση 16. Αν K είναι ένα σώµα, να ϐρεθούν όλοι οι υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου K2.

Λύση. (1) Γνωρίζουµε ότι τα υποσύνολα
{
~0 = (0, 0)

}
και K2 είναι υπόχωροι του K2.

(2) Ισχυρισµός: Αν V είναι ένας υπόχωρος του K2 και V 6=
{
~0
}
,K2, τότε υπάρχουν στοιχεία a, b ∈ K, όπου

(a, b) 6= (0, 0), έτσι ώστε :
V =

{
(x, y) ∈ K2 | ax+ by = 0

}
(αʹ) ∆είχνουµε πρώτα ότι το παραπάνω σύνολο είναι υπόχωρος του K2. Πράγµατι, ~0 ∈ V διότι a · 0 +

b · 0 = 0. ΄Εστω (x1, y1), (x2, y2) ∈ V και λ ∈ K. Τότε τα έχουµε:

ax1 + by1 = 0 = ax2 + by2

και εποµένως :

a(x1 + x2) + b(y1 + y2) = ax1 + ax2 + by + by2 = ax1 + by1 + ax2 + by2 = 0 + 0 = 0

a(λx1) + b(λy1) = aλx1 + bλy1 = λ(ax1 + by1) = λ · 0 = 0

΄Αρα (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ∈ V και λ · (x1, y1) = (λx1, λy1) ∈ V. Εποµένως το
υποσύνολο V είναι υπόχωρος του K2.
Επιπλέον V 6=

{
~0
}
,K2. Πράγµατι, επειδή (a, b) 6= (0, 0), τουλάχιστον ένα εκ των a, b είναι µη-

µηδενικό, έστω ότι αυτό είναι το a. Τότε :

a · (− b
a

) + b · 1 = −b+ b = 0 =⇒ (0, 0) 6=
(
− b
a
, 1

)
∈ V

Παρόµοια αν b 6= 0, τότε :

a · 1 + b · (−a
b

) = a− a = 0 =⇒ (0, 0) 6=
(

1,−a
b

)
∈ V

΄Αρα το υποσύνολο V περιέχει και µη-µηδενικά διανύσµατα, δηλαδή V 6=
{
~0
}
.

Υποθέτουµε ότι V = K2. Τότε προφανώς (1, 0) ∈ V και (0, 1) ∈ V. Αυτό σηµαίνει ότι a·1+b·0 = 0,
δηλαδή a = 0, και a · 0 + b · 1 = 0, δηλαδή b = 0. Επειδή (a, b) 6= (0, 0), αυτό είναι άτοπο και άρα
V 6= K2.

(ϐʹ) ΄Εστω V ένας υπόχωρος του K2 έτσι ώστε V 6=
{
~0
}
,K2.

Επειδή V 6=
{
~0
}
, υπάρχει (c, d) ∈ V και (c, d) 6= (0, 0). Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του

K2:
L =

{
(x, y) ∈ K2 | dx− cy = 0

}
Θα δείξουµε ότι : V = L. Επειδή (c, d) 6= (0, 0), έπεται ότι τουλάχιστον ένα εκ των c, d είναι
µη-µηδενικό, έστω ότι αυτό είναι το c. Τότε :

L =
{

(x, y) ∈ K2 | dx− cy = 0
}

=

{
(x, y) ∈ K2 | y =

d

c
x = y

}
=

{
(x,

d

c
x) ∈ K2 | x ∈ K

}
=
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=
{x
c

(c, d) ∈ K2 | x ∈ K
}

=
〈
(c, d)

〉
Παρόµοια αν d 6= 0, τότε

L =
{

(x, y) ∈ K2 | dx− cy = 0
}

=
{

(x, y) ∈ K2 | x =
c

d
y
}

=
{

(
c

d
y, y) ∈ K2 | x ∈ K

}
=

=
{y
d

(c, d) ∈ K2 | x ∈ K
}

=
〈
(c, d)

〉
΄Αρα σε κάθε περίπτωση

L =
〈
(c, d)

〉
=
{
λ(c, d) ∈ K2 | λ ∈ K

}
Επειδή (c, d) ∈ V, έπεται ότι λ(c, d) ∈ V, ∀λ ∈ K, και άρα L ⊆ V.
΄Εστω ότι V * L, και άρα υπάρχει ένα διάνυσµα (a, b) ∈ V µε (a, b) /∈ L. Τότε προφανώς ϑα
έχουµε: da− cb 6= 0. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

(
c a
d b

)
µε ορίζουσα |A| = cb− ad 6= 0

Για κάθε διάνυσµα (x, y) ∈ K2, το γραµµικό σύστηµα

(Σ)

{
cx′ + ay′ = x
dx′ + by′ = y

µε αγνώστους x′ και y′, έχει ως πίνακα συντελεστών τον αντιστρέψιµο πίνακα A και άρα είναι
σύστηµα Cramer. Εποµένως το (Σ) έχει µοναδική λύση (x0, y0), δηλαδή υπάρχει (x0, y0 ∈ K2

έτσι ώστε :

(Σ)

{
cx0 + ay0 = x
dx0 + by0 = y

Τότε µπορούµε να γράψουµε

(x, y) = x0(c, d) + y0(a, b)

Επειδή (c, d) ∈ V και (a, b) ∈ V, και το υποσύνολο V είναι υπόχωρος του K2, έπεται ότι το τυχόν
διάνυσµα (x, y) του K2 ανήκει στον υπόχωρο V. Με άλλα λόγια V = K2 κα αυτό είναι άτοπο από
την υπόθεση. ΄Αρα δεν υπάρχει διάνυσµα (a, b) ∈ V µε (a, b) /∈ L, δηλαδή V ⊆ Σ.

Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι V = L, δηλαδή κάθε υπόχωρος V του K2 µε V 6=
{
~0
}
,K2 είναι της

µορφής L ή ισοδύναµα V =
{

(x, y) ∈ K2 | ax + by = 0
}
, για κάποιο µη µηδενικό διάνυσµα

(a, b) ∈ K2.

΄Αρα οι υπόχωροι του K2 είναι οι εξής :
(1)
{
~0
}
.

Γεωµετρικά: η αρχή των αξόνων στο επίπεδο.
(2) K2.

Γεωµετρικά: όλο το επίπεδο.
(3)
{

(x, y) ∈ K2 | ax+ by = 0
}
, για κάποιο µη µηδενικό διάνυσµα (a, b) ∈ K2.

Γεωµετρικά: µια ευθεία στο επίπεδο η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
�

΄Ασκηση 17. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R-διανυσµατικού χώρου M2×3(R) είναι
υπόχωροι :

(1) V =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | b = a+ c

}
(2) W =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | c > 0

}
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Λύση. (1) Θα έχουµε:

V =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | b = a+ c

}
=

{(
a a+ c c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | a, c, d ∈ R

}
=

=

{(
a a c
d 0 0

)
+

(
a c c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | a, c, d ∈ R

}
=

=

{(
a a 0
0 0 0

)
+

(
0 c c
0 0 0

)
+

(
0 0 0
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | a, c, d ∈ R

}
={

a

(
1 1 0
0 0 0

)
+ c

(
0 1 1
0 0 0

)
+ d

(
0 0 0
1 0 0

)
∈ M2×3(R) | a, c, d ∈ R

}
=

=

〈(
1 1 0
0 0 0

)
,

(
0 1 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)〉
δηλαδή το υποσύνολο V συµπίπτει µε τον υπόχωρο του M2×3(R) ο οποίος παράγεται από τους 2 × 3

πίνακες
(

1 1 0
0 0 0

)
,

(
0 1 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
, και εποµένως είναι υπόχωρος του M2×3(R).

(2) Παρατηρούµε ότι το µηδενικό διάνυσµα του R-διανυσµατικού χώρου M2×3(R), δηλαδή ο µηδενικός
2 × 3 πίνακας, δεν ανήκει στο υποσύνολο W και εποµένως το υποσύνολο W δεν είναι υπόχωρος του
M2×3(R). �

΄Ασκηση 18. Στον R-διανυσµατικό χώρο R3, ϑεωρούµε τα διανύσµατα

~x = (1, 1, 0) και ~y = (2, 1, 1)

Να ϐρεθεί µια αναγκαία και ικανή συνθήκη έτσι ώστε το διάνυσµα ~z = (a, b, c) να ανήκει στον υπόχωρο 〈~x, ~y〉
του R3 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x και ~y.

Λύση. ΄Εστω ότι ~z = (a, b, c) ∈ 〈~x, ~y〉. Τότε υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί λ, κ ∈ R, έτσι ώστε :

~z = (a, b, c) = λ~x+ κ~y = λ(1, 1, 0) + κ(2, 1, 1) = (λ, λ, 0) + (2κ, κ, κ) = (λ+ 2κ, λ+ κ, κ)

Εποµένως ϑα έχουµε:
λ+ 2κ = a, λ+ κ = b, κ = c

Αφαιρώντας την δεύτερη σχέση από την πρώτη, έχουµε κ = a− b και άρα από την τρίτη έπεται ότι a− b = c ή

a = b+ c

Αντίστροφα, έστω ότι για το διάνυσµα ~z = (a, b, c) ∈ R3, ισχύει ότι a = b+ c. Τότε

(a−2c)~x+c~y = (a−2c)(1, 1, 0)+c(2, 1, 1) = (a−2c, a−2c, 0)+(2c, c, c) = (a−2c+2c, a−2c+c, c) = (a, b, c) = ~z

Η τελευταία σχέση δείχνει το διάνυσµα ~z = (a, b, c) ανήκει στον υπόχωρο 〈~x, ~y〉 του R3 ο οποίος παράγεται
από τα διανύσµατα ~x και ~y.

Εποµένως : το διάνυσµα ~z = (a, b, c) ανήκει στον υπόχωρο 〈~x, ~y 〉 του R3 ο οποίος παράγεται από τα
διανύσµατα ~x και ~y αν και µόνον αν a = b+ c. �

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο M2(R) πάνω από το R και τα παρακάτω υποσύνολά του :

V =

{(
0 a
a b

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
και

W =

{(
0 c
d c+ d

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα V και W είναι υπόχωροι του M2(R).
(2) Να ϐρεθεί η µορφή των στοιχείων του υποχώρου V ∩W.
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Λύση. (1) ΄Εχουµε

V =

{(
0 a
a b

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
=

{(
0 a
a 0

)
+

(
0 0
0 b

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
=

{
a

(
0 1
1 0

)
+ b

(
0 0
0 1

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
=

〈(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)〉
δηλαδή ο V παράγεται από τους πίνακες(

0 1
1 0

)
και

(
0 0
0 1

)
Παρόµοια :

W =

{(
0 c
d c+ d

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
=

{(
0 c
0 c

)
+

(
0 0
d d

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
=

{
c

(
0 1
0 1

)
+ d

(
0 0
1 1

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
=

〈(
0 1
0 1

)
,

(
0 0
1 1

)〉
δηλαδή ο W παράγεται από τους πίνακες(

0 1
0 1

)
και

(
0 0
1 1

)
Συνεπώς οι V και W είναι υπόχωροι του M2(R).

(2) ΄Εστω A =

(
a b
c d

)
∈ V ∩W, δηλαδή A ∈ V και A ∈W. Τότε έχουµε{
A ∈ V =⇒ a = 0 και b = c
A ∈W =⇒ a = 0 και d = c+ b⇒ d = 2b

και άρα A =

(
0 b
b 2b

)
. Εποµένως η περιγραφή του υποχώρου V ∩W είναι η ακόλουθη:

V ∩W =

{(
0 b
b 2b

)
∈ M2(R) | b ∈ R

}
=

{
b

(
0 1
1 2

)
∈ M2(R) | b ∈ R

}
=

〈(
0 1
1 2

)〉
�

Παρατήρηση 1. Η ΄Ασκηση 19 [όπως και οι Ασκήσεις 12 και 17(1)] ϑα µπορούσε να λυθεί και µε χρήση του
Ορισµού. Η παραπάνω λύση δείχνει επιπρόσθετα ότι τα σύνολα V και W είναι υπόχωροι οι οποίοι παράγονται
από συγκεκριµένα διανύσµατα.

Υπενθυµίζουµε ότι, γενικά, η ένωση υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου E δεν είναι υπόχωρος του E. Η
επόµενη ΄Ασκηση δίνει έναν χαρακτηρισµό για το πότε η ένωση δύο υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου είναι
υπόχωρος.
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΄Ασκηση 20. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και V, W δύο υπόχωροί του. Να
δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η ένωση V ∪W των συνόλων V και W είναι υπόχωρος του E.
(2) Είτε V ⊆W είτε W ⊆ V.

Να συµπεράνετε ότι δεν υπάρχει K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος είναι ένωση δύο γνήσιων υπόχωρών του.

Λύση. (2) =⇒ (1) Αν V ⊆W, τότε προφανώς V ∪W = W, και άρα η ένωση V ∪W είναι υπόχωρος διότι ο W

είναι υπόχωρος. Παρόµοια αν W ⊆ V, τότε προφανώς V ∪W = V, και άρα η ένωση V ∪W είναι υπόχωρος
διότι ο V είναι υπόχωρος.

(1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι η ένωση V ∪W των συνόλων V και W είναι υπόχωρος του E.

(I) Υποθέτουµε ότι V * W. Τότε υπάρχει ένα διάνυσµα ~x ∈ V το οποίο δεν ανήκει στον W: ~x /∈ W. Θα
δείξουµε ότι W ⊆ V.

• Θεωρούµε τυχόν διάνυσµα ~y ∈W. Θα δείξουµε ότι ~y ∈ V.
Πραγµατικά τότε τα διανύσµατα ~x, ~y ανήκουν προφανώς στην ένωση V ∪W. Επειδή το σύνολο V ∩W είναι

υπόχωρος του E, έπεται ότι το διάνυσµα ~x+ ~y ανήκει στην ένωση V ∩W. Εποµένως

είτε (a) ~x+ ~y ∈W ή (b) ~x+ ~y ∈ V

(a) Αν ~x + ~y ∈ W, τότε επειδή ~y ∈ W και το W είναι υπόχωρος, το διάνυσµα (~x + ~y) − ~y = ~x ϑα ανήκει
στον W. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι ~x /∈W.

(b) ΄Αρα ~x + ~y ∈ V. Τότε επειδή ~x ∈ V και το V είναι υπόχωρος, το διάνυσµα (~x + ~y) − ~x = ~y ϑα ανήκει
στον V. ΄Αρα δείξαµε ότι το διάνυσµα ~y του W είναι και διάνυσµα του V.

Εποµένως δείξαµε ότι αν V * W, τότε αναγκαστικά ϑα έχουµε W ⊆ V.

(II) Αν W * V, τότε εργαζόµενοι παρόµοια δείχνουµε ότι τότε αναγκαστικά ϑα έχουµε V ⊆W. ΄Αρα δείξαµε
ότι είτε V ⊆W είτε W ⊆ V.

΄Εστω V,W δύο γνήσιοι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E. Αν E = V
⋃
W, τότε επειδή η ένωση

V
⋃
W είναι υπόχωρος του E, από το πρώτο µέρος προκύπτει ότι είτε V ⊆ W είτε W ⊆ V. ΄Οµως αν V ⊆ W,

τότε V
⋃

W = W και άρα ϑα έχουµε E = V
⋃
W = W και αυτό είναι άτοπο διότι ο υπόχωρος W είναι γνήσιος.

Παρόµοια, αν W ⊆ V, τότε V
⋃
W = V και άρα ϑα έχουµε E = V

⋃
W = V και αυτό είναι άτοπο διότι ο

υπόχωρος V είναι γνήσιος. Εποµένως καταλήξαµε σε άτοπο υποθέτοντας ότι υπάρχουν γνήσιοι υπόχωρου του
E των οποίων η ένωση συµπίπτει µε τον E. Συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει διανυσµατικός χώρος ο οποίος
είναι ένωση δύο γνήσιων υπόχωρών του. �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω ότι E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, όπου K ∈
{
Q, R, C

}
, και

έστω ότι V1,V2,V3 είναι υπόχωροι του E. Να δειχθεί ότι :

E = V1 ∪ V2 ∪ V3 =⇒ ∃ k = 1, 2, 3 : Vk = E

δηλαδή δεν υπάρχει K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος είναι ένωση τριών γνήσιων υπόχωρών του.

Υπάρχουν όµως σώµατα K /∈
{
Q, R, C

}
και K-διανυσµατικοί χώροι οι οποίοι είναι ένωση τριών γνήσιων

υπόχωρων.

Λύση. (1) Υποθέτουµε ότι V1 ⊆ V2 ∪ V3. Τότε E = V1 ∪ V2 ∪ V3 = V2 ∪ V3. Τότε η ένωση V2 ∪ V3

είναι υπόχωρος του E και άρα από την ΄Ασκηση 20 έπεται ότι V2 ⊆ V3 ή V3 ⊆ V2. Αν V2 ⊆ V3, τότε
προφανώς E = V2 ∪ V3 = V3. Αν V3 ⊆ V2, τότε προφανώς E = V2 ∪ V3 = V3.

Παρόµοια αν V2 ⊆ V1 ∪ V3, τότε προκύπτει ότι E = V1 ή E = V3, και αν V3 ⊆ V1 ∪ V2, τότε
προκύπτει ότι E = V1 ή E = V2.

΄Αρα δείξαµε ότι αν ένας από τους υπόχωρους Vi, i = 1, 2, 3, περιέχεται στην ένωση των δύο άλλων
υπόχωρων, τότε κάποιος από τους υπόχωρους Vi συµπίπτει µε τον E.
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(2) Υποθέτουµε ότι κανένας από τους υπόχωρους Vi, i = 1, 2, 3, δεν περιέχεται στην ένωση των δύο άλλων
υπόχωρων, δηλαδή:

V1 * V2 ∪ V3, V2 * V1 ∪ V3, V3 * V1 ∪ V2 (∗)
Ιδιαίτερα αυτό σηµαίνει ότι και οι τρεις υπόχωροι V1, V2, και V3 είναι γνήσιοι. Με ϐάση την παραπάνω
υπόθεση ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

΄Εστω ~x /∈ V3 και ~y ∈ V3 \V1∪V2 (υπάρχει ένα τέτοιο ~y διότι V3 * V1∪V2). Παρατηρούµε ότι ~x 6= ~0

διότι αν ~x = ~0 τότε προφανώς ϑα είχαµε ότι ~x ∈ V3 διότι το σύνολο V3 είναι υπόχωρος. Θεωρούµε το
σύνολο

A =
{
~y + κ~x ∈ E | 0 6= κ ∈ K

}
το οποίο έχει άπειρο πλήθος στοιχείων. Πράγµατι, αν το σύνολο A έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων,
τότε για τις διάφορες τιµές του 0 6= κ ∈ K, οι οποίες είναι άπειρες σε πλήθος διότι το σώµα K έχει
άπειρο πλήθος µη-µηδενικών στοιχείων, ϑα έπρεπε να υπάρχουν µη-µηδενικά στοιχεία κ1, κ2 ∈ K µε
κ1 6= κ2, έτσι ώστε ~y + κ1~x = ~y + κ2~x. Τότε προφανώς ϑα έχουµε κ1~x = κ2~x δηλαδή ισοδύναµα
(κ1 − κ2)~x = ~0. Επειδή κ1 6= κ2, έπεται ότι ϑα έχουµε ~x = ~0 και αυτό είναι άτοπο.

Επειδή A ⊆ E = V1 ∪ V2 ∪ V3, έπεται ότι τουλάχιστον ένα εκ των V1, V2, V3 ϑα πρέπει να περιέχει
άπειρο πλήθος διανυσµάτων τα οποπία ανήκουν στο σύνολο A. Θα έχουµε:
(αʹ) ΄Εστω ότι ο υπόχωρος V3 περιέχει και ένα διάνυσµα ~z ∈ A διαφορετικό από το ~y. Τότε υπάρχει

0 6= κ ∈ K έτσι ώστε ~z = ~y + κ~x ∈ V3. Επειδή ~y ∈ V3 και το σύνολο V3 είναι υπόχωρος, έπεται
ότι κ~x ∈ V3. Επειδή κ 6= 0, ϑα έχουµε ότι ~x = 1 · ~x = (κ−1κ)~x ∈ V3 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα ο
υπόχωρος V3 δεν µπορεί να περιέχει άπειρο πλήθος διανυσµάτων τα οποία ανήκουν στο υποσύλο
A.

(ϐʹ) ΄Εστω ότι ο υπόχωρος V1 ή ο υπόχωρος V2 περιέχει δύο διανύσµατα ~z, ~w ∈ A µε ~z 6= ~w. Τότε
υπάρχουν µη-µηδενικά στοιχεία κ1, κ2 ∈ K, αναγκαστικά µε κ1 6= κ2 διότι ~z 6= ~w έτσι ώστε :
~z = ~y + κ1~x και ~w = ~y + κ2~x. Τότε επειδή το υποσύνολο V1 ή το υποσύνολο V2 είναι υπόχωρος
ϑα έχουµε αντίστοιχα ότι το διάνυσµα

(κ2 − κ1)~y = κ2(~y + κ1~x)− κ1(~y + κ2~x) = κ2~z − κ1 ~w

ανήκει στον υπόχωρο V1 ή στον υπόχωρο V2. Επειδή κ2 − κ1 6= 0 προκύπτει τότε ότι το διάνυσµα
~y ανήκει στον υπόχωρο V1 ή στον υπόχωρο V2. Αυτό είναι άτοπο από την επιλογή του ~y.
Εποµένως σε κάθε περίπτωση η υπόθεση (∗) µας οδηγεί σε άτοπο.

΄Αρα η µόνη δυνατή εκδοχή είναι ότι ένας από τους υπόχωρους Vi, i = 1, 2, 3, περιέχεται στην ένωση των
δύο άλλων υπόχωρων ή ισοδύναµα ότι κάποιος από τους υπόχωρους Vi συµπίπτει µε τον E.

Η παραπάνω απόδειξη ϐασίζεται στο γεγονός ότι το σώµα K ∈
{
Q,R,C

}
έχει άπειρο πλήθος στοιχείων.

Υποθέτουµε τώρα ότι K = Z2 =
{

[0]2, [1]2
}
, το σώµα των κλάσεων υπολοίπων mod 2, το οποίο έχει 2 στοιχεία,

και έστω ο K-διανυσµατικός χώρος E = K2. Τότε

E =
{

([0]2, [0]2), ([0]2, [1]2), ([1]2, [0]2), ([1]2, [1]2)
}

Θέτουµε:
V1 =

〈
([0]2, [1]2)

〉
, V2 =

〈
([1]2, [0]2)

〉
, V3 =

〈
([1]2, [1]2)

〉
να είναι οι υπόχωροι του E οι οποίοι παράγονται από τα διανύσµατα ([0]2, [1]2), ([1]2, [0]2), και ([1]2, [1]2)
αντίστοιχα. Τότε προφανώς έχουµε:

E = V1 ∪ V2 ∪ V3

Εποµένως, αν το σώµα K έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων, τότε υπάρχουν διανυσµατικοί χώροι E υπεράνω
του K οι οποίοι είναι ένωση τριών υπόχωρων. �

Παρατήρηση 2. Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 20, ανεξάρτητα από το σώµα K, δεν υπάρχει
διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K ο οποίος είναι ένωση δύο γνήσιων υπόχωρών του. Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση
21, εξαρτάται από το σώµα K, για την ακρίβεια από το αν πλήθος των στοιχείων του είναι πεπερασµένο ή άπειρο,
αν υπάρχει διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K ο οποίος είναι ένωση τριών γνήσιων υπόχωρών του.
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΄Ασκηση 22. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και έστω
{
Vi

}∞
i=0

µια συλλογή
υπόχωρων του E έτσι ώστε :

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · · · · ⊆ Vn ⊆ Vn+1 ⊆ · · ·

Να δειχθεί ότι η ένωση V =
⋃

i≥0 Vi είναι ένας υπόχωρος του E.

Λύση. Επειδή κάθε Vi, i ≥ 0, είναι υπόχωρος του E, ϑα έχουµε ~0 ∈ Vi, ∀i ≥ 0, και εποµένως ~0 ∈ V.

΄Εστω ~x, ~y δύο διανύσµατα του V. Τότε υπάρχουν δείκτες n,m ≥ 0 έτσι ώστε ~x ∈ Vn και ~y ∈ Vm. Θέτοντας
k = max

{
n, m

}
, έπεται ότι Vn ⊆ Vk και Vm ⊆ Vk και εποµένως ~x, ~y ∈ Vk. Επειδή ο Vk είναι υπόχωρος του

E, έπεται ότι ~x+ ~y ∈ Vk. Επειδή Vk ⊆ V, ϑα έχουµε ~x+ ~y ∈ V.

Τέλος, έστω λ ∈ K και ~x ∈ V. Τότε υπάρχει δείκτης n ≥ 0, έτσι ώστε ~x ∈ Vn. Επειδή ο Vn είναι υπόχωρος
του E, έπεται ότι λ · ~x ∈ Vn. Επειδή Vn ⊆ V, ϑα έχουµε λ · ~x ∈ V.

Από τα παραπάνω έπεται ότι το υποσύνολο V είναι ένας υπόχωρος του E. �

΄Ασκηση 23. Να προσδιοριστούν όλοι οι διανυσµατικοί χώροι E οι οποίοι ικανοποιούν την ακόλουθη ιδιότητα :

Αν V,W είναι υπόχωροι του E, τότε : είτε V ⊆W είτε W ⊆ V (†)

Λύση. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος ικανοποιεί την ιδιότητα (†).
Αν E =

{
~0
}
, τότε προφανώς ο µόνος υπόχωρος του E είναι ο E, ο οποίος συµπίπτει µε τον µηδενικό υπόχωρο{

~0
}
, και η ιδιότητα (†) ικανοποιείται τετριµµένα.

Υποθέτουµε ότι E 6=
{
~0
}
. Τότε υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~x ∈ E. Θα δείξουµε ότι

E = 〈~x 〉 =
{
k~x ∈ E | k ∈ K

}
∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι κάθε K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος ικανοποιεί την ιδιότητα (†) συµπίπτει µε τον
υπόχωρο ο οποίος παράγεται από κάθε µη-µηδενικό διάνυσµά του.

΄Εστω ~y ∈ E, και έστω 〈~y 〉 =
{
k~y ∈ E | k ∈ K

}
. Τότε από την ιδιότητα (†) έχουµε: είτε 〈~x 〉 ⊆ 〈~y 〉 είτε

〈~y 〉 ⊆ 〈~x 〉.
(1) Αν 〈~y 〉 ⊆ 〈~x 〉, τότε ~y ∈ 〈~x 〉.
(2) Αν 〈~x 〉 ⊆ 〈~y 〉, τότε ~x ∈ 〈~y 〉 και άρα υπάρχει k ∈ K έτσι ώστε ~x = k~y. Επειδή ~x 6= ~0 έπεται ότι k 6= 0

και τότε ϑα έχουµε: ~y = k−1~x ∈ 〈~x 〉.
΄Αρα σε κάθε περίπτωση ~y ∈ 〈~x 〉 και εποµένως E = 〈~x 〉.

Αντίστροφα, έστω ότι E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος για τον οποίο ισχύει ότι E = 〈~x 〉, για κάποιο
~x ∈ E. Θα δείξουµε ότι ισχύει η ιδιότητα (†), δείχνοντας ότι οι µόνοι υπόχωροι του E είναι οι

{
~0
}

και E. ΄Εστω
V ένας υπόχωρος του E και υποθέτουµε ότι V 6=

{
~0
}
. Τότε υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~y ∈ V. Επειδή

E = 〈~x 〉, ϑα έχουµε ~y = k~x για κάποιο k ∈ K το οποίο είναι µη-µηδενικό διότι διαφορετικά ϑα είχαµε ~y = ~0
το οποίο είναι άτοπο από την επιλογή του ~y. Τότε ϑα έχουµε ~x = k−1~y ∈ 〈~y 〉. Αν ~z ∈ E, τότε ϑα έχουµε ~z = λ~x
και τότε ~z = λ~x = λ(k ~y = (λ k) ~y ∈ 〈~y 〉. Αυτό σηµαίνει ότι E ⊆ 〈~y 〉 και εποµ·ενω E = 〈~y 〉. Επειδή ~y ∈ V,
ϑα έχουµε προφανώς 〈~y 〉 ⊆ V και εποµένως καταλήγουµε ότι E ⊆ V, δηλαδή E = V. Εποµένως δείξαµε ότι οι
µόνοι υπόχωροι του E είναι οι

{
~0
}

και E. Προφανώς τότε ικανοποιείται η συνθήκη (†) στον E.

Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι : οι µόνοι K-διανυσµατικοί χώροι οι οποίοι ικανοποιούν την ιδιότητα (†) είναι4 οι
K-διανυσµατικοί χώροι µε δύο υποχώρους

{
~0
}

και E, ισοδύναµα είναι είτε ο µηδενικός χώρος
{
~0
}

είτε κάθε
K-διανυσµατικός χώρος E για τον οποίο ισχύει ότι E = 〈~x 〉, για ένα (ή κάθε) µη-µηδενικό διάνυσµα ~x ∈ E. �

4Θα δούµε αργότερα ότι οι µόνοι K-διανυσµατικοί χώροι οι οποίοι ικανοποιούν την ιδιότητα (†) είναι είτε ο µηδενικός υπόχωρος
είτε κάθε K-διανυσµατικος χώρος µε διάσταση ίση µε 1, δηλαδή, µε ακρίβεια ισοµορφίας, το σώµα K.
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΄Ασκηση 24. ΄Εστω ~x0, ~x1, ~x2, · · · µια ακολουθία διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω του σώµα-
τος K. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

V =
{
λi1~xi1 + λi2~xi2 + · · ·+ λin~xin ∈ E | λij ∈ K, ij ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n

}
είναι ένας υπόχωρος του E.

Λύση. Θέτουµε:

V0 = 〈~x0〉, V1 = 〈~x0, ~x1〉, V2 = 〈~x0, ~x1, ~x2〉, · · · · · · , Vn = 〈~x0, ~x1, ~x2, · · · , ~xn〉, · · ·

Επειδή {
~x0

}
⊆
{
~x0, ~x1

}
⊆
{
~x0, ~x1, ~x2

}
⊆ · · · · · ·

έπεται εύκολα, ϐλέπε και την ΄Ασκηση 25, ότι :

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · · · · ⊆ Vn ⊆ · · ·

Τότε από την ΄Ασκηση 22 προκύπτει ότι το υποσύνολο
⋃

i≥0 Vi είναι ένας υπόχωρος του E. Ισχυριζόµαστε ότι
V =

⋃
i≥0 Vi. Πραγµατικά έστω ~x ∈ V, τότε ~x = λi1~xi1 +λi2~xi2 +· · ·+λin~xin , για κάποια λij ∈ K, όπου ij ≥ 0,

1 ≤ j ≤ n. Θέτοντας k = max
{
i1, i2, · · · , in

}
, έπεται ότι

{
~xi1 , ~xi2 , · · · , ~xin

}
⊆
{
~x1, ~x2, · · · , ~xk

}
⊆ Vk ⊆⋃

i≥0 Vi. Επειδή το υποσύνολο
⋃

i≥0 Vi είναι υπόχωρος, έπεται ότι ~x ∈
⋃

i≥0 Vi και εποµένως V ⊆
⋃

i≥0 Vi.
Αντίστροφα, έστω ~x ∈

⋃
i≥0 Vi. Τότε υπάρχει κάποιος δείκτης n έτσι ώστε ~x ∈ Vn = 〈~x0, ~x1, · · · , ~xn〉. Εξ΄

ορισµού τότε ~x = λ0~x0 + λ1~x1 + · · ·+ λn~xn. Αυτό σηµαίνει ότι ~x ∈ V και εποµένως
⋃

i≥0 Vi ⊆ V.
Από τα παραπάνω έπεται ότι V =

⋃
i≥0 Vi είναι ένας υπόχωρος του E. �

Υπενθυµίζουµε ότι αν E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και X =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων του E, τότε οι ακόλουθες πράξεις επί των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn,
καλούνται στοιχειώδεις πράξεις επί των διανυσµάτων του συνόλου X:

(1) Αντικατάσταση του διανύσµατος ~xi µε το διάνυσµα ~xi + λ~xj :

∀λ ∈ K, ∀i, j = 1, 2, · · · , n : ~xi 7−→ ~xi + λ~xj

(2) Αµοιβαία εναλλαγή των διανυσµάτων ~xi και ~xj :

∀i, j = 1, 2, · · · , n : ~xi ←→ ~xj

(3) Αντικατάσταση του διανύσµατος ~xi µε το διάνυσµα λ~xi:

∀λ ∈ K, λ 6= 0, ∀i = 1, 2, · · · , n : ~xi 7−→ λ~xi

Υπενθυµίζουµε ότι : ο υπόχωρος του E ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn παραµένει
αµετάβλητος µετά από την εφαρµογή πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων επι των διανυσµάτων
~x1, ~x2, · · · , ~xn.

Υπενθυµίζουµε ότι αν B ⊆ A είναι ένα υποσύνολο του συνόλου A, τότε :

A \B =
{
a ∈ A | a /∈ B

}
συµβολίζει το σύνολο των στοιχείων του A τα οποία δεν ανήκουν στο υποσύνολο B.

΄Ασκηση 25. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και X =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα

πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων του E. Συµβολίζουµε µε 〈X〉 = 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉 τον υπόχωρο του E ο οποίος
παράγεται από τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn του συνόλου X.

(1) Αν Y είναι ένα τυχόν υποσύνολο του X, τότε : 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.
(2) Αν Y είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του 〈Y〉, τότε : 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.
(3) Αν υπάρχει i = 1, 2, · · · , n: ~xi ∈ 〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn〉, τότε :

〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi, ~xi+1, · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn〉
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(4) ΄Εστω ότι Y είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του X και υποθέτουµε ότι κάθε διάνυσµα του Y ανήκει
στον υπόχωρο ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα του υποσυνόλου X \ Y, δηλαδή Y ⊆ 〈X \ Y〉. Τότε :

〈X〉 = 〈X \ Y〉

Λύση. (1) Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας5, µπορούµε να υποθέσουµε ότι Y =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xk

}
, για κάποιο

k = 1, 2, · · · , n.
΄Εστω ~y ∈ 〈Y〉. Τότε υπάρχουν λ1, λ2, · · · , λk ∈ K έτσι ώστε : ~y = λ1~x1 +λ2~x2 + · · ·+λk~xk και τότε :

~y = λ1~x + λ2~x2 + · · ·+ λk~xk = λ1~x + λ2~x2 + · · ·+ λk~xk + 0~xk+1 + · · ·+ 0~xn ∈ 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉 = 〈X〉
΄Αρα 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.

(2) ΄Εστω Y =
{
~y1, ~y2, · · · , ~ym

}
⊆ 〈X〉 ένα πεπερασµένο υποσύνολο του 〈X〉, και έστω ~y ∈ 〈Y〉. Τότε

υπάρχουν λ1, λ2, · · · , λk ∈ K έτσι ώστε : ~y = λ1~y1 + λ2~y2 + · · ·+ λm~ym. Θα δείξουµε ότι : ~y ∈ 〈X〉.
Επειδή, ∀i = 1, 2, · · · ,m, ~yi ∈ 〈X〉, έπεται ότι υπάρχουν ai1, ai2, · · · , ain ∈ K έτσι ώστε :

~yi = ai1~x1 + ai2~x2 + · · ·+ ain~xn =
n∑

k=1

aik~xk

Τότε ϑα έχουµε:

~y = λ1~y1 + λ2~y2 + · · ·+ λm~ym = λ1

n∑
k=1

a1k~xk + λ2

n∑
k=1

a2k~xk + · · ·+ λm

n∑
k=1

amk~xk =
m∑
i=1

λi

(
n∑

k=1

aik~xk

)
=

=

n∑
k=1

(
m∑
i=1

λiaik

)
~xk =

(
m∑
i=1

λiai1

)
~x1 +

(
m∑
i=1

λiai2

)
~x2 + · · ·+

(
m∑
i=1

λiain

)
~xn ∈ 〈X〉

΄Αρα 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.
(3) ΄Εστω Y = X\

{
~xi
}

=
{
~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · ~xn

}
. Επειδή από την υπόθεση ~xi ∈ 〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn〉,

έπεται ότι υπάρχουν αριθµοί κ1, · · · , κi−1, κi+1, · · · , κn έτσι ώστε :

~xi = κ1~x1 + · · ·+ κi−1~xi−1 + κi+1~xi+1 + · · ·κn~xn (∗)
Επειδή Y ⊆ X, από το µέρος (1) έπεται ότι 〈Y〉 ⊆ 〈X〉. ΄Εστω ~x ∈ 〈X〉. Τότε υπάρχουν λ1, λ2, · · · , λn ∈

K έτσι ώστε :
~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λi~xi + · · ·λn~xn (∗∗)

Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗), έπεται ότι :
~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λi(κ1~x1 + · · ·+ κi−1~xi−1 + κi+1~xi+1 + · · ·κn~xn) + · · ·λn~xn =

= (λ1 + κ1λi)~x1 + · · ·+ (λi−1 + κi−1λi)~xi−1 + (λi+1 + κi+1λi)~xi+1 + · · ·+ (λn + κnλi)~xn ∈ 〈Y〉
΄Αρα δείξαµε ότι 〈X〉 ⊆ 〈Y〉 και εποµένως

〈X〉 = 〈Y〉
(4) Από τα µέρη (1) και (2), έπεται ότι 〈X \ Y〉 ⊆ 〈X〉. Θα δείξουµε ότι 〈X〉 ⊆ 〈X \ Y〉.

΄Οπως στο µέρος (1), χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι Y =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xk

}
,

για κάποιο k = 1, 2, · · · , n, και εποµένως X \ Y =
{
~xk+1, · · · , ~xn

}
. Επειδή από την υπόθεση κάθε

διάνυσµα του υποσυνόλου Y ανήκει στον υπόχωρο του E ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα του
υποσυνόλου X \ Y, έπεται ότι ∀i = 1, 2, · · · , k, υπάρχουν ai k+1, ai k+2, · · · , ai n ∈ K έτσι ώστε :

~xi = ai k+1~xk+1 + ai k+2~xk+2 + · · ·+ ai n~xn =
n∑

j=k+1

aij~xj , 1 ≤ i ≤ k (†)

΄Εστω τώρα ~x ∈ 〈X〉. Τότε υπάρχουν αριθµοί λ1, λ2, · · · , λn έτσι ώστε :

~x = λ1~x1 + · · ·+ λk~xk + λk+1~xk+1 + · · ·+ λn~xn (††)

5Για παράδειγµα εφαρµόζοντας τις στοιχειώδεις πράξεις ~xi ←→ ~xj οι οποίες δεν αλλάζουν τον υπόχωρο ο οποίος παράγεται από
τα εµπλεκόµενα διανύσµατα.
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Από τις σχέσεις (†) και (††), ϑα έχουµε:

~x = λ1~x1 + · · ·+ λk~xk + λk+1~xk+1 + · · ·+ λn~xn =

= λ1

n∑
j=k+1

a1j~xj + · · ·+ λk

n∑
j=k+1

akj~xj + λk+1~xk+1 + · · ·+ λn~xn =

= λ1(a1 k+1~xk+1 + · · ·+ a1n~xn) + · · ·+ λk(ak k+1~xk+1 + · · ·+ ak n~xn) + λk+1~xk+1 + · · ·+ λn~xn =

= (λ1a1 k+1 + · · ·+ λkak k+1 + λk+1)~xk+1 + · · ·+ (λ1a1n + · · ·+ λkak n + λn)~xn ∈ 〈~xk+1, · · · , ~xn = 〈X \ Y〉
΄Αρα δείξαµε ότι 〈X \ Y〉 ⊆ 〈X〉 και εποµένως :

〈X \ Y〉 = 〈X〉 �

΄Ασκηση 26. Να ϐρεθεί ο υπόχωρος που παράγεται από τα διανύσµατα (3, 5,−4), (−3,−2, 4), (6, 1,−8) τού
R-διανυσµατικού χώρου R3.

Λύση. Θέτουµε
~x = (3, 5,−4), ~y = (−3,−2, 4), ~z = (6, 1,−8)

Παρατηρούµε ότι
~z = (6, 1,−8) = −(3, 5,−4)− 3(−3,−2, 4) = −~x− 3~y

Σύµφωνα µε το µέρος (3) της ΄Ασκησης 25, έπεται ότι

〈~x, ~y, ~z〉 = 〈~x, ~y〉
Τότε ϑα έχουµε την ακόλουθη περιγραφή του υπόχωρου 〈~x, ~y, ~z〉:

〈~x, ~y, ~z〉 = 〈~x, ~y〉 =
{
λ1~x+ λ2~y ∈ R3 | λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2

}
=

=
{
λ1(3, 5,−4) + λ2(−3,−2, 4) ∈ R3 | λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2

}
=

=
{

(3λ1, 5λ1,−4λ1) + (−3λ2,−2λ2, 4λ2) ∈ R3 | λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2
}

=

=
{

(3λ1 − 3λ2, 5λ1 − 2λ2, −4λ1 + 4λ2) ∈ R3 | λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2
}

�

΄Ασκηση 27. ΄Εστω ότι a1, a2, · · · , an είναι στοιχεία ενός σώµατος K, και ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του
K-διανυσµατικού χώρου Kn+1:

V =
{

(x1, x2, · · · , xn, xn+1) ∈ Kn+1 | xn+1 = a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn
}

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο V είναι ένας υπόχωρος του Kn+1.

Λύση. Περιγράφουµε αναλυτικά το υποσύνολο V:

V =
{

(x1, x2, · · · , xn, xn+1) ∈ Kn+1 | xn+1 = a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn
}

=

=
{

(x1, x2, · · · , xn, a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn) ∈ Kn+1 | x1, x2, · · · , xn ∈ K
}

΄Οµως:
(x1, x2, · · · , xn, a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn) =

= (x1, 0, 0, · · · , 0, 0, a1x1) + (0, x2, 0, · · · , 0, 0, a2x2) + · · ·+ (0, 0, 0, · · · , xn−1, 0, an−1xn−1)+

+(0, 0, 0, · · · , 0, xn, anxn) =

= x1(1, 0, 0, · · · , 0, 0, a1) +x2(0, 1, 0, · · · , 0, 0, a2) + · · ·+xn−1(0, 0, 0, · · · , 1, 0, an−1) +xn(0, 0, 0, · · · , 0, 1, an)

Θεωρώντας τα ακόλουθα διανύσµατα του Kn+1:

~a1 = (1, 0, 0, · · · , 0, 0, a1), ~a2 = (0, 1, 0, · · · , 0, 0, a2), · · · · · · , ~an−1 = (0, 0, 0, · · · , 1, 0, an−1)

~an = (0, 0, 0, · · · , 0, 1, an)

ϑα έχουµε:

(x1, x2, · · · , xn, a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn) = x1~a1 + x2~a2 + · · ·+ xn−1~an−1 + xn~an
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και εποµένως :

V =
{

(x1, x2, · · · , xn, a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn) ∈ Kn+1 | x1, x2, · · · , xn ∈ K
}

=

=
{
x1~a1 + x2~a2 + · · ·+ xn−1~an−1 + xn~an ∈ Kn+1 | x1, x2, · · · , xn ∈ K

}
=

=
〈
~a1, ~a2, · · · , ~an

〉
∆ηλαδή το σύνολο V είναι ο υπόχωρος του Kn+1 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~a1, ~a2, · · · , ~an. �

΄Ασκηση 28. ΄Εστω A(R) το σύνολο των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. Στο A(R) ορίζουµε πρόσθεση

+ : A(R)× A(R) −→ A(R),(
(an)n∈N, (bn)n∈N

)
7−→ (an)n∈N + (bn)n∈N := (an + bn)n∈N

και ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό

· : R× A(R) −→ A(R), (λ, (an)n∈N) 7−→ λ · (an)n∈N := (λan)n∈N.

(1) Να δειχθεί ότι η τριάδα (A(R),+, ·) αποτελεί R–διανυσµατικό χώρο.
(2) Ας είναι AΣ(R) το υποσύνολο τού A(R) που απαρτίζεται από τις ακολουθίες που συγκλίνουν σε κάποιον

πραγµατικό αριθµό. Ποιες γνωστές προτάσεις τού Απειροστικού Λογισµού εξασφαλίζουν ότι το AΣ(R)
είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος τού A(R);

Λύση. (α΄) Υπενθυµιζουµε το ακόλουθο γνωστό αποτέλσµα από τη Θεωρία :

«΄Εστω ότι S είναι ένα µη κενό σύνολο και ότι (V,+, ·) είναι ένας K–διανυσµατικός χώρος. Το σύνολο
Map(S,V) :=

{
f : S → V

}
των απεικονίσεων από το S στο V αποτελεί έναν K–διανυσµατικό χώρο µε πράξη

πρόσθεσης :
+ : Map(S,V)×Map(S,V) −→ Map(S,V), (f, g) 7−→ f + g

όπου f + g είναι η απεικόνιση που ορίζεται ως

f + g : S −→ V, s 7−→ (f + g)(s) := f(s) + g(s),∀s ∈ S

και πράξη ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού

· : K×Map(S,V)→ Map(S,V), (λ, f) 7−→ λ · f,

όπου λ · f είναι η απεικόνιση που ορίζεται ως

λ · f : S −→ V, s 7−→ (λ · f)(s) := λf(s),∀s ∈ S »

Επιλέγοντας ως S το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N και ως V τον R-διανυσµατικό χώρο R, έχουµε ότι :

Map(N,R) = A(R)

Πράγµατι µπορούµε να ταυτίσουµε τα σύνολα A(R) και Map(N,R) ως εξής. Αν (an)n∈N ∈ A(R), τότε η
ακολουθία (an)n∈N ορίζει µια απεικόνιση a : N−→R, όπου a(n) = an. Αντίστροφα, αν f ∈ Map(N,R), τότε η
απεικόνιση f ορίζει µια ακολουθία (an)n∈N ∈ A(R), όπου an = f(n).

Εποµένως η τριάδα (A(R),+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.
(ϐ΄) Για να δείξουµε ότι το σύνολο AΣ(R) είναι υπόχωρος του R-διανυσµατικού χώρου A(R), πρέπει να εξα-
σφαλίσουµε:

(1) ΄Οτι το AΣ(R) είναι µη κενό. Πράγµατι το όριο κάθε σταθερής ακολουθίας πραγµατικών αριθµών,
δηλαδή κάθε ακολουθίας τής µορφής (ai)i∈N, ai = c ∈ R, ∀i ∈ N, είναι ο αριθµός c. Συνεπώς, οι
σταθερές ακολουθίες ανήκουν στο AΣ(R) και γι΄ αυτό δεν είναι το κενό σύνολο.

(2) ΄Οτι, αν (ai)i∈N ∈ AΣ(R) και (bi)i∈N ∈ AΣ(R), τότε και η ακολουθία (ai)i∈N +(bi)i∈N ∈ AΣ(R), δηλαδή
ότι αν η ακολουθία (ai)i∈N συγκλίνει στον r1 ∈ R και η ακολουθία (bi)i∈N συγκλίνει στον r2 ∈ R, τότε
το άθροισµά τους (ai)i∈N + (bi)i∈N συγκλίνει στον r1 + r2 ∈ R. Συνεπώς το AΣ(R) είναι κλειστό ως
προς την πρόσθεση τού (A(R).
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(3) ΄Οτι, αν (ai)i∈N ∈ AΣ(R) και λ ∈ R, τότε και η ακολουθία λ · (ai)i∈N ∈ AΣ(R), δηλαδή ότι αν η
ακολουθία (ai)i∈N συγκλίνει στον r ∈ R και λ είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε το ϐαθµωτό
γινόµενο λ · (ai)i∈N = (λai)i∈N συγκλίνει στον λr ∈ R. Συνεπώς το AΣ(R) είναι κλειστό ως προς τον
ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό που ορίζεται στο A(R). �

΄Ασκηση 29. Να εξεταστεί ποιο από τα επόµενα υποσύνολα τού R–διανυσµατικού χώρου Mn(R) των n × n
πινάκων µε στοιχεία από το R αποτελεί υποχώρο τού Mn(R):

(1) Το σύνολο Sn(R) των συµµετρικών n× n πινάκων.
(2) Το σύνολο GLn(R) των αντιστρέψιµων n× n πινάκων.
(3) Το σύνολο των µη αντιστρέψιµων n× n πινάκων.

Λύση. (1) ΄Εστω Sn(R) το σύνολο των συµµετρικών n× n πινάκων, δηλαδή:

Sn(R) =
{
A ∈ Mn(R) | tA = A

}
Για να είναι το Sn(R) ένας R–υπόχωρος τού Mn(R), ϑα πρέπει :
(αʹ) Το Sn(R) να µην είναι κενό. Πράγµατι, ο ταυτοτικός n × n πίνακας In είναι συµµετρικός και γι΄

αυτό ανήκει στο Sn(R). ΄Αρα, Sn(R) 6= ∅.
(ϐʹ) Αν A,B ∈ Sn(R), τότε και A + B ∈ Sn(R). Πράγµατι, t(A + B) = tA + tB = A + B. Συνεπώς,

A+B ∈ Sn(R).
(γʹ) Αν λ ∈ R και A ∈ Sn(R), τότε και λ · A ∈ Sn(R). Πράγµατι, t(λ · A) = λ · tA = λ · A. Συνεπώς

λ ·A ∈ Sn(R).
Εποµένως το S είναι ένας υπόχωρος τού Mn×n(R).

(2) ΄Εστω GLn(R) το σύνολο των αντιστρέψιµων n× n πινάκων. Για να είναι το GLn(R) ένας R–υπόχωρος
τού Mn(R), ϑα πρέπει :
(αʹ) Το GLn(R) να µην είναι κενό. Πράγµατι, ο ταυτοτικός n × n πίνακας In είναι αντιστρέψιµος και

γι΄ αυτό ανήκει στο GLn(R). ΄Αρα, GLn(R) 6= ∅.
(ϐʹ) Αν A,B ∈ GLn(R), τότε και A + B ∈ GLn(R). Αυτό όµως οφείλει να συµβαίνει για όλους τους

αντιστρέψιµους πίνακες A,B. Επιλέγοντας ως A τον In και ως B τον −In, ο οποίος προφανώς
είναι αντιστρέψιµος, έχουµε: In + (−In) = O. Αλλά ο µηδενικός n× n πίνακας O δεν ανήκει στο
GLn(R), αφού δεν είναι αντιστρέψιµος. Συνεπώς ο GLn(R) δεν είναι R–υπόχωρος τού Mn(R).

(3) ΄Εστω T το σύνολο των µη αντιστρέψιµων n×n πινάκων. Για να είναι το T ένας R υπόχωρος τού Mn(R),
ϑα πρέπει :
(αʹ) Το T να µην είναι κενό. Πράγµατι, ο µηδενικός n× n πίνακας On δεν είναι αντιστρέψιµος και γι΄

αυτό ανήκει στο T. ΄Αρα, T 6= ∅.
(ϐʹ) Τώρα ϑα διακρίνουµε περιπτώσεις.

(i) Για n = 1, ο χώρος M1(R) ισούται µε τον χώρο R και το T = {0} (κάθε µη µηδενικό στοιχείο
τού R είναι αντιστρέψιµο). Προφανώς το T = {0} είναι R–υπόχωρος τού R.

(ii) Για n ≥ 2, αν A,B ∈ T, τότε ϑα πρέπει και A + B ∈ T. Αυτό όµως οφείλει να συµβαίνει
για όλους τους µη αντιστρέψιµους πίνακες A,B. Επιλέγοντας ως A = (aij) τον πίνακα µε
a11 = 1 και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του ίσα µε 0 έχουµε ότι A ∈ T. Επιλέγοντας ως
B = (bij) τον πίνακα µε b22 = · · · = bnn = 1 και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του ίσα µε 0
έχουµε ότι B ∈ T. (Οι A,B δεν είναι αντιστρέψιµοι επιδή έχουν µηδενικές ορίζουσες). Το
άθροισµα A + B ισούται µε τον ταυτοτικό πίνακα ο οποίος προφανώς είναι αντιστρέψιµος
και συνεπώς A+B = In /∈ T. Συνεπώς ο T δεν είναι υπόχωρος τού Mn(R). �

Υπενθυµίζουµε ότι η τοµή
⋂

i∈I Vi µιας οικογένειας
{
Vi

}
i∈I υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου E είναι

υπόχωρος του E. Αν X ⊆ E είναι ένα τυχόν µη-κενό υποσύνολο διανυσµάτων του E, τότε ο υπόχωρος

〈X〉 =
⋂{

V ⊆ E | ο V είναι υπόχωρος του E και X ⊆ V
}

δηλαδή η τοµή της οικογένειας όλων των υπόχωρων του E οι οποιοι περιέχουν το υποσύνολο X (η οικογένεια
αυτή δεν είναι κενή καθώς περιέχει τον υπόχωρο E), είναι ένας υπόχωρος του E ο οποίος καλείται ο υπόχωρος

του E ο οποίος παράγεται από το υποσύνολο διανυσµάτων X.
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΄Ασκηση 30. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K. Αν X ⊆ E είναι ένα τυχόν µη-κενό
υποσύνολο διανυσµάτων του E, τότε

〈X〉 =
{
λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn ∈ E | λi ∈ K & ~xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N

}
και το υποσύνολο 〈X〉 είναι ο µικρότερος υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το υποσύνολο X.

Λύση. Θέτουµε προσωρινά S =
{
λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn ∈ E | λi ∈ K & ~xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N

}
, και

ϑα δείξουµε ότι 〈X〉 = S.

(1) ∆είχνουµε πρώτα ότι το υποσύνολο S είναι ένας υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το υποσύνολο
διανυσµάτων X και είναι ο µικρότερος υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το X.

Προφανώς ~0 ∈ S διότι ~0 = 0 · ~x ∈ S, για κάθε διάνυσµα ~x ∈ X. ΄Εστω ~x, ~y ∈ S. Τότε υπάρχουν
n ∈ N, λ1, λ2, · · · , λn ∈ K και ~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ X, έτσι ώστε ~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · · + λn~xn, και
υπάρχουν m ∈ N, κ1, κ2, · · · , κn ∈ K και ~y1, ~y2, · · · , ~yn ∈ X, έτσι ώστε ~y = κ1~y1 + κ2~y2 + · · ·+ κm~ym.
Εποµένως :

~x+ ~y = λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn + κ1~y1 + κ2~y2 + · · ·+ κm~ym

και το διάνυσµα ~x+~y ανήκει εξ΄ ορισµού στο υποσύνολο S. ΄Εστω λ ∈ K και ~x ∈ S. Τότε όπως παραπάνω
υπάρχουν n ∈ N, λ1, λ2, · · · , λn ∈ K και ~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ X, έτσι ώστε ~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn.
Θα έχουµε:

λ · ~x = λ · (λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn) = (λλ1)~x1 + (λλ2)~x2 + · · ·+ (λλn)~xn

και το διάνυσµα λ · ~x ανήκει εξ΄ ορισµού στο υποσύνολο S. Από τα παραπάνω έπεται ότι το υποσύνολο
S είναι ένας υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το υποσύνολο X διότι, για κάθε διάνυσµα ~x ∈ X
έχουµε ~x = 1 · ~x ∈ S. Τέλος έστω V ένας υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το σύνολο διανυσµάτων
X. Θα δείξουµε ότι S ⊆ V. Πράγµατι, έστω ~x ∈ S. Τότε υπάρχουν n ∈ N, λ1, λ2, · · · , λn ∈
K και ~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ X, έτσι ώστε ~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · · + λn~xn. Επειδή X ⊆ V, έπεται ότι
~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ V. Επειδή ο V είναι υπόχωρος του E, έπεται ότι λi · ~xi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n, και εποµένως
~x = λ1~x1 + λ2~x2 + · · · + λn~xn ∈ V. ΄Αρα S ⊆ V, δηλαδή ο υπόχωρος S περιέχει το σύνολο X και
περιέχεται σε κάθε υπόχωρο του E ο οποίος περιέχει το X. ΄Ετσι ο υπόχωρος S είναι ο µικρότερος
υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το X.

(2) S ⊆ 〈X〉. Πράγµατι, γνωρίζουµε ότι το υποσύνολο 〈X〉 είναι ένας υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει
το X. Σύµφωνα µε το µέρος (2), ϑα έχουµε S ⊆ 〈X〉.

(3) 〈X〉 ⊆ S. Πράγµατι, έστω ~x ∈ 〈X〉. Επειδή ο υπόχωρος 〈X〉 είναι είναι εξ΄ ορισµού η τοµή όλων των
υπόχωρων του E οι οποίοι περιέχουν το υποσύνολο X, έπεται ότι το ~x ανήκει σε κάθε υπόχωρο του E ο
οποίος περιέχει το X. ΄Οπως είδαµε, ένας τέτοιος υπόχωρος του E είναι ο S, και άρα ~x ∈ S. Εποµένως
〈X〉 ⊆ S. �

Υπενθυµίζουµε ότι γενικά η ένωση δύο υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου δεν είναι υπόχωρος. ΄Εστω{
Vi

}
i∈I µια οικογένεια υπόχωρων του διανυσµατικού χώρου E. Συµβολίζουµε µε

∑
i∈I

Vi =

〈⋃
i∈I

Vi

〉
τον υπόχωρο του E ο οποίος παράγεται από το υποσύνολο διανυσµάτων

⋃
i∈I Vi του E. Ο υπόχωρος

∑
i∈I Vi

καλείται άθροισµα των υπόχωρων της οικογένειας

{
Vi

}
i∈I .

΄Ασκηση 31. ΄Εστω
{
Vi

}
i∈I µια οικογένεια υπόχωρων του διανυσµατικού χώρου E. Τότε∑

i∈I
Vi =

{
~xi1 + ~xi2 + · · ·+ ~xin ∈ E | ~xij ∈ Vij & {i1, i2, · · · , in} ⊆ I

}



23

δηλαδή ο υπόχωρος
∑

i∈I Vi αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα αθροίσµατα διανυσµάτων τα οποία ανήκουν
στους υπόχωρους της οικογένειας, και είναι ο µικρότερος υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει όλους τους υπόχωρους
Vi της οικογένειας

{
Vi

}
i∈I .

Ιδιαίτερα, αν I =
{

1, 2, · · · , n
}
, τότε :

n∑
i=1

Vi := V1 + V2 + · · ·+ Vn =
{
~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn ∈ E | ~xi ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n

}
Λύση. Από την ΄Ασκηση 30, ϑέτοντας X =

⋃
i∈I Vi, έπεται ότι :∑

i∈I
Vi =

{
λi1~xi1 + λi2~xi2 + · · ·+ λin~xin ∈ E | λij ∈ K & ~xij ∈

⋃
i∈I

Vi, {i1, i2, · · · , in} ⊆ I
}

Αν ~xij ∈
⋃

i∈I Vi, τότε ~xij ∈ Vij για κάποιον δείκτη ij ∈ I, και τότε λij · ~xij ∈ Vij . Εποµένως το παραπάνω
σύνολο γράφεται ισοδύναµα:∑

i∈I
Vi =

{
~xi1 + ~xi2 + · · ·+ ~xin ∈ E | ~xij ∈ Vij & {i1, i2, · · · , in} ⊆ I

}
Οι υπόλοιποι ισχυρισµοί προκύπτουν άµεσα από την ΄Ασκηση 30. �

Υπενθυµίζουµε ότι αν ~x1, ~x2, · · · , ~xn είναι ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου
E, τότε το σύνολο

{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
καλείται γραµµικά ανεξάρτητο, αν για τυχόντα στοιχεία λ1, λ2, · · · , λn ∈ K

ισχύει η συνεπαγωγή:

λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn = ~0 =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

Το σύνολο διανυσµάτων
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
καλείται γραµµικά εξαρτηµένο, αν δεν είναι γραµµικά ανεξάρ-

τητο ή ισοδύναµα, αν :

∃λ1, λ2, · · · , λn ∈ K : (λ1, λ2, · · · , λn) 6= (0, 0, · · · , 0) και λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn = ~0

΄Ασκηση 32. Ας είναι

A =



a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

... · · ·
...

. . .
...

an1 an2 . . . anj . . . ann


ένας n× n πίνακας µε συνιστώσες από ένα σώµα K και ας είναι

~Aj =



a1j

a2j
...
aij
...
anj


, 1 ≤ j ≤ n

η j–οστή στήλη τού πίνακα A την οποία ϑεωρούµε ως διάνυσµα του χώρου των στηλών Kn.
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Να δειχθεί ότι το γραµµικό οµογενές σύστηµα

A ·X = O, όπου X =



x1

x2
...
xi
...
xn


και O =



0
0
...
0
...
0


,

έχει µόνο τη µηδενική λύση, αν και µόνο αν, οι στήλες ~A1, ~A2, · · · , ~An τού A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα
διανύσµατα το χώρου των στηλών Kn.

Λύση. Παρατηρούµε ότι η n–άδα (λ1, λ2, . . . , λj , . . . , λn), λi ∈ K, είναι λύση τού συστήµατος :

a11x1 + a12x2 + · · · + a1jxj + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2jxj + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

...
...

...
...

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aijxj + · · · + ainxn = 0
...

...
...

...
...

...
...

...
an1x1 + an2x2 + · · · + anjxj + · · · + annxn = 0

αν και µόνο αν,

λ1
~A1 + λ2

~A2,+ · · ·+ λj ~Aj + · · ·+ λn ~An = O

Εποµένως το σύστηµα έχει ως µοναδική λύση τη µηδενική λύση (0, 0, · · · , 0), αν και µόνο αν, τα ~A1, ~A2, · · · , ~An

είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου Kn. �

΄Ασκηση 33. Ας είναι A ένας n × n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος.
(2) Οι στήλες τού πίνακα A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρου των στηλών Kn.
(3) Οι γραµµές τού πίνακα A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρου Kn.

Λύση. • (1) =⇒ (2) Αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, τότε γνωρίζουµε ότι το οµογενές σύστηµα
(Σ) : A · X = 0, έχει µόνο την µηδενική λύση και τότε από την ΄Ασκηση 32 έπεται ότι οι στήλες τού
πίνακα A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρου Kn.

• (2) =⇒ (1) ΄Εστω ότι οι στήλες τού πίνακαA είναιK–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρουKn.
Τότε από την ΄Ασκηση 32 γνωρίζουµε ότι το οµογενές σύστηµα (Σ) : A ·X = 0, έχει µόνο την µηδενική
λύση. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος, και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εστω Σ(A)
η ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A, και τότε όπως γνωρίζουµε υπάρχουν στοιχειώδεις n × n
πίνακες E1, E2, · · · , Ek έτσι ώστε : A′ = AE1E2 · · ·Ek ή ισοδύναµα A = Γ(A)E−1

k · · ·E
−1
2 E−1

1 . Το
οµογενές σύστηµα (Σ) γράφεται τότε : Σ(A)E−1

k · · ·E
−1
2 E−1

1 X = 0. Θεωρούµε τον πίνακα-στήλη

C = E1E2 · · ·EkZ, όπου Z =



0
0
...
0
...
1


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και παρατηρούµε ότι C δεν είναι ο µηδενικός πίνακας στήλη διότι ο πίνακας E1E2 · · ·Ek είναι αντι-
στρέψιµος (ως γινόµενο στοιχειωδών πινάκων) και Z 6= 0. Θα έχουµε τότε :

AC = Σ(A)E−1
k · · ·E

−1
2 E−1

1 C = Σ(A)E−1
k · · ·E

−1
2 E−1

1 E1E2 · · ·EkZ = Σ(A) · Z = Σ(A) ·



0
0
...
0
...
1


Προφανώς το τελευταίο γινόµενο πινάκων Σ(A) · Z είναι η n-οστή στήλη του πίνακα Σ(A). Επειδή ο
πίνακας Σ(A) είναι η ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A και ο πίνακας A υποθέσαµε ότι δεν
είναι αντιστρέψιµος, έπεται ότι η τελευταία στήλη του πίνακα Σ(A) είναι η µηδενική. Αυτό σηµαίνει
ότι

A · C = Σ(A) · Z = O

και εποµένως το σύστηµα (Σ) έχει ως µη-µηδενική λύση τον πίνακα-στήλη Z και αυτό είναι άτοπο. Στο
άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος. ΄Αρα ο A είναι αντιστρέψιµος.
• (1)⇐⇒ (3) Γνωρίζουµε ότι ένας n× n πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, αν και µόνο αν, ο ανάστροφός

του tA είναι αντιστρέψιµος. Σύµφωνα µε την ισοδυναµία των (1) και (2), που µόλις αποδείξαµε, ο
tA είναι αντιστρέψιµος, αν και µόνο αν, οι στήλες του είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα
τού χώρου Kn. Αλλά οι στήλες τού tA είναι οι γραµµές τού A και γι΄ αυτό οι στήλες τού tA είναι
K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού Kn, αν και µόνο αν, οι γραµµές τού A είναι K–γραµµικώς
ανεξάρτητα διανύσµατα τού Kn. Αυτό αποδεικνύει την ισοδυναµία των (1) και (3). �

΄Ασκηση 34. Να εξεταστεί αν τα διανύσµατα (3, 5,−4), (−3,−2, 4), (6, 1,−8) τού R3 είναι R–γραµµικώς ανε-
ξάρτητα ή όχι.

Λύση. Σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση είναι αρκετό να εξετάσουµε το, αν ο 3× 3 πίνακας A, που έχει
ως γραµµές (ή στήλες), τα τρία αυτά διανύσµατα είναι αντιστρέψιµος ή όχι. ΄Εστω λοιπόν ότι

A =

 3 5 −4
−3 −2 4

6 1 −8

 .

Επειδή η ορίζουσα |A| = 0, ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος και τα (3, 5,−4), (−3,−2, 4), (6, 1,−8) είναι
R–γραµµικώς εξαρτηµένα. �

΄Εστω K[x] ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων υπεράνω του σώµατος K. Υπενθυµίζουµε ότι ο ϐαθµός

ενός µη-µηδενικού πολυωνύµου P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n, όπου ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ n, ορίζεται να
είναι ο µη-αρνητικός ακέραιος

degP (x) = max
{
k ∈ N ∪ {0} | ak 6= 0

}
Στο µηδενικό πολυώνυµο 0 δεν ορίζουµε ϐαθµό. ΄Ετσι όταν ϑεωρούµε ϐαθµό degP (x) ενός πολυωνύµου P (x)
ϑα υπονοιείται πάντα ότι το P (x) δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο.

΄Ασκηση 35. ΄Εστω n ≥ 0 ένας µη-αρνητικός ακέραιος και Kn[x] το σύνολο όλων των πολυωνύµων υπεράνω
του K µε ϐαθµό ≤ n µαζί µε το µηδενικό πολυώνυµο :

Kn[x] =
{
P (x) ∈ K[x] | degP (x) ≤ n

} ⋃ {
0
}

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Kn[x] είναι ένας υπόχωρος του K[x] και

K[x] =
⋃
n≥0

Kn[x]
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Λύση. Αν P (x) είναι ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο υπεράνω του K και degP (x) ≤ n, τότε ϑα έχουµε P (x) =
a0 +a1x+a2x

2 + · · ·+anx
n, όπου ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ n. Θεωρώντας τα πολυώνυµα 1 = x0, x, x2, · · · , xn, έπεται

ότι τα πολυώνυµα αυτά είναι ϐαθµού ≤ n και άρα xk ∈ Kn[x], 0 ≤ k ≤ n. Προφανώς το τυχόν πολυώνυµο
P (x) είναι γραµµικός συνδυασµός των πολυωνύµων xk, 0 ≤ k ≤ n, και εποµένως :

Kn[x] = 〈1, x, x2, · · · , xn〉

δηλαδή το σύνολο Kn[x] συµπίπτει µε τον υπόχωρο του K[x] ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα xk,
0 ≤ k ≤ n.

Προφανώς
⋃

n≥0 Kn[x] ⊆ K[x]. ΄Εστω P (x) ένα πολυώνυµο υπεράνω του K. Αν το P (x) = 0 είναι το
µηδενικό πολυώνυµο, τότε 0 ∈

⋃
n≥0 Kn[x]. Αν το P (x) δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο, τότε έστω n =

degP (x). Προφανώς ϑα έχουµε P (x) ∈ Kn[x] και εποµένως P (x) ∈
⋃

n≥0 Kn[x], δηλαδή K[x] ⊆
⋃

n≥0 Kn[x].
Εποµένως προκύπτει ότι K[x] =

⋃
n≥0 Kn[x]. �

΄Ασκηση 36. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο M3(K) των 3× 3 πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K και έστω
∆(K) το υποσύνολο όλων των διαγωνίων πινάκων:

∆3(K) =


a 0 0

0 b 0
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K


(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο ∆3(K) είναι ένας υπόχωρος του M3(K).
(2) Να δειχθεί ότι για τους πίνακες

E1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , E3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


ισχύει ότι : 〈

E1, E2, E3

〉
= ∆3(K)

(3) Να εξετασθεί αν για τους πίνακες

A1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , A2 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , A3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


ισχύει ότι : 〈

A1, A2, A3

〉
= ∆3(K)

Λύση. (1), (2) Θα έχουµε:

∆3(K) =


a 0 0

0 b 0
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

 =

=


a 0 0

0 0 0
0 0 0

+

0 0 0
0 b 0
0 0 0

+

0 0 0
0 0 0
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

 =

=

a
1 0 0

0 0 0
0 0 0

+ b

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+ c

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

 =

{
aE1 + bE2 + cE3 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

}
=
〈
E1, E2, E3

〉
΄Αρα το υποσύνολο ∆3(K) είναι ένας υπόχωρος του M3(K) και συµπίπτει µε τον υπόχωρο του ∆3(K)

ο οποίος παράγεται από τους πίνακες E1, E2, E3.
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(3) Θα έχουµε

〈
A1, A2, A3

〉
=

a
1 0 0

0 1 0
0 0 1

+ b

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

+ c

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

 =


a 0 0

0 a 0
0 0 a

+

b 0 0
0 −b 0
0 0 b

+

c 0 0
0 c 0
0 0 −c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K

 =

=


a+ b+ c 0 0

0 a− b+ c 0
0 0 a+ b− c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K


Για να ισχύει ότι

〈
A1, A2, A3

〉
= ∆3(K) ϑα πρέπει για κάθε διαγώνιο πίνακα A =

x 0 0
0 y 0
0 0 z

 να

υπάρχουν a, b, c ∈ K έτσι ώστε aA1 + bA2 + cA3 = A ή ισοδύναµα:a+ b+ c 0 0
0 a− b+ c 0
0 0 a+ b− c

 =

x 0 0
0 y 0
0 0 z


δηλαδή αναζητούµε a, b, c ∈ K έτσι ώστε :

(Σ)

 a + b + c = x
a − b + c = y
a + b − c = z

Προσθέτοντας τις δυο πρώτες εξισώσεις και τις δύο τελευταίες εξισώσεις, έχουµε

2a+ 2c = x+ y και 2a = y + z =⇒ a =
y + z

2
και c =

x− z
2

και τότε από την δεύτερη έχουµε b = x−y
2 . ∆ηλαδή το σύστηµα (Σ), για δεδοµένα x, y, z ∈ K, έχει

µοναδική λύση ως προς a, b, c, την :

a =
y + z

2
, b =

x− y
2

, c =
x− z

2

Εποµένως ο τυχόν διαγώνιος πίνακας A ∈ ∆3(K) γράφεται ως :

A =

x 0 0
0 y 0
0 0 z

 =
y + z

2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
x− y

2

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

+
x− z

2

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 =

=
y + z

2
A1 +

x− y
2

A2 +
x− z

2
A3 ∈

〈
A1, A2, A3

〉
Αυτό σηµαίνει ότι ∆3(K) ⊆

〈
A1, A2, A3

〉
και εποµένως :

∆3(K) =
〈
A1, A2, A3

〉
�

΄Ασκηση 37. Στον διανυσµατικό χώρο F(R,R) =
{
f : R−→R | f : συνάρτηση

}
, ϑεωρούµε τα υποσύνολα

Α(R) =
{
f : R−→R | f(x) = f(−x), ∀x ∈ R} (άρτιες συναρτήσεις)

Π(R) =
{
f : R−→R | f(x) = −f(−x), ∀x ∈ R} (περιττές συναρτήσεις)

Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα Α(R) και Π(R) είναι υπόχωροι του F(R,R) και ισχύει ότι :

F(R,R) = Α(R) + Π(R) και Α(R) ∩ Π(R) =
{
0
}
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Λύση. (1) (αʹ) Προφανώς η µηδενική συνάρτηση 0 : R−→R, 0(x) = 0, ∀x ∈ R, είναι άρτια, δηλαδή
0 ∈ Α(R).

(ϐʹ) ΄Εστω f, g δύο στοιχεία του υποσυνόλου Α(R), δηλαδή f(x) = f(−x) και g(x) = g(−x), ∀x ∈ R.
Τότε, ∀x ∈ R:

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x) =⇒ f + g ∈ Α(R)

(γʹ) ΄Εστω f ένα στοιχείο του υποσυνόλου Α(R), δηλαδή f(x) = f(−x), και λ ∈ K. Τότε, ∀x ∈ R:

(λ · f)(−x) = λf(−x) = λf(x) = (λ · f)(x) =⇒ λ · f ∈ Α(R)

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το υποσύνολο Α(R) είναι ένας υπόχωρος του F(R,R).
(2) (αʹ) Προφανώς η µηδενική συνάρτηση 0 : R−→R, 0(x) = 0, ∀x ∈ R, είναι περιττή, δηλαδή 0 ∈ Π(R).

(ϐʹ) ΄Εστω f, g δύο στοιχεία του υποσυνόλου Π(R), δηλαδή f(x) = −f(−x) και g(x) = −g(−x),
∀x ∈ R. Τότε, ∀x ∈ R:

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = −f(x)− g(x) = −(f(x) + g(x)) = −(f + g)(x) =⇒ f + g ∈ Π(R)

(γʹ) ΄Εστω f ένα στοιχείο του υποσυνόλου Π(R), δηλαδή f(x) = −f(−x), και λ ∈ K. Τότε, ∀x ∈ R:

(λ · f)(−x) = λf(−x) = λ(−f(x)) = −(λ · f(x)) = −(λ · f)(x) =⇒ λ · f ∈ Π(R)

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το υποσύνολο Π(R) είναι ένας υπόχωρος του F(R,R).
(3) ΄Εστω f ∈ Α(R)∩Π(R). Τότε ∀x ∈ R: f(−x) = f(x) και f(−x) = −f(x). Τότε f(x) = −f(x), ∀x ∈ R,

και άρα 2f(x) = 0, ∀x ∈ R, δηλαδή ∀x ∈ R: f(x) = 0. ΄Αρα f = 0 είναι η µηδενική συνάρτηση και
εποµένως Α(R) ∩ Π(R) =

{
0
}
.

(4) ΄Εστω f ∈ F(R,R). Θεωρούµε τις συναρτήσεις :

g : R−→R, g(x) =
f(x) + f(−x)

2
και h : R−→R, h(x) =

f(x)− f(−x)

2
Τότε ϑα έχουµε, ∀x ∈ R:

g(−x) =
f(−x) + f(−(−x))

2
=
f(−x) + f(x)

2
=
f(x) + f(−x)

2
= g(x) =⇒ g ∈ Α(R)

h(−x) =
f(−x)− f(−(−x))

2
=
f(−x)− f(x)

2
= −f(x)− f(−x)

2
= −h(x) =⇒ h ∈ Π(R)

(g + h)(x) = g(x) + h(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
= f(x) =⇒ f = g + h

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι F(R,R) = Α(R) + Π(R). �

΄Ασκηση 38. Στον R-διανυσµατικό χώρο R3, ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα:

V1 =
{

(x, 0, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

V2 =
{

(0, x, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

V3 =
{

(x, x, y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

Να δειχθεί ότι τα παραπάνω υποσύνολα είναι υπόχωροι και να ϐρεθούν οι υπόχωροι :

V1 + V2 + V3, V1 ∩ V2, V1 ∩ V3, V2 ∩ V3, (V1 + V2) ∩ V3, (V1 + V3) ∩ V2, (V2 + V3) ∩ V1,

Λύση. (1) Θεωρούµε τα διανύσµατα ~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1). Τότε ~e1 + ~e2 = (1, 1, 0).
Παρατηρούµε ότι :

V1 =
{

(x, 0, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

=
{
x(1, 0, 0) ∈ R3 | x ∈ R

}
= 〈~e1〉

V2 =
{

(0, x, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

=
{
x(0, 1, 0) ∈ R3 | x ∈ R

}
= 〈~e2〉

V3 =
{

(x, x, y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=
{

(x, x, 0) + (0, 0, y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=

=
{
x(1, 1, 0) + y(0, 0, 1) ∈ R3 | x, y ∈ R

}
= 〈~e1 + ~e2, ~e3〉

΄Αρα τα υποσύνολα V1, V2, V3 είναι οι υπόχωροι του R3 οι οποίοι παράγονται από τα διανύσµατα ~e1,
~e2, και

{
~e1 + ~e2, ~e3

}
αντίστοιχα.
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(2) Κάθε διάνυσµα ~x = (x1, x2, x3) ∈ R3 γράφεται

~x = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3) και προφανώς: (x1, 0, 0) ∈ V1, (0, x2, 0) ∈ V2, (0, 0, x3) ∈ V3

Εποµένως :
R3 = V1 + V2 + V3

(3) Από την περιγραφή των συνόλων V1, V2, V3, προκύπτει άµεσα ότι :

V1 ∩ V2 = V1 ∩ V3 = V2 ∩ V3 =
{
~0
}

(4) Θα έχουµε

V1 + V2 =
{

(x, 0, 0) + (0, y, 0) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=
{

(x, y, 0) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

(V1 + V2) ∩ V3 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | (x, y, z) ∈ V1 + V2 και (x, y, z) ∈ V3

}
=

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | z = 0 και x = y = 0
}

=
{

(0, 0, 0)
}

=
{
~0
}

(5) Θα έχουµε
V1 + V3 =

{
(x, 0, 0) + (y, y, z) ∈ R3 | x, y, z ∈ R

}
Θα δείξουµε ότι V1 + V3 = R3. Για να ισχύει αυτή η ισότητα, ϑα πρέπει κάθε διάνυσµα (a, b, c) ∈ R3

να µπορεί να γραφεί ως :

(a, b, c) = ~x+ ~y, όπου ~x ∈ V1 και ~y ∈ V3

δηλαδή ϑα πρέπει να υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί x, y, z ∈ R έτσι ώστε ~x = (x, 0, 0) ∈ V1 και
~y = (y, y, z) ∈ V3, και τότε :

(a, b, c) = (x, 0, 0) + (y, y, z) =⇒ (a, b, c) = (x+ y, y, z) =⇒ x+ y = a, y = b, z = c

και εποµένως x = a− b. Τότε πράγµατι ϑα έχουµε:

(a, b, c) = (a− b, 0, 0) + (b, b, c) όπου (a− b, 0, 0) ∈ V1 και (b, b, c) ∈ V3

Εποµένως κάθε διάνυσµα του R3 γράφεται ως άθροισµα ενός διανύσµατος από τον V1 και ενός δια-
νύσµατος από τον V3, δηλαδή

V1 + V3 = R3

Επειδή V2 ⊆ R3, ϑα έχουµε:

(V1 + V3) ∩ V2 = R3 ∩ V2 = V2

(6) Θα έχουµε
V2 + V3 =

{
(0, y, 0) + (x, x, z) ∈ R3 | x, y, z ∈ R

}
Θα δείξουµε ότι V2 + V3 = R3. Για να ισχύει αυτή η ισότητα, ϑα πρέπει κάθε διάνυσµα (a, b, c) ∈ R3

να µπορεί να γραφεί ως :

(a, b, c) = ~x+ ~y, όπου ~x ∈ V2 και ~y ∈ V3

δηλαδή ϑα πρέπει να υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί x, y, z ∈ R έτσι ώστε ~x = (0, y, 0) ∈ V2 και
~y = (x, x, z) ∈ V3, και τότε :

(a, b, c) = (0, y, 0) + (x, x, z) =⇒ (a, b, c) = (x, x+ y, z) =⇒ x = a, x+ y = b, z = c

και εποµένως y = b− a. Τότε πράγµατι ϑα έχουµε:

(a, b, c) = (0, b− a, 0) + (a, a, c) όπου (0, b− a, 0) ∈ V2 και (a, a, c) ∈ V3

Εποµένως κάθε διάνυσµα του R3 γράφεται ως άθροισµα ενός διανύσµατος από τον V2 και ενός δια-
νύσµατος από τον V3, δηλαδή

V2 + V3 = R3

Επειδή V1 ⊆ R3, ϑα έχουµε:

(V2 + V3) ∩ V1 = R3 ∩ V1 = V1 �
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΄Ασκηση 39. ΄Εστω ότι U, V, W είναι υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω ενός σώµατος K. Να
δειχθεί ότι : (

U + W
)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
=
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
Λύση. • ΄Εστω ~x ∈

(
U + W

)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
. Τότε :

~x ∈ U + W =⇒ ∃ ~u1 ∈ U & ~w1 ∈W έτσι ώστε : ~x = ~u1 + ~w1

~x ∈W + V =⇒ ∃ ~w2 ∈W & ~v1 ∈ V έτσι ώστε : ~x = ~w2 + ~v1

~x ∈ V + U =⇒ ∃ ~v2 ∈ V & ~u2 ∈ U έτσι ώστε : ~x = ~v2 + ~u2

Από τις δύο πρώτες σχέσεις προκύπτει ότι

W 3 ~w1 − ~w2 = ~v1 + (−~u1) ∈ V + U =⇒ ~w1 − ~w2 ∈
(
V + U

)
∩W (1)

Από την πρώτη και την τρίτη σχέση προκύπτει ότι

U 3 ~u1 − ~u2 = ~v2 + (−~w1) ∈ V + W =⇒ ~u1 − ~u2 ∈
(
V + W

)
∩ U (2)

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι

~u2− ~w2 = ~v1+(−~v2) ∈ V =⇒

{
~u2 =

(
~v1 + (−~v2)

)
+ ~w2 ∈ V + W

~w2 = ~u2 −
(
~v1 + (−~v2

)
∈ U + V

=⇒

{
~u2 ∈

(
V + W

)
∩ U

~w2 ∈
(
U + V

)
∩W

(3)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι

~x− (~u2 + ~w2) = ~u1 + ~w1 − (~u2 + ~w2) = ~w1 − ~w2 + ~u1 − ~u2 ∈
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
(4)

Από τις σχέσεις (3) προκύπτει ότι

~u2 + ~w2 ∈
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
(5)

και άρα, προσθέτοντας τις σχέσεις (4) και (5), έχουµε ότι :

~x = ~u2 + ~w2 + ~w1 − ~w2 + ~u1 − ~u2 ∈
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
(6)

Εποµένως από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι :(
U + W

)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
⊆
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
(∗)

• ΄Εστω ~x ∈
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
. Τότε υπάρχει ένα διάνυσµα ~y ∈

(
W + V

)
∩ U και ένα

διάνυσµα ~z ∈
(
V + U

)
∩W έτσι ώστε : ~x = ~y + ~z.

(1) Επειδή ~y ∈
(
W + V

)
∩ U, έπεται ότι ~y ∈ U και υπάρχουν διανύσµατα ~w1 ∈ W και ~v1 ∈ V έτσι ώστε :

~y = ~w1 + ~v1.
(2) Επειδή ~z ∈

(
V + U

)
∩W, έπεται ότι ~z ∈ W και υπάρχουν διανύσµατα ~v2 ∈ V και ~u1 ∈ U έτσι ώστε :

~z = ~v2 + ~u1.
Επειδή, από τα (1) και (2), έχουµε ~y ∈ U και ~z ∈W, έπεται ότι

~x = ~y + ~z ∈ U + W (7)

Από τα (1) και (2), επίσης έχουµε

~x = ~y + ~z = ~w1 + ~v1 + ~v2 + ~u1 & ~u1 = ~z − ~v2 ∈W + V

Επειδή προφανώς ~w1 + ~v1 + ~v2 ∈W + V έπεται ότι

~x = ~w1 + ~v1 + ~v2 + ~u1 ∈W + V (8)

Τέλος από τα (1) και (2), επίσης έχουµε

~x = ~y + ~z = ~w1 + ~v1 + ~v2 + ~u1 & ~w1 = ~y − ~u1 ∈ U + V

Επειδή προφανώς ~v1 + ~v2 + ~u1 ∈ U + V έπεται ότι

~x = ~w1 + ~v1 + ~v2 + ~u1 ∈ U + V (9)
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Από τις σχέσεις (7), (8), (9) προκύπτει ότι ~x ∈
(
U + W

)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
και εποµένως((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
⊆ ~x ∈

(
U + W

)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
(∗∗)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (∗) και (∗∗) προκυπτει ότι((
W + V

)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)
=
(
U + W

)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
�

΄Ασκηση 40. ΄Εστω ότι V1, V2, V3 είναι υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω ενός σώµατος K.

(1) Αν V2 ⊆ V1, να δειχθεί ότι :

V1 ∩ (V2 + V3) = (V1 ∩ V2) + (V1 ∩ V3) = V2 + (V1 ∩ V3) (Μοδιακός Νόµος Υπόχωρων)

(2) Αν V2 * V1, να δειχθεί ότι γενικά: V1 ∩ (V2 + V3) 6= V2 + (V1 ∩ V3).

Λύση. (1) Υποθέτουµε ότι V2 ⊆ V1. Τότε V1 ∩ V2 = V2 και τότε η δεύτερη ισότητα στο µέρος (1) ισχύει.
(αʹ) ΄Εστω ~x ∈ V1 ∩ (V2 + V3). Τότε ~x ∈ V1 και ~x ∈ V2 + V3, και εποµένως υπάρχουν διανύσµατα

~y ∈ V2 και ~z ∈ V3 έτσι ώστε ~x = ~y + ~z. Τότε ~z = ~x − ~y. Επειδή ~x ∈ V1 και ~y ∈ V2 ⊆ V1 έπεται
ότι ~z = ~x − ~y ∈ V1 και άρα ~z ∈ V1 ∩ V3 διότι ~z ∈ V3. Εποµένως ~x = ~y + ~z, όπου ~y ∈ V2 και
~z ∈ V1 ∩ V3. ΄Αρα ~x ∈ V2 + (V1 ∩ V3) και εποµένως

V1 ∩ (V2 + V3) ⊆ V2 + (V1 ∩ V3) (†)
(ϐʹ) ΄Εστω ~x ∈ V2 +(V1∩V3). Τότε υπάρχουν διανύσµατα ~y ∈ V2 και ~z ∈ V1∩V3 έτσι ώστε : ~x = ~y+~z.

Επειδή ~y ∈ V2 και ~z ∈ V3, έπεται ότι ~x ∈ V2 + V3. Επειδή ~x ∈ V2 και V2 ⊆ V1, έχουµε ~x ∈ V1.
΄Αρα ~x ∈ V1 ∩ (V2 + V3) και εποµένως

V2 + (V1 ∩ V3) ⊆ V1 ∩ (V2 + V3) (††)
Από τις σχέσεις (†) και (††) προκύπτει η Ϲητούµενη σχέση.

(2) Αν E = R3 και V1, V2, V3 είναι οι υπόχωροι της ΄Ασκησης 38, τότε έχουµε:

V2 * V1 και V1 ∩ (V2 + V3) = V1 6= V2 = V2 +
{
~0
}

= V2 + (V1 ∩ V3)

΄Ενα διαφορετικό παράδειγµα: ΄Εστω ~x, ~y δύο µη-µηδενικά διανύσµατα ενόςK-διανυσµατικού χώρου
και υποθέτουµε ότι κανένα από τα δύο δεν είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του άλλου. Θέτουµε :

U = 〈~x+ ~y〉, V = 〈~x〉, W = 〈~y〉
Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι6: U ∩ V =

{
~0
}

= U ∩W και άρα

U = U ∩
(
V + W

)
6=
{
~0
}

=
(
U ∩ V

)
+
(
U ∩W

)
�

6∆είξτε τον ισχυρισµό σαν ΄Ασκηση.


