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΄Ασκηση 1. ΄Εστω f : E−→F µια απεικόνιση µεταξύ διανυσµατικών χώρων υπεράνω ενίος σώµατος K. Να

δειχθεί ότι η f είναι γραµµική αν και µόνον αν, ∀~x, ~y ∈ E, ∀λ ∈ K: f(~x+ λ~y) = f(~x) + λf(~y).

Λύση. Αν η f είναι γραµµική, τότε : f(~x+ λ~y) = f(~x) + f(λ~y) = f(~x) + λf(~y).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι, ∀~x, ~y ∈ E, ∀λ ∈ K: ∀λ ∈ K: f(~x + λ~y) = f(~x) + λf(~y). Θέτοντας ~x = ~y = ~0
και λ = 1, έχουµε:

f(~0 +~0) = f(~0) + f(~0) =⇒ f(~0) = f(~0) + f(~0) =⇒ f(~0) = ~0

Επιπλέον, ϑέτοντας λ = 1, έχουµε:

f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y) και f(λ~x) = f(~0 + λ~x) = f(~0) + λf(~x) = ~0 + λf(~x) = λf(~x)

΄Αρα η f είναι γραµµική. �

΄Ασκηση 2. ΄Εστω C το σώµα των µιγαδικών αριθµών. Θα γράφουµε CC όταν ϑεωρούµε το C ως διανυσµατικό

χώρο υπεράνω του C και ϑα γράφουµε CR όταν ϑεωρούµε το C ως διανυσµατικό χώρο υπεράνω του R.

(1) Η απεικόνιση :

f : CC−→CC, f(z) = z

δεν είναι γραµµική.

(2) Η απεικόνιση :

f : CR−→CR, f(z) = z

είναι γραµµική.

Παραπάνω z συµβολίζει τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού z = a+ bi, δηλαδή z = a− bi.

Λύση. (1) Αν z = a+ bi, w = c+ di, και λ = x+ yi είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε :

f
(
z+w

)
= f

(
(a+bi)+(c+di)

)
= f

(
(a+c)+(b+d)i

)
= (a+c)−(b+d)i = (a−bi)+(c−di) = f(z)+f(w)

f(λz) = f
(
(x+ yi)(a+ bi)

)
= f

(
(xa− yb) + (xb+ ya)i

)
= (xa− yb)− (xb+ ya)i

λf(z) = (x+ yi)(a− bi) = (xa+ yb) + (ya− xb)i
Επειδή γενικά

1 (xa− yb)− (xb+ ya)i 6= (xa+ yb) + (ya− xb)i, έπεται ότι γενικά: f(λz) 6= λf(z).
΄Αρα η f δεν είναι γραµµική.

1
Για παράδειγµα: ϑέτοντας λ = i και z = i, ϑα έχουµε:

f(λz) = f(i2) = f(−1) = −f(1) = −1 και λf(z) = if(i) = i · (−i) = −i2 = −(−1) = 1
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(2) Αν z = a+ bi και w = c+ di είναι µιγαδικοί αριθµοί, και λ ∈ R, τότε :

f
(
z+w

)
= f

(
(a+bi)+(c+di)

)
= f

(
(a+c)+(b+d)i

)
= (a+c)−(b+d)i = (a−bi)+(c−di) = f(z)+f(w)

f(λz) = f
(
λ(a+ bi)

)
= f

(
(λa) + (λb)i

)
= (λa)− (λb)i = λ(a− bi) = λf(z)

΄Αρα η f είναι γραµµική. �

Παρατήρηση 1. Η παραπάνω ΄Ασκηση δείχνει ότι η έννοια της γραµµικής απεικόνισης µεταξύ δύο διανυσµατι-

κών χώρων εξαρτάται από το σώµα επί του οποίου είναι ορισµένοι οι διανυσµατικοί χώροι.

Υπενθυµίζουµε ότι οι γραµµικές απεικονίσεις f : Km−→Kn
είναι της µορφής

f(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xm)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn

 =

=
(
a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm, a12x1 + a22x2 + · · ·+ am2xm, · · · , a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ amnxm

)
=

= tX ·A, όπου X =


x1

x2
.
.
.

xm


και A είναι ένας m× n µε στοιχεία από το σώµα K.

∆ηλαδή µια απεικόνιση f : Km−→Kn
είναι γραµµική αν και µόνον αν υπάρχουν aij ∈ K, όπου 1 ≤ i ≤ m

και 1 ≤ j ≤ n, έτσι ώστε η f να είναι της παραπάνω µορφής. Τα στοιχεία aij προκύπτουν ως εξής : Θεωρούµε

την κανονική ϐάση

{
~e1, ~e2, · · · , ~em

}
, όπου ~ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ,m) και το 1 είναι στην i-συνιστώσα, 1 ≤

i ≤ m. Τότε :

f(~e1) = f(1, 0, · · · , 0) = (a11, a12, · · · , a1n)

f(~e2) = f(0, 1, · · · , 0) = (a21, a22, · · · , a2n)
.
.
.

f(~em) = f(0, 0, · · · , 1) = (am1, am2, · · · , amn)

Ιδιαίτερα:

(1) οι γραµµικές απεικονίσεις f : Kn−→K είναι της µορφής

f : Kn−→K, f(x1, x2, · · · , xn) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

όπου ai = f(~ei), 1 ≤ i ≤ n, και
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι η κανονική ϐάση του Kn

.

(2) οι γραµµικές απεικονίσεις f : K−→Kn
είναι της µορφής

f : K−→Kn, f(x) = x(a1, a2, · · · an)

όπου f(1) = (a1, a2, · · · , an).

΄Ασκηση 3. Να εξεταστεί ποιές από τις παρακάτω απεικονίσεις είναι γραµµικές.

(1) f : R2−→R3
, f(x, y) = (2x− y, x, λ), όπου λ ∈ R.

(2) f : M2(R)−→R3[x], f

(
a b
c d

)
= (d− b)− (b− c)x+ ax3

.

(3) f : R2−→R, f(x, y) =

{
x2

y , αν y 6= 0

0, αν y = 0
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(4) f : R2−→R2
, f(x, y) = (x+ 1,−y).

(5) f : R−→R[x], f(r) = rx+ 1.

(6) f : M2(R)−→R3
, f

(
a b
c d

)
=
(
2a− 1, b, c+ d

)
.

(7) f : C2−→M2(C), f(z, w) =

(
z w
0 z + iw

)
, όπου οι εµπλεκόµενοι διανυσµατικοί χώροι ϑεωρούνται

υπεράνω του C.

(8) f : R3−→R3
, f(x, y, z) = (ax+ by + cz)(a, b, c), όπου (a, b, c) ∈ R3

.

(9) f : R3−→R3
, f(x, y, z) = (ax+ by + cz)(x, y, z), όπου (a, b, c) ∈ R3

.

(10) f : Mn(K)−→K, f(A) = |A|, g : Mn(K)−→K, g(A) = Tr(A).

Λύση. (1) Αν η f είναι γραµµική, τότε ϑα πρέπει f(0, 0) = (0, 0, 0) και εποµένως (0, 0, λ) = (0, 0, 0) α-

πόµόπου προκύπτει ότι λ = 0. Αντίστροφα, αν λ = 0, εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f : R2−→R3
,

f(x, y) = (2x− y, x, 0) είναι γραµµική. ΄Αρα η f είναι γραµµική αν και µόνον αν λ = 0.
(2) ΄Οπως µπορούµε να δούµε εύκολα µε τον ορισµό, η f είναι γραµµική. Με διαφορετικό τρόπο: έστω

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 1
0 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
η κανονική ϐάση του M2(R) και έστω τα πολυώνυµα:

{
x3,−1 − x, x, 1

}
. Τότε, από το Θεώρηµα

Γραµµικής Επέκτασης, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f ′ : M2(R)−→R[x] έτσι ώστε :

f ′(E11) = x3, f ′(E12) = −1− x, f ′(E21) = x, f ′(E22) = 1

και τότε, ∀
(
a b
c d

)
∈ M2(R):

f ′
(
a b
c d

)
= f (aE11 + bE12 + cE21 + dE22) = ax3 + (−1− b)x+ cx+ d = (d− b)− (b− c)x+ ax3

δηλαδή η f ′ είναι ίση µε τη f και άρα η f είναι γραµµική.

(3) Θα έχουµε:

f(1, 0) = 0 και f(0, 1) =
02

1
= 0 και f

(
1, 0) + (0, 1)

)
= f(1, 1) =

12

1
= 1

Αν η f ήταν γραµµική ϑα έπρεπε : 1 = f
(
1, 0)+(0, 1)

)
= f(1, 0) = 0+f(0, 1) = 0 το οποίο δεν ισχύει.

΄Αρα η f δεν είναι γραµµική.

(4) Αν η f είναι γραµµική, τότε ϑα πρέπει f(0, 0) = (0, 0, 0). ΄Οµως f(0, 0) = (1, 0) 6= (0, 0). ΄Αρα η f δεν

είναι γραµµική.

(5) Παρόµοια, αν η f είναι γραµµική, τότε ϑα πρέπει f(0) = 0. ΄Οµως f(0) = 1 και άρα η f δεν είναι

γραµµική.

(6) Παρόµοια, αν η f είναι γραµµική, τότε ϑα πρέπει f

(
0 0
0 0

)
= (0, 0, 0). ΄Οµως f

(
0 0
0 0

)
= (−1, 0, 0) 6=

(0, 0, 0), και άρα η f δεν είναι γραµµική.

(7) Αν η f είναι γραµµική ϑα πρέπει f(i(0, 1)) = if(0, 1). Επειδή:

f(i(0, 1)) = f(0, i) =

(
0 i
0 i2

)
=

(
0 −i
0 −1

)
και if(0, 1) = i

(
0 1
0 i

)
=

(
0 i
0 −1

)
έχουµε f(i(0, 1)) 6= if(0, 1), και άρα η f δεν είναι γραµµική. Σηµειώνουµε ότι αν οι εµπλεκόµενοι

χώροι ϑεωρούνται ως διανυσµατικοί χ.ωροι υπεράνω του R, τότε η f είναι γραµµική
2
.

(8) Η απεικόνιση f είναι γραµµική, διότι, ∀λ ∈ R, ∀(x, y, z), (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ R3
:

f
(
(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2)

)
= f

(
(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

)
=
(
a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + z2)

)
(a, b, c) =

=
(
ax1 + by1 + cz1 + ax2 + by2 + cz2

))
(a, b, c) = (ax1 + by1 + cz1)(a, b, c) + (ax2 + by2 + cz2)(a, b, c) =

= f(x1, y1, z1) + f(x2, y2, z2)

2
∆είξτε το σαν ΄Ασκηση.
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και

f(λ(x, y, z)) = f(λx, λy, λz) =
(
aλx+ bλy + cλz)(a, b, c) =

)
λ(ax+ by + cz)(a, b, c) = λf(x, y, z)

(9) Η f δεν είναι γραµµική διότι, για παράδειγµα:

f(2(1, 0, 0)) = f(2, 0, 0) = 2a(2, 0, 0) = (4a, 0, 0) 6= (2a, 0, 0) = 2(a, 0, 0) = 2f((1, 0, 0)

(10) Η απεικόνιση f δεν είναι γραµµική διότι, αν

A =


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 0

 και B =


0 0 · · · 0
0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1

 , τότε : A+B = In, |A| = 0 = |B|, |A+B| = |In| = 1

και εποµένως

f(A+B) = |A+B| = |In| = 1 6= 0 = |A|+ |B| = f(A) + f(B)

Αντίθετα η απεικόνιση g είναι γραµµική όπως προκύπτει άµεσα από τις ιδιότητες ίχνους πίνακα:

g(A+B) = Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B) = g(A) + g(B) και g(λA) = Tr(λA) = λTr(A) = λg(A) �

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα R3

~e1 = (0, 1, 1), ~e2 = (1, 0, 1), ~e3 = (1, 1, 0)

και τα διανύσµατα του R2

~y1 = (−2, 3), ~y2 = (3,−1), ~y3 = (4, 5)

Να ϐρεθεί η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3−→R2
έτσι ώστε :

∀i = 1, 2, 3 : f(~ei) = ~yi

Ακολούθως να ϐρεθεί µια ϐάση για τον πυρήνα και µια ϐάση για την εικόνα της f .

Λύση. ∆είχνουµε πρώτα ότι τα διανύσµατα του συνόλου B =
{
~e1, ~e2, ~e3

}
είναι µια ϐάση του R3

. Πράγµατι,

επειδή ∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0

έπεται ότι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και τότε από γνωστό κριτήριο έπεται ότι το σύνολο B είναι

ϐάση του R3
.

΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Επειδή το σύνολο B είναι ϐάση του R3

, έπεται ότι έχουµε µοναδική γραφή του (x, y, z)
ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων του συνόλου B:

(x, y, z) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒


b+ c = x

a+ c = y

a+ b = z

=⇒



a =
−x+ y + z

2

b =
x− y + z

2

c =
x+ y − z

2
΄Αρα ϑα έχουµε:

(x, y, z) =
−x+ y + z

2
~e1 +

x− y + z

2
~e2 +

x+ y − z
2

~e3
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Θέτουµε

f(x, y, z) =
−x+ y + z

2
~y1 +

x− y + z

2
~y2 +

x+ y − z
2

~y3 =

=
−x+ y + z

2
(−2, 3) +

x− y + z

2
(3,−1) +

x+ y − z
2

(4, 5) =

=

(
2x− 2y − 2z + 3x− 3y + 3z + 4x+ 4y − 4z

2
,
−3x+ 3y + 3z − x+ y − z + 5x+ 5y − 5z

2

)
=

=

(
9x− y − 3z

2
,
x+ 9y − 3z

2

)
Εποµένως η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3−→R2

έτσι ώστε f(~ei) = ~yi, ∀i = 1, 2, 3, είναι η

γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R2, f(x, y, z) =

(
9x− y − 3z

2
,
x+ 9y − 3z

2

)
Θεωρούµε τον υπόχωρο 〈~y1, ~y2, ~y3〉 του R2

ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~yi, ∀i = 1, 2, 3. Επειδή∣∣∣∣−2 3
3 −1

∣∣∣∣ = −4 6= 0

έπεται ότι τα διανύσµατα ~y1, ~y2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα έιναι ϐάση του R2
, διότι dimRR2 = 2.

Τότε προφανώς ϑα έχουµε 〈~y1, ~y2, ~y3〉 = 〈~y1, ~y2〉 = R2
. Επειδή f(~ei) = ~yi, ∀i = 1, 2, 3, έπεται ότι Im(f) =

〈~y1, ~y2, ~y3〉 = 〈~y1, ~y2〉 = R2
, δηλαδή η f είναι επιµορφισµός και τότε µια ϐάση της Im(f) = R2

είναι η κανονική

ϐάση του R2
.

΄Εστω (x, y, z) ∈ Ker(f), δηλαδή f(x, y, z) = (0, 0). Τότε ϑα έχουµε

f(x, y, z) = (0, 0) =⇒
(

9x− y − 3z

2
,
x+ 9y − 3z

2

)
= (0, 0) =⇒

{
9x− y − 3z = 0

x+ 9y − 3z = 0
=⇒

=⇒

{
8x− 10y = 0

x+ 9y − 3z = 0
=⇒


x =

5

4
y

z =
41

12
y

=⇒ (x, y, z) =

(
5

4
y, y,

41

12
y

)
= y

(
5

4
, 1,

41

12

)

Εποµένως Ker(f) =
{
y
(

5
4 , 1, 41

12

)
∈ R3 | y ∈ R

}
=
〈(

5
4 , 1, 41

12

)〉
, και άρα το διάνυσµα

(
5
4 , 1, 41

12

)
είναι µια

ϐάση του Ker(f). �

΄Ασκηση 5. ΄Εστω f : E−→F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ K-διανυσµατικών χώρων. Να δειχθεί ότι η

απεικόνιση

Φ: E× F−→E× F, Φ(~x, ~y) = (~x, ~y − f(~x))

είναι ισοµορφισµός και να ϐρεθεί η αντίστροφή της.

Λύση. (1) Πρώτα δείχνουµε ότι η Φ είναι γραµµική. ΄Εστω (~x1, ~y1), (~x2, ~y2) ∈ E× F και λ ∈ K. Τότε :

Φ
(
(~x1, ~y1) + (~x2, ~y2)

)
= Φ

(
~x1 + ~x2, ~y1 + ~y2

)
=
(
~x1 + ~x2, ~y1 + ~y2 − f(~x1 + ~x2)

)
=

=
(
~x1 + ~x2, ~y1 + ~y2 − f(~x1)− f(~x2)

)
=
(
~x1, ~y1 − f(~x1)

)
+
(
~x2, ~y2 − f(~x2)

)
= Φ

(
~x1, ~y1

)
+ Φ

(
~x2, ~y2

)
Φ
(
λ(~x, ~y)

)
= Φ

(
λ~x, λ~y)

)
=
(
λ~x, λ~y − f(λ~x)) =

(
λ~x, λ~y − λf(~x)

)
= λ

(
~x, ~y − f(~x)

)
= λΦ

(
~x, ~y
)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η Φ είναι γραµµική απεικόνιση.

(2) ΄Εστω (~x, ~y) ∈ Ker(Φ). Τότε :

Φ(~x, ~y) = ~0E×F =⇒ (~x, ~y − f(~x)) = (~0E,~0F) =⇒ ~x = ~0E και f(~x) = ~y =⇒ ~x = ~0E και ~y = ~0F

Αυτό σηµαίνει ότι Ker(Φ) =
{
~0E×F = (~0E,~0F)

}
και άρα η Φ είναι µονοµορφισµός.
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(3) ΄Εστω (~z, ~w) ∈ E × F. Υποθέτουµε ότι υπάρχει (~x, ~y) ∈ E × F έτσι ώστε : Φ(~x, ~y) = (~z, ~w). Τότε :

(~x, ~y − f(~x)) = (~z, ~w) και άρα ~z = ~x και ~w = ~y − f(~x). Η τελευταία σχέση δίνει ότι ~y = ~w + f(~x) =
~y + f(~z). Αντίστροφα:

Φ
(
~z, ~w + f(~z)

)
=
(
~z, ~w + f(~z)− f(~z)

)
=
(
~z, ~w

)
΄Αρα η Φ είναι επιµορφισµός.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η Φ είναι ισοµορφισµός. Προφανώς η αντίστροφή της είναι η γραµµική

απεικόνιση

Φ−1 : E× F−→E× F, Φ(~z, ~w) = (~z, ~w + f(~z)) �

Υπενθυµίζουµε ότι αν f : E−→F είναι µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ διανυσµατικών χώρων υπεράνω

ενός σώµατος K, όπου ο E έχει πεπερασµένη διάσταση, τότε οι υπόχωροι Ker(f) και Im(f) έχουν πεπερασµένη

διάσταση και ισχύει η Θεµελιώδης Εξίσωση ∆ιαστάσεων:

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f) (1)

Η διάσταση dimK Im(f) καλείται η ϐαθµίδα της f και συµβολίζεται µε :

r(f) = dimK Im(f)

Αν B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι µια ϐάση του E, τότε :

r(f) = dimK
〈
f(~e1), f(~e2), · · · , f(~en)

〉
Προφανώς, όπως προκύπτει από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων (1):

r(f) ≤ min
{

dimK E, dimK F
}

΄Ασκηση 6. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3
η οποία ορίζεται από τη σχέση :

f(x, y, z) = (x+ 2y, y − z, 2x+ 4y)

Να ϐρεθεί µια ϐάση του πυρήνα Ker(f) και µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f . Ποιά είναι η ϐαθµίδα της f ;

Λύση. ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Τότε : (x, y, z) ∈ Ker(f) αν και µόνον αν :

f(x, y, z) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (x+ 2y, y − z, 2x+ 4y) = (0, 0, 0) ⇐⇒ x = −2y και y = z

Συνεπώς ο πυρήνας της f είναι

Ker(f) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = (0, 0, 0)}
= {(x, y, z) ∈ R3 | x = −2y και y = z}
= {(−2y, y, y) ∈ R3 | y ∈ R}
= {y(−2, 1, 1) ∈ R3 | y ∈ R}
= 〈(−2, 1, 1)〉

και αφού (−2, 1, 1) 6= (0, 0, 0) έπεται ότι το διάνυσµα (−2, 1, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Εποµένως το

σύνολο {(−2, 1, 1)} αποτελεί ϐάση του Ker(f).
Επειδή το σύνολο B =

{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

}
, ως ϐάση του R3

, παράγει τον R3
,

έπεται ότι το σύνολο f(B) =
{
f(~e1), f(~e2), f(~e3)

}
παράγει την εικόνα Im(f) της f . ΄Ετσι :

Im(f) = 〈f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)〉 = 〈(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,−1, 0)〉
και 1 0 2

2 1 4
0 −1 0

 Γ2−→Γ2−2Γ1 //

1 0 2
0 1 0
0 −1 0

 Γ3−→Γ3+Γ2 //

1 0 2
0 1 0
0 0 0


Συνεπώς

Im f = 〈(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,−1, 0)〉 = 〈(1, 0, 2), (0, 1, 0)〉
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∆ιαφορετικά: εξετάζουµε αν τα παραπάνω διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ΄Εστω

κ(1, 0, 2) + λ(2, 1, 4) + µ(0,−1, 0) = (0, 0, 0) =⇒ κ+ 2λ = 0 και λ− µ = 0

Το σύστηµα αυτό έχει ως γενική λύση όλες τις τριάδες της µορφής: (−2λ, λ, λ) και εποµένως, για λ = 1, ϑα
έχουµε µια σχέση γραµµικής εξάρτησης :

−2(1, 0, 2) + (2, 1, 4) + (0,−1, 0) = (0, 0, 0)

από την οποία ϐλέπουµε ότι (2, 1, 4) ∈ 〈(1, 0, 2), (0, 1, 0)〉 και άρα όπως και παραπάνω έχουµε: Im(f) =
〈(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,−1, 0)〉 = 〈(1, 0, 2), (0, 1, 0)〉.

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα (1, 0, 2), (0, 1, 0) είναι γραµµικά ανεξάρτητα (αν λ1(1, 0, 2) +
λ2(0, 1, 0) = (0, 0, 0), τότε (λ1, λ2, 2λ1) = (0, 0, 0) από όπου προφανώς: λ1 = λ2 = 0). Συµπεραίνουµε ότι το

σύνολο {(1, 0, 2), (0, 1, 0)} αποτελεί ϐάση της εικόνας Im(f) της f , και εποµένως η ϐαθµίδα της f είναι ίση µε

r(f) = 2. �

΄Ασκηση 7. Να εξεταστεί αν η γραµµική απεικόνιση

f : Rn −→ Rn, f(x1, · · · , xn) = (x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn)

είναι ισοµορφισµός.

Λύση. Για να είναι η γραµµική απεικόνιση f ισοµορφισµός πρέπει να είναι µονοµορφισµός και επιµορφισµός.

∆ηλαδή πρέπει Ker(f) = {~0} και Im(f) = Rn. ΄Εχουµε:

Ker(f) = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | f(x1, · · · , xn) = (0, · · · , 0)}
= {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | (x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn) = (0, 0, · · · , 0)}
= {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = 0, x1 + x2 = 0, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}
= {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = x2 = · · · = xn = 0}
= {(0, · · · , 0)}

και άρα η γραµµική απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn. Τότε υπάρχει το

διάνυσµα (y1, y2 − y1, y3 − y2, · · · , yn − yn−1) ∈ Rn έτσι ώστε

f(y1, y2 − y1, y3 − y2, · · · , yn − yn−1) = (y1, y1 + y2 − y1, · · · , y1 + y2 − y1 + y3 − y2 + · · · yn − yn−1)

= (y1, y2, · · · , yn)

και άρα η f είναι επιµορφισµός. Συνεπώς, η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός. �

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε την απεικόνιση

D : K[x]−→K[x], D(P (x)) = P (x)′

η οποία στέλνει ένα πολυώνυµο P (x) στην παράγωγό του P (x)′, δηλαδή:

D(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση D είναι γραµµική, και επάγει µια γραµµική απεικόνιση

D : Kn[x]−→Kn[x], D(P (x)) = P (x)′

(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα και την εικόνα της D όταν η D ϑεωρηθεί ως γραµµική απεικόνιση

D : Kn[x]−→Kn[x], D(P (x)) = P (x)′

Ποιά είναι τότε η ϐαθµίδα της D;

(3) Να δειχθεί ότι Dn+1 = 0.
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Λύση. (1) ΄Εστω P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n
και Q(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bnx
m

τυχόντα

στοιχεία του K[x] και λ ∈ K. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητα, υποθέτουµε ότι n ≤ m. Τότε

P (x) +Q(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x2 + · · ·+ (an + bn)xn + bn+1x
n+1 + · · ·+ bmx

m

λP (x) = (λa0) + (λa1)x+ (λa2)x2 + · · ·+ (λan)xn

και ϑα έχουµε:

D
(
P (x) +Q(x)

)
=

= D
(
(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x2 + · · ·+ (an + bn)xn + bn+1x

n+1 + · · ·+ bmx
m
)

=

= (a1 + b1) + (2a2 + 2b2)x+ · · ·+ (nan + nbn)xn−1 + (n+ 1)bn+1x
n + · · ·+mbmx

m−1 =

=
(
a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx

n−1
)

+
(
b1 + 2b2x+ · · ·+ nbnx

n−1 + (n+ 1)bn+1x
n + · · ·+mbmx

m−1
)

=

= D
(
P (x)

)
+D

(
Q(x)

)
D
(
λP (x)

)
= D

(
(λa0) + (λa1)x+ (λa2)x2 + · · ·+ (λan)xn

)
=

= (λa1) + (2λa2)x+ · · ·+ (nλan)xn−1 =

= λ(a1) + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 = λD

(
P (x)

)
Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η απεικόνιση D είναι γραµµική.

Επειδή για κάθε πολυώνυµο P (x) ∈ Kn[x], δηλαδή degP (x) ≤ n, το πολυώνυµο D(P (x)) είναι

ϐαθµού degD(P (x)) ≤ n − 1 < n, και άρα ανήκει στον υπόχωρο Kn−1[x] ⊆ Kn[x], έπεται ότι η

D επάγει µια γραµµική απεικόνιση, η οποία συµβολίζεται µε το ίδιο σύµβολο, D : Kn[x]−→Kn[x],
D(P (x)) = P (x)′.

(2) Αν degP (x) = k, τότε προφανώς D(P (x)) = k − 1. Εποµένως ∀P (x) ∈ Kn[x]: D(P (x)) ∈ Kn−1[x].
΄Αρα Im(D) ⊆ Kn−1[x]. Αντίστροφα, αν Q(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 ∈ Kn−1[x], τότε ϑέτοντας

P (x) = a0x+ 1
2a1x

2+· · ·+ an−1

n xn ∈ Kn[x], προκύπτει ότιD(P (x)) = Q(x), και άραKn−1[x] ⊆ Im(D).
Συµπεραίνουµε ότι : ImD = Kn−1[x], και εποµένως dimK Im(D) = n = r(D). Μια ϐάση της Im(D)
είναι εποµένως το σύνολο πολυωνύµων

{
1, x, x2, · · · , xn−1

}
.

Από τη Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την D, έχουµε τότε ότι

dimKKn[x] = dimK Ker(D) + dimK Im(D) =⇒

=⇒ n+ 1 = dimK Ker(D) + dimKKn−1[x] = dimK Ker(D) + n =⇒ dimK Ker(D) = 1

Θεωρούµε το σταθερό πολυώνυµο 1. Τότε προφανώς D(1) = 0 και άρα 1 ∈ Ker(D). Το µονοσύνολο

{1} είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητο (επειδή 1 6= 0), και άρα αποτελεί ϐάση του Ker(D) διότι

dimK Ker(D) = 1.
(3) Είδαµε παραπάνω ότι D(Kn[x]) = Kn−1[x]. Γενικότερα, εύκολα προκύπτει ότι, ∀k ≥ 0:

Dk(Kn[x]) = Kn−k[x]

Ιδιαίτερα: Dn(Kn[x]) = K0[x] είναι ο υπόχωρος των σταθετών πολυωνύµων. Προφανώς, επειδή η

παράγωγος ενός σταθερού πολυωνύµου είναι το µηδενικό πολυώνυµο, έχουµε: Dn+1(Kn[x]) = {0},
δηλαδή Dn+1 = 0. �

Παρατήρηση 2. ΄Εστω E και F δυο K-διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης και έστω f : E −→ F µια

γραµµική απεικόνιση. Τότε έχουµε την Θεµελιώδη Εξίσωση των ∆ιαστάσεων:

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f)

Ας υποθέσουµε ότι dimK E = dimK F. Τότε έχουµε τα ακόλουθα:
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(1)

f : µονοµορφισµός =⇒ f : ισοµορφισµός

Πράγµατι, επειδή η f είναι µονοµορφισµός έχουµε Ker(f) = {~0} και άρα dimK Ker(f) = 0. Εποµένως

από την εξίσωση των διαστάσεων έχουµε ότι dimK E = dimK Im(f). ’ρα έχουµε{
dimK F = dimK Im(f)
Im(f) : υπόχωρος του F

=⇒ Im(f) = F =⇒ f : επιµορφισµός

Συνεπώς η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός.

(2)

f : επιµορφισµός =⇒ f : ισοµορφισµός

Πράγµατι, επειδή η f είναι επιµορφισµός έχουµε Im(f) = F και άρα dimK Im(f) = dimK F. ’ρα

από την εξίσωση των διαστάσεων έχουµε ότι dimK E = dimK Ker(f) + dimK F και dimK E = dimK F.

Εποµένως dimK Ker(f) = 0, δηλαδή Ker(f) = {~0}. ’ρα η f είναι µονοµορφισµός και άρα ισοµορφισµός.

Εποµένως στην προηγούµενη άσκηση αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι είτε µονοµορφισµός ή επιµορφισµός. Τότε

έπεται ότι η f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ρ0, ρ1, · · · , ρn ανά δύο διαφορετικά στοιχεία ενός σώµατος K. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση :

f : Kn[x] −→ Kn+1, f(P (x)) =
(
P (ρ0), P (ρ1), · · · , P (ρn)

)
είναι ισοµορφισµός.

Λύση. Η απεικόνιση f είναι γραµµική διότι, αν P (x), Q(x) ∈ Kn[x] και λ ∈ K, τότε :

f(P (x) +Q(x)) =
(
(P +Q)(ρ0), (P +Q)(ρ1), · · · , (P +Q)(ρn)

)
=

=
(
P (ρ0) +Q(ρ0), P (ρ1) +Q(ρ1), · · · , P (ρn) +Q(ρn)

)
=

=
(
P (ρ0), P (ρ1), · · · , P (ρn)

)
+
(
Q(ρ0), Q(ρ1), · · · , Q(ρn)

)
= f(P (x)) + f(Q(x))

f(λP (x)) =
(
(λP )(ρ0), (λP )(ρ1), · · · , (λP )(ρn)

)
=
(
λP (ρ0), λP (ρ1), · · · , λP (ρn)

)
=

= λ
(
P (ρ0), P (ρ1), · · · , P (ρn)

)
= λf(P (x))

Αν f(P (x)) = 0, τότε :(
P (ρ0), P (ρ1), · · · , P (ρn)

)
= (0, 0, 0, · · · , 0) =⇒ P (ρ0) = P (ρ1) = · · · = P (ρn) = 0

Αυτό σηµαίνει ότι το πολυώνυµο P (x) έχει ως ϱίζες τα στοιχεία ρ0, ρ1, · · · , ρn. Επειδή τα στοιχεία αυτά είναι

ανά δύο διαφορετικά, έπεται ότι το πολυώνυµο P (x) έχει (τουλάχιστον) n+ 1 το πλήθος ϱίζες. Αν το P (x) δεν

είναι το µηδενικό πολυώνυµο, τότε το P (x) έχει ϐαθµό, έστω m και προφανώς degP (x) = m ≤ n. ΄Οµως

γνωρίζουµε ότι ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο ϐαθµούm έχει το πολύm ϱίζες. Συµπεραίνουµε ότι το πολυώνυµο

P (x) είναι το µηδενικό : P (x) = 0. Αυτό σηµαίνει ότι Ker(f) = {0}, δηλαδή η f είναι µονοµορφισµός. Από

την Παρατήρηση 2, έπεται τότε ότι η f είναι ισοµορφισµός. �

΄Ασκηση 10. ΄Εστω E ένας διανυσµατκός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K.

(1) Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, να δειχθεί ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : E−→E έτσι ώστε :

Ker(f) = V

(2) Αν W είναι ένας υπόχωρος του E, να δειχθεί ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : E−→E έτσι ώστε :

Im(g) = W
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Λύση. (1) ΄Εστω dimK E = n. Τότε dimK V = m ≤ n. ΄Εστω C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em

}
µια ϐάση του V

την οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em, ~em+1, · · · , ~en

}
του E. Σύµφωνα µε το

Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f : E−→E, έτσι ώστε :

f(~e1) = ~0, f(~e2) = ~0, · · · , f(~em) = ~0, f(~em+1) = ~em+1, f(~em+2) = ~em+2, · · · , f(~en) = ~yn

Προφανώς ~e1, ~e2, · · · , ~em ∈ Ker(f). Επειδή το σύνολο C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em

}
είναι µια ϐάση του V,

έπεται ότι V ⊆ Ker(f). ΄Εστω ~x ∈ Ker(f), και έστω ~x = x1~e1+x2~e2+· · ·+xm~em+xm+1~em+1+· · ·+xn~en
η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης B. Τότε

f(~x) = ~0 =⇒ f(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xm~em + xm+1~em+1 + · · ·+ xn~en) = ~0 =⇒
=⇒ x1f(~e1) + x2f(~e2) + · · ·+ xmf(~em) + xm+1f(~em+1) + · · ·+ xnf(~en) = ~0 =⇒

=⇒ xm+1~em+1 + · · ·+ xn~en) = ~0 =⇒ xm+1 = xm+2 = · · · = xn = 0

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε διότι τα ~em+1, · · · , ~en είναι γραµµικά ανεξάρτητα (ως διανύσµατα

µιας ϐάσης του E). Τότε ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xm~em ∈ V και άρα Ker(f) ⊆ V. Συµπεραίνουµε ότι :

Ker(f) = V

(2) ΄Εστω dimK E = n. Τότε dimKW = m ≤ n. ΄Εστω C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em

}
µια ϐάση του W την οποία

συµπληρώνουµε σε µια ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em, ~em+1, · · · , ~en

}
του E. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα

Γραµµικής Επέκτασης, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση g : E−→E, έτσι ώστε :

g(~e1) = ~e1, g(~e2) = ~e2, · · · , g(~em) = ~em, g(~em+1) = ~0, g(~em+2) = ~0, · · · , g(~en) = ~0

Προφανώς ~e1, · · · , ~em ∈ Im(g) και επειδή το σύνολο C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~em

}
µια ϐάση του W, έπεται ότι

W ⊆ Im(g). ΄Εστω ~y ∈ Im(g). Τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε : ~y = g(~x). ΄Εστω ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+
xm~em +xm+1~em+1 + · · ·+xn~en η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

της ϐάσης B. Τότε

~y = g(~x) = g(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xm~em + xm+1~em+1 + · · ·+ xn~en) =

= x1g(~e1) + x2g(~e2) + · · ·+ xmg(~em) + xm+1g(~em+1) + · · ·+ xng(~en) = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xm~em
Τότε ~y ∈W, και άρα Im(g) ⊆W. Συµπεραίνουµε ότι :

Im(g) = W �

΄Ασκηση 11. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου ο K-διανυσµατικός χώρος E έχει πεπερασµένη

διάσταση.

(1) Να δείξετε ότι η f είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν η f στέλνει γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα

διανυσµάτων σε γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα διανυσµάτων:

C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~ek

}
: γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο =⇒

f(C) =
{
f(~e1), f(~e2), · · · , f(~ek)

}
: γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο

(2) Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν η f στέλνει τυχούσα ϐάση του E σε ϐάση του E:

B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
: ϐάση του E =⇒ f(B) = {f(~e1), f(~e2), · · · , f(~en)} : ϐάση του E

Λύση. (1) (αʹ) (=⇒) Υποθέτουµε ότι η γραµµική απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός και έστω C =
{~e1, · · ·~ek} ένα σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων. Θα δείξουµε ότι το σύνολο f(C) =
{f(~e1), · · · f(~ek)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω

λ1f(~e1) + · · ·+ λkf(~ek) = ~0

=⇒ f(λ1~e1 + · · ·+ λk~ek) = ~0 f : γραµµική

=⇒ λ1~e1 + · · ·+ λk~ek ∈ Ker f = {~0} f : µονοµορφισµός

=⇒ λ1~e1 + · · ·+ λk~ek = 0 {~e1, · · · , ~ek} : γραµµικά ανεξάρτητο

=⇒ λ1 = · · · = λk = 0

΄Αρα το σύνολο f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
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(ϐʹ) (⇐=) Υποθέτουµε ότι η f στέλνει γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα διανυσµάτων σε γραµµικά ανε-

ξάρτητα σύνολα διανυσµάτων, δηλαδή αν C = {~e1, · · ·~ek} είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων

διανυσµάτων τότε το σύνολο f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Θα δείξουµε

ότι η f είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω ~x ∈ Ker f , δηλαδή f(~x) = ~0. Αν το διάνυσµα ~x 6= ~0 τότε

το σύνολο {~x} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα από την υπόθεση έπεται ότι το σύνολο {f(~x)}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα f(~x) 6= 0. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το διάνυσµα ~x ∈ Ker f .

’ρα δείξαµε ότι αν ~x ∈ Ker f τότε ~x = ~0. Συνεπώς Ker f = {~0}, δηλαδή η f είναι µονοµορφισµός.

(2) (αʹ) (=⇒) Υποθέτουµε ότι η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός, δηλαδή η f είναι µονοµορ-

ϕισµός και επιµορφισµός. ΄Εστω B = {~e1, · · · , ~en} µια ϐάση του E. Θα δείξουµε ότι το σύνολο

f(B) = {f(~e1), · · · , f(~en)} είναι ϐάση του E. Αφού η f είναι µονοµορφισµός, έπεται από το (1)
παραπάνω ότι το σύνολο f(B) είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω y ∈ E. Τότε αφού η f είναι

επιµορφισµός υπάρχει ένα ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~y. Το σύνολο B = {~e1, · · · , ~en} είναι ϐάση του

E, άρα το ~x γράφεται ~x = λ1~e1 + · · ·+ λn~en. Τότε

~y = f(λ1~e1 + · · ·+ λk~ek) = λ1f(~e1) + · · ·+ λnf(~en)

=⇒ ~y ∈ 〈f(~e1), · · · , f(~en)〉
=⇒ E = 〈f(~e1), · · · , f(~en)〉 = 〈f(B)〉

και άρα δείξαµε ότι το σύνολο f(B) παράγει τον E. Εποµένως το σύνολο f(B) είναι ϐάση του E.

∆ιαφορετικά: έχοντας δείξει ότι το σύνολο f(B) είναι γραµµικά ανεξάρτητο, ϑα µπορούσαµε να

δείξουµε ότι το σύνολο f(B) είναι ϐάση του E ως εξής : Επειδή f είναι ισοµορφισµός, έπεται

ότι : n = dimK E = dimK F. Από την άλλη πλευρά |f(B)| = n (διότι διαφορετικά υπάρχουν

1 ≤ i 6= j ≤ n έτσι ώστε : f(~ei) = f(~ej). Τότε όµως ~ei = ~ej επειδή η f είναι µονοµορφισµός,

κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι το B είναι ϐάση του E). Από γνωστό Θεώρηµα: f(B) γραµµικά

ανεξάρτητο και |f(B)| = dimK F =⇒ f(B) είναι ϐάση του F.

(ϐʹ) (⇐=) Υποθέτουµε ότι ανB = {~e1, · · ·~en} είναι µια ϐάση του E τότε το σύνολο f(B) = {f(~e1), · · · f(~en)}
είναι ϐάση του E. Θα δείξουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός.

• Η f είναι µονοµορφισµός: ΄Εστω ~x ∈ Ker f και ~x = λ1~e1 + · · ·+ λn~en. Τότε :

f(~x) = ~0 =⇒ f(λ1~e1 + · · ·+ λn~en) = ~0

=⇒ λ1f(~e1) + · · ·+ λnf(~en) = ~0 (επειδή f : γραµµική)

=⇒ λ1 = · · · = λn = 0 (επειδή {f(B)} : γραµµικά ανεξάρτητο)

=⇒ ~x = ~0

=⇒ Ker f = ~0

=⇒ f : µονοµορφισµός

• Η f είναι επιµορφισµός: ΄Εστω ~y ∈ E. Αφού το σύνολο f(B) = {f(~e1), · · · f(~en)} είναι ϐάση

του E, τότε

~y = λ1f(~e1) + · · ·+ λnf(~en) = f(λ1~e1 + · · ·+ λn~en) = f(~x)

όπου ~x = λ1~e1 + · · ·+ λn~en ∈ E. Συνεπώς η f είναι επιµορφισµός.

Εποµένως έχουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός.

∆ιαφορετικά: έχοντας δείξει ότι η f είναι µονοµορφισµός, ϑα µπορούσαµε να δείξουµε ότι η f
είναι επιµορφισµός ως εξής : Επειδή το σύνολο f(B) είναι ϐάση του F έπεται ότι : n = dimK E =
dimK F. Από την άλλη πλευρά η Θεµελιώδης Εξίσωση ∆ιαστάσεων δίνει ότι : n = dimK E =
dimK Im f . Επειδή Im f είναι υπόχωρος του F και dimK Im f = dimK F, από γνωστό Θεώρηµα

έπεται ότι Im f = F, δηλαδή η f είναι επιµορφισµός. �

Παρατήρηση 3. Η παραπάνω ΄Ασκηση 11 µπορεί να διατυπωθεί και για γραµµικές απεικονίσεις f : E −→ F,

όπου dimK E = dimK F. Η απόδειξη είναι ακριβώς η ίδια.
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Υπεθυµίζουµε ότι αν E και F είναι διανυσµατικοί χώροι υπεράνω ενός σώµατος K, τότε το σύνολο

L(E,F) =
{
f : E −→ F | f : γραµµική

}
είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K µε πράξεις, ∀f, g ∈ L(E,F), ∀λ ∈ K:

f + g : E −→ F, (f + g)(~x) = f(~x) + g(~x) (πρόσθεση)

λ · f : E −→ F, (λ · f)(~x) = λ · f(~x) (ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός)

Αν f : E−→E είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε ορίζονται οι γραµµικές απεικονίσεις fn : E−→E, ∀n ≥ 0,
όπου f0 = IdE, και f

n(~x) = (f ◦ f ◦ · · · ◦ f)(~x) (σύνθεση της f µε τον εαυτό της n-ϕορές).
Τέλος, αν f, f1, f2 : E−→F και g, g1, g2 : F−→G είναι γραµµικές απεικονίσεις, τότε :

f ◦ (g1 + g2) = f ◦ g1 + f ◦ g2 και (f1 + f2) ◦ g = f1 ◦ g + f2 ◦ g

΄Ασκηση 12. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και έστω

f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι :

{~0} ⊆ Ker(f) ⊆ Ker(f2) ⊆ Ker(f3) ⊆ · · · · · · ⊆ Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1) ⊆ · · · · · · ⊆ E

και υπάρχει r ∈ N:

Ker(f r) = Ker(f r+1) = Ker(f r+2) = · · ·

Λύση. Προφανώς τα σύνολα Ker(fk) είναι υπόχωροι του E, ∀k ≥ 0. Παρατηρούµε ότι f0 = IdE και άρα

Ker(f0) = {~0}. ΄Εστω k ένας µη-αρνητικός ακέραιος, και έστω ~x ∈ Ker(fk). Τότε fk(~x) = ~0 και τότε

f(fk(~x)) = f(~0) = ~0, δηλαδή fk+1(~x) = (~0) και άρα ~x ∈ Ker(fk+1). Συµπεραίνουµε ότι : Ker(fk) ⊆
Ker(fk+1), ∀k ≥ 0.

Θεωρώντας διαστάσεις, προκύπτει η εξής αύξουσα ακολουθία µη-αρνητικών αριθµών:

0 ≤ dimK Ker(f) ≤ dimK Ker(f2) ≤ · · · · · · ≤ dimK Ker(fk) ≤ dimK Ker(fk+1) ≤ · · · · · · ≤ dimK E

Αν, για κάθε k ≥ 0, η ανισότητα dimK Ker(fk) ≤ dimK Ker(fk+1) δεν είναι ποτέ ισότητα, τότε η παραπάνω α-

κολουθία είναι µια γνησίως αύξουσα ακολουθία µη-αρνητικών ακεραίων. ΄Οµως, επειδή ο E έχει πεπερασµένη

διάσταση, και όλοι οι αριθµοί dimK Ker(fk) είναι µικρότεροι ή ίσοι από τον αριθµό dimK E, καταλήγουµε

σε άτοπο. Εποµένως, υπάρχει k ≥ 0 έτσι ώστε : dimK Ker(fk) = dimK Ker(fk+1), και έστω r ο µικρότερος

µη-αρνητικός ακέραιος µε αυτή την ιδιότητα, δηλαδή dimK Ker(f r) = dimK Ker(f r+1) και dimK Ker(fk) <
dimK Ker(fk+1), αν k < r. Επειδή οKer(f r) είναι υπόχωρος τουKer(f r+1) και dimK Ker(f r) = dimK Ker(f r+1),
έπεται ότι : Ker(f r) = Ker(f r+1).

Τότε : ∀m ≥ r: Ker(fm) = Ker(fm+1). Πράγµατι, έστω ~x ∈ Ker(fm+1), δηλαδή fm+1(~x) = ~0. Επειδή

r ≤ m, µπορούµε να γράψουµε: fm+1 = f r+1(fm−r) και άρα ~0 = fm+1(~x) = f r+1(fm−r(~x)). Αυτό

σηµαίνει ότι fm−r(~x) ∈ Ker(f r+1). Επειδή Ker(f r) = Ker(f r+1), έπεται ότι fm−r(~x) ∈ Ker(f r), δηλαδή

fm−r(f r(~x) = ~0, δηλαδή fm(~x) = ~0 και άρα ~x ∈ Ker(fm). Εποµένως Ker(fm+1) ⊆ Ker(fm) και αρα:

Ker(fm) = Ker(fm+1), ∀m ≥ r. Αυτό σηµαίνει ότι : Ker(f r) = Ker(f r+1) = Ker(f r+2) = · · · . �

΄Ασκηση 13. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και έστω

f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι :

E ⊇ Im(f) ⊇ Im(f2) ⊇ Im(f3) ⊇ · · · · · · ⊇ Im(fk) ⊇ Im(fk+1) ⊇ · · · · · · ⊇ {~0}
και υπάρχει s ∈ N:

Im(fs) = Im(f s+1) = Im(fs+2) = · · ·

Λύση. Προφανώς τα σύνολα Im(fk) είναι υπόχωροι του E, ∀k ≥ 0. Παρατηρούµε ότι f0 = IdE και άρα

Im(f0) = E. ΄Εστω k ένας µη-αρνητικός ακέραιος, και έστω ~x ∈ Im(fk+1). Τότε υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε :

fk+1(~y) = ~x, και τότε fk(f(~y)) = ~x, δηλαδή ~x ∈ Im(fk). Συµπεραίνουµε ότι : Im(fk+1) ⊆ Im(fk), ∀k ≥ 0.
Θεωρώντας διαστάσεις, προκύπτει η εξής ϕθίνουσα ακολουθία µη-αρνητικών αριθµών:

dimK E ≥ dimK Im(f) ≥ dimK Im(f2) ≥ · · · · · · ≥ dimK Im(fk) ≥ dimK Im(fk+1) ≥ · · · · · · ≥ 0
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Αν, για κάθε k ≥ 0, η ανισότητα dimK Im(fk) ≥ dimK Im(fk+1) δεν είναι ποτέ ισότητα, τότε η παραπάνω ακο-

λουθία είναι µια γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία µη-αρνητικών ακεραίων. ΄Οµως, επειδή ο E έχει πεπερασµένη

διάσταση, και όλοι οι αριθµοί dimK Im(fk) είναι µικρότεροι ή ίσοι από τον αριθµό dimK E, καταλήγουµε

σε άτοπο. Εποµένως, υπάρχει k ≥ 0 έτσι ώστε : dimK Im(fk) = dimK Im(fk+1), και έστω s ο µικρότερος

µη-αρνητικός ακέραιος µε αυτή την ιδιότητα, δηλαδή dimK Im(fs) = dimK Im(fs+1) και dimK Im(fk) >
dimK Im(fk+1), αν k < s. Επειδή ο Ker(fs) είναι υπόχωρος του Ker(fs+1) και dimK Im(fs) = dimK Im(fs+1),
έπεται ότι : Im(fs) = Im(fs+1).

Τότε : ∀m ≥ s: Im(fm) = Im(fm+1). Πράγµατι, έστω ~x ∈ Im(fm), δηλαδή fm(~y) = ~x, για κάποιο ~y ∈ E.

Επειδή s ≥ m, µπορούµε να γράψουµε: fm = fm−s(fs) και άρα ~x = fm(~y) = fm−s(fs(~y)). Επειδή fs(~y) ∈
Im(f s) και Im(fs) = Im(fs+1), έπεται ότι fs(~y) ∈ Im(fs+1) και άρα υπάρχει ~z ∈ E έτσι ώστε : fs+1(~z) = fs(~y).
Τότε ϑα έχουµε: ~x = fm(~y) = fm−s(fs(~y)) = fm−s(fs+1(~z) = fm+1(~z) και εποµένως Im(fm) ⊆ Im(fm+1)
και άρα Im(fm) = Im(fm+1), ∀m ≥ s. Αυτό σηµαίνει ότι : Im(fs) = Im(f s+1) = Im(f r+2) = · · · . �

΄Ασκηση 14. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, και έστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του E.

(1) Υποθέτουµε ότι :

f(~e1) = ~e2, f(~e2) = ~e3, · · · , f(~en−1) = ~en, f(~en) = ~e1

Να δειχθεί ότι : fn = IdE, η f είναι ισοµορφισµός και να ϐρεθεί η αντίστροφή της.

(2) Υποθέτουµε ότι :

f(~e1) = ~e2, f(~e2) = ~e3, · · · , f(~en−1) = ~en, f(~en) = ~0

Να δειχθεί ότι : fn = 0 και να ϐρεθεί η ϐαθµίδα της f .

Λύση. (1) Θα έχουµε:

f(~e1) = ~e2 =⇒ f2(~e1) = f(~e2) = ~e3, =⇒ f3(~e1) = f(~e3) = ~e4, · · · fn−1(~e1) = ~en =⇒
fn(~e1) = f(~en) = ~e1

f(~e2) = ~e3 =⇒ f2(~e2) = f(~e3) = ~e4, =⇒ f4(~e2) = f(~e4) = ~e5, · · · fn−1(~e2) = ~e1 =⇒
fn(~e2) = f(~e1) = ~e2

.

.

.

f(~en−1) = ~en =⇒ f2(~en−1) = f(~en) = ~e1, =⇒ f3(~en−1) = f(~e1) = ~e2, · · · fn−1(~e1) = ~en−2 =⇒
fn(~en−1) = f(~en−2) = ~en−1

f(~en) = ~e1 =⇒ f2(~en) = f(~e1) = ~e2, =⇒ f3(~en) = f(~e2) = ~e3, · · · fn−1(~en) = ~en−1 =⇒
fn(~en) = f(~en−1) = ~en

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι : fn(~ek) = ~ek, 1 ≤ k ≤ n. Επειδή το σύνολο B ={
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι µια ϐάση του E, έπεται ότι fn = IdE. Πράγµατι, έστω ~x ∈ E και έστω

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · · + xn~en η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

της ϐάσης B. Τότε : fn(~x) = fn(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1f
n(~e1) + x2f

n(~e2) + · · ·+ xnf
n(~en) =

x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en = ~x = IdE(~x). Εποµένως fn = IdE και τότε :

fn = IdE =⇒ f ◦ fn−1 = IdE = fn−1 ◦ f
Συµπεραίνουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφη: f−1 = fn−1

.

(2) Θα έχουµε:

f(~e1) = ~e2 =⇒ f2(~e1) = f(~e2) = ~e3, =⇒ f3(~e1) = f(~e3) = ~e4, · · · fn−1(~e1) = ~en =⇒
fn(~e1) = f(~en) = ~0

f(~e2) = ~e3 =⇒ f2(~e2) = f(~e3) = ~e4, =⇒ f4(~e2) = f(~e4) = ~e5, · · · fn−2(~e2) = ~en =⇒
fn−1(~e2) = f(~en) = ~0

.

.

.

f(~en−1) = ~en =⇒ f2(~en−1) = f(~en) = ~0
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f(~en) = ~0

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι : fn(~ek) = ~0, 1 ≤ k ≤ n. πειδή το σύνολοB =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι µια ϐάση του E, έπεται ότι fn = 0. Πράγµατι, έστω ~x ∈ E και έστω ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en
η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης B. Τότε : fn(~x) =

fn(x1~e1+x2~e2+· · ·+xn~en) = x1f
n(~e1)+x2f

n(~e2)+· · ·+xnfn(~en) = x1~0+x2~0+· · ·+xn~0 = ~0 = 0(~x).
Εποµένως fn = 0.

Η ϐαθµίδα της f είναι η διάσταση του υπόχωρου

r(f) = dimK
〈
f(~e1), f(~e2), · · · , f(~en−1), f(~en)

〉
= dimK

〈
~e2, ~e3, · · · , ~en,~0

〉
=

= dimK
〈
~e2, ~e3, · · · , ~en

〉
= n− 1

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε διότι το σύνολο

{
~e2, ~e3, · · · , ~en

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο ως

υποσύνολο του γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου B. �

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της γραµµικής απεικόνισης :

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x+ 2y, y − x, x+ 2z)

Είναι η f ισοµορφισµός· Αν η f είναι ισοµορφισµός, να ϐρεθεί η f−1
.

Λύση. ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Τότε : (x, y, z) ∈ Ker(f) αν και µόνον αν :

f(x, y, z) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (x+ 2y, y − x, x+ 2z) = (0, 0, 0) ⇐⇒ x = y = z = 0

Συνεπώς Ker(f) = {~0} και άρα η f είναι µονοµορφισµός και άρα το κενό σύνολο {∅} είναι ϐάση του πυρήνα

Ker(f) της f .
Επειδή το σύνολο B =

{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

}
, ως ϐάση του R3

, παράγει τον R3
,

έπεται ότι το σύνολο f(B) =
{
f(~e1), f(~e2), f(~e3)

}
παράγει την εικόνα Im(f) της f . ΄Ετσι :

Im(f) = 〈f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)〉 = 〈(1,−1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2)〉
και ∣∣∣∣∣∣

1 −1 1
2 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 6 6= 0

και άρα τα διανύσµατα (1,−1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως, το σύνολο των

διανυσµάτων {(1,−1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2)} αποτελεί ϐάση της εικόνας Im(f) της f . Να σηµειώσουµε ότι από

την Παρατήρηση 2 έπεται ότι η f είναι ισοµορφισµός. Για να ϐρούµε την αντίστροφη f−1
της f εργαζόµαστε

ως εξής : έστω f(x, y, z) = (a, b, c) και εποµένως f−1(a, b, c) = (x, y, z). Τότε (x+ 2y, y− x, x+ 2z) = (a, b, c)
και εποµένως :


x+ 2y = a

y − x = b

x+ 2z = c

=⇒



x =
a− 2b

3

y =
a+ b

3

z =
−a+ 2b+ 3c

6
Εποµένως

f−1 : R3−→R3, f−1(a, b, c) =

(
a− 2b

3
,
a+ b

3
,
−a+ 2b+ 3c

6

)
�

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση :

f : R4 −→ R3, f(x, y, z, w) = (x− z + 2w,−2x+ y + 2z, y + 4w)

(1) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .
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(2) Να δειχθεί ότι το διάνυσµα (1, 3, κ) ∈ Im(f) ⇔ κ = 5.
(3) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν τα a, b ∈ R έτσι ώστε (1, a, 1, b) ∈ Ker(f);

Λύση. (1) ΄Εστω (x, y, z, w) ∈ R4
. Τότε : (x, y, z, w) ∈ Ker(f) αν και µόνον αν :

f(x, y, z, w) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (x− z + 2w,−2x+ y + 2z, y + 4w) = (0, 0, 0) ⇐⇒

 x− z + 2w = 0
−2x+ y + 2z = 0
y + 4w = 0

και  1 0 −1 2
−2 1 2 0

0 1 0 4

 Γ2−→Γ2+2Γ1 //

1 0 −1 2
0 1 0 4
0 1 0 4

 Γ3−→Γ3−Γ2 //

1 0 −1 2
0 1 0 4
0 0 0 0


και άρα καταλήγουµε στο σύστηµα:{

x− z + 2w = 0
y + 4w = 0

=⇒
{
x = z − 2w
y = −4w

Συνεπώς ο πυρήνας της f είναι

Ker(f) = {(x, y, z, w) ∈ R4 | f(x, y, z, w) = (0, 0, 0)}
= {(x, y, z, w) ∈ R4 | x = z − 2w και y = −4w}
= {(z − 2w,−4w, z, w) ∈ R4 | z, w ∈ R}
= {z(1, 0, 1, 0) + w(−2,−4, 0, 1) ∈ R4 | z, w ∈ R}
= 〈(1, 0, 1, 0), (−2,−4, 0, 1)〉

΄Εστω λ1(1, 0, 1, 0) + λ2(−2,−4, 0, 1) = (0, 0, 0, 0). Τότε

(λ1 − 2λ2,−4λ2, λ1, λ2) = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = 0

και άρα τα διανύσµατα (1, 0, 1, 0), (−2,−4, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως το σύνολο

{(1, 0, 1, 0), (−2,−4, 0, 1)} αποτελεί ϐάση του Ker(f).
Επειδή το σύνολο B =

{
~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e3 = (0, 0, 1, 0), ~e4 = (0, 0, 0, 1)

}
, ως

ϐάση του R4
, παράγει τον R4

, έπεται ότι το σύνολο f(B) =
{
f(~e1), f(~e2), f(~e3), f(~e4)

}
παράγει την

εικόνα Im(f) της f . ΄Ετσι :

Im(f) = 〈f(1, 0, 0, 0), f(0, 1, 0, 0), f(0, 0, 1, 0), f(0, 0, 0, 1)〉
= 〈(1,−2, 0), (0, 1, 1), (−1, 2, 0), (2, 0, 4)〉
=

〈
(1,−2, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 4)

〉
΄Εστω κ(1,−2, 0) + λ(0, 1, 1) + µ(2, 0, 4) = (0, 0, 0). Τότε

(κ+ 2µ,−2κ+ λ, λ+ 4µ) = (0, 0, 0) −→

 κ+ 2µ = 0
−2κ+ λ = 0
λ+ 4µ = 0

−→ κ = −2µ και λ = −4µ

Το σύστηµα αυτό έχει ως γενική λύση: (−2µ,−4µ, µ) όπου µ ∈ R και εποµένως, για µ = 1, ϑα έχουµε

µια σχέση γραµµικής εξάρτησης :

−2(1,−2, 0)− 4(0, 1, 1) + (2, 0, 4) = (0, 0, 0) −→ (2, 0, 4) ∈ 〈(1,−2, 0), (0, 1, 1)〉

Συνεπώς

Im(f) = 〈(1,−2, 0), (0, 1, 1)〉
και εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα (1,−2, 0), (0, 1, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ’ρα το

σύνολο {(1,−2, 0), (0, 1, 1)} αποτελεί ϐάση της εικόνας Im(f) της f .
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(2) Από το προηγούµενο ερώτηµα γνωρίζουµε ότι το σύνολο {(1,−2, 0), (0, 1, 1)} αποτελεί ϐάση της εικόνας

Im(f) της f . Συνεπώς το διάνυσµα (1, 3, κ) ∈ Im(f) αν και µόνο αν υπάρχουν λ1, λ2 ∈ R έτσι ώστε

λ1(1,−2, 0) + λ2(0, 1, 1) = (1, 3, κ) =⇒ (λ1,−2λ1 + λ2, λ2) = (1, 3, κ)

’ρα έχουµε λ1 = 1, λ2 = κ και

−2λ1 + λ2 = 3 =⇒ λ2 = 3 + 2λ1 = 5 =⇒ κ = 5

Εποµένως δείξαµε ότι (1, 3, κ) ∈ Im(f) αν και µόνο αν κ = 5.
(3) Από το ερώτηµα (1) γνωρίζουµε ότι το σύνολο {(1, 0, 1, 0), (−2,−4, 0, 1)} αποτελεί ϐάση του Ker(f).

Εποµένως το διάνυσµα (1, a, 1, b) ∈ Ker(f) αν και µόνο αν υπάρχουν λ1, λ2 ∈ R έτσι ώστε

λ1(1, 0, 1, 0) + λ2(−2,−4, 0, 1) = (1, a, 1, b) =⇒ (λ1 − 2λ2,−4λ2, λ1, λ2) = (1, a, 1, b)

=⇒ a = b = 0

΄Αρα για a = b = 0 το διάνυσµα (1, a, 1, b) ∈ Ker(f). �

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R3, f(x, y, z) = (x+ 3z, 3y + z, −x+ 6y − z)

(1) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .
(2) Να ϐρεθούν οι υπόχωροι f(V) και f−1(W), όπου :

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x− y + 2z = 0
}

και W =
{

(x, y, z) ∈ R3 | 2x− 5y + z = 0
}

Λύση. (1) ΄Εστω (x, y, z) ∈ Ker(f). Τότε :

f(x, y, z) = (0, 0, 0) =⇒ (x+ 3z, 3y + z,−x+ 6y − z) = (0, 0, 0) =⇒


x+ 3z = 0,

3y + z = 0

−x+ 6y − z = 0

=⇒

=⇒


x = −3z,

z = −3y

−x+ 6y − z = 0

=⇒


x = 9y,

y ∈ R
z = −3y

=⇒ (x, y, z) = y(9, 1,−3), y ∈ R

΄Αρα

Ker(f) =
{
y(9, 1,−3) ∈ R3 | y ∈ R

}
=
〈
(9, 1,−3)

〉
΄Ετσι το διάνυσµα ~ε1 = (9, 1,−3) είναι ϐάση του Ker(f) και άρα dimR Ker(f) = 1.

Γνωρίζουµε ότι dimR Im(f) = 3−dimR Ker(f) = 3−1 = 2. Συµπληρώνουµε τη ϐάση ~ε1 = (9, 1,−3)
του Ker(f) σε µια ϐάση του R3

. Μια προφανής επιλογή είναι τα διανύσµατα

~ε1 = (9, 1,−3), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

διότι ∣∣∣∣∣∣
9 1 −3
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 9 6= 0

Γνωρίζουµε τότε ότι :

Im(f) =
〈
f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)

〉
=
〈
(0, 3, 6), (3, 1,−1)

〉
=
〈
(0, 1, 2), (3, 1,−1)

〉
Αν λ1(0, 1, 2) +λ2(3, 1,−1) = (0, 0, 0), τότε : (3λ2, λ1 +λ2, 2λ1− 2λ2) = (0, 0, 0), από όπου προκύπτει

ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως το σύνολο

{
(0, 1, 2), (3, 1,−1)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα

αποτελεί ϐάση της Im(f).
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(2) Θα έχουµε:

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x− y + 2z = 0
}

=
{

(y − 2z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R
}

=

=
{
y(1, 1, 0) + z(−2, 0, 1) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
=
〈
(1, 1, 0), (−2, 0, 1)

〉
Τότε

f(V) = f
(〈

(1, 1, 0), (−2, 0, 1)
〉)

=
〈
f(1, 1, 0), f(−2, 0, 1)

〉
=
〈
(1, 3, 5), (1, 1, 1)

〉
Παρόµοια

W =
{

(x, y, z) ∈ R3 | 2x− 5y + z = 0
}

=
{

(x, y,−2x+ 5y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

=

=
{
x(1, 0,−2) + y(0, 1, 5) ∈ R3 | x, y ∈ R

}
=
〈
(1, 0,−2), (0, 1, 5)

〉
΄Εστω (a, b, c) ∈ f−1(W). Τότε f(a, b, c) = (a+3c, 3b+c,−a+6b−c) ∈W =

〈
(1, 0,−2), (0, 1, 5)

〉
={

(x, y,−2x+ 5y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}
. Τότε ϑα έχουµε:

a+ 3c = x

3b+ c = y

−a+ 6b− c = −2x+ 5y

=⇒ −a+ 6b− c = −2(a+ 3c) + 5(3b+ c) =⇒

=⇒ −a+ 9b = 0 =⇒ a = 9b

΄Αρα αν (a, b, c) ∈ f−1(W), τότε (a, b, c) = (9b, b, c) = b(9, 1, 0) + c(0, 0, 1) ∈ 〈(9, 1, 0), (0, 0, 1)〉.
Εποµένως

f−1(W) ⊆
〈
(9, 1, 0), (0, 0, 1)

〉
Αντίστροφα, έστω (a, b, c) ∈

〈
(9, 1, 0), (0, 0, 1)

〉
. Τότε υπάρχουν x, y ∈ R έτσι ώστε : (a, b, c) =

x(9, 1, 0) + y(0, 0, 1) = (9x, x, y). Τότε f(a, b, c) = f(9x, x, y) = (9x + 3y, 3x + y,−9x + 6x − y) =
(9x+3y, 3x+y,−3x−y) = (3x+y)(3, 1,−1). Επειδή (3, 1,−1) = (1, 0,−2)+(0, 1, 5) ∈W προκύπτει

ότι f(a, b, c) ∈W και άρα (a, b, c) ∈ f−1(W). Εποµένως〈
(9, 1, 0), (0, 0, 1)

〉
⊆ f−1(W)

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι :

f−1(W) =
〈
(9, 1, 0), (0, 0, 1)

〉
�

΄Ασκηση 18. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimK E <∞. ΄Εστω ότι fn = 0 και fn−1 6= 0.
Αν ~x ∈ E, να δείξετε ότι fn−1(~x) 6= ~0 αν και µόνο αν το σύνολο{

~x, f(~x), · · · , fn−1(~x)
}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Λύση. Αν το σύνολο

{
~x, f(~x), · · · , fn−1(~x)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο τότε έχουµε ότι

3 fn−1(~x) 6= ~0.

΄Εστω ~x ∈ E έτσι ώστε fn−1(~x) 6= ~0. Θα δείξουµε ότι το σύνολο

{
~x, f(~x), · · · , fn−1(~x)

}
είναι γραµµικά

ανεξάρτητο. ΄Εστω λ0~x + λ1f(~x) + · · · + λn−1f
n−1(~x) = ~0. Εφαρµόζοντας διαδοχικά την f στην παραπάνω

3
Το µηδενικό διάνυσµα ενός διανυσµατικού χώρου είναι πάντα γραµµικά εξαρτηµένο και ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο δεν

περιέχει γραµµικά εξαρτηµένα υποσύνολα.
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σχέση και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι fn = 0 και fn−1(~x) 6= ~0, ϑα έχουµε:

λ0~x+ λ1f(~x) + · · ·+ λn−1f
n−1(~x) = ~0 (∗)

=⇒ λ0f(~x) + λ1f
2(~x) + · · ·+ λn−2f

n−1(~x) + λn−1f
n(~x) = ~0

=⇒ λ0f(~x) + λ1f
2(~x) + · · ·+ λn−2f

n−1(~x) +~0 = ~0

=⇒ λ0f
2(~x) + λ1f

3(~x) + · · ·+ λn−3f
n−1(~x) + λn−2f

n(~x) = ~0

=⇒ λ0f
2(~x) + λ1f

3(~x) + · · ·+ λn−3f
n−1(~x) +~0 = ~0

=⇒ λ0f
3(~x) + λ1f

4(~x) + · · ·+ λn−4f
n−1(~x) + λn−3f

n(~x) = ~0

=⇒ λ0f
3(~x) + λ1f

4(~x) + · · ·+ λn−4f
n−1(~x) +~0 = ~0

.

.

.

=⇒ λ0f
n−2(~x) + λ1f

n−1(~x) + λ2f
n(~x) = ~0

=⇒ λ0f
n−2(~x) + λ1f

n−1(~x) +~0 = ~0

=⇒ λ0f
n−1(~x) + λ1f

n(~x) = ~0

=⇒ λ0f
n−1(~x) +~0 = ~0

=⇒ λ0f
n−1(~x) = ~0

=⇒ λ0 = 0 αφού fn−1(~x) 6= ~0

’ρα από τη σχέση (∗) έχουµε

λ1f(~x) + · · ·+ λn−1f
n−1(~x) = ~0

και αν επαναλάβουµε ξανά την παραπάνω διαδικασία τότε{
λ1f

n−1(~x) = ~0

fn−1(~x) 6= ~0
=⇒ λ1 = 0

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο έπεται ότι λ0 = λ1 = · · · = λn−1 = 0 και άρα το σύνολο

{
~x, f(~x), · · · , fn−1(~x)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. �

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον 2× 2 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
1 0
−1 1

)
και έστω η γραµµική απεικόνιση

f : M2(R) −→ M2(R), f(M) = AM −MA

Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .

Λύση. ΄Εστω M =

(
a b
c d

)
∈ M2(R). Τότε

f(M) = AM −MA =⇒ f

(
a b
c d

)
=

(
1 0
−1 1

)(
a b
c d

)
−
(
a b
c d

)(
1 0
−1 1

)
=

(
a b

−a+ c −b+ d

)
−
(
a− b b
c− d d

)
=

(
b 0

−a+ d −b

)
Τότε : M =

(
a b
c d

)
∈ Ker(f) αν και µόνον αν :

f(M) = 0 ⇐⇒
(

b 0
−a+ d −b

)
=

(
0 0
0 0

)
⇐⇒

{
b = 0
a = d
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και άρα ο πυρήνας της f είναι

Ker(f) =

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) | f

(
a b
c d

)
=

(
0 0
0 0

)}
=

{(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) | b = 0 και a = d

}
=

{(
a 0
c a

)
∈ M2×2(R) | a, c ∈ R

}
=

{
a

(
1 0
0 1

)
+ c

(
0 0
1 0

)
∈ M2×2(R) | a, c ∈ R

}
=

〈(
1 0
0 1

)
,

(
0 0
1 0

)〉
Θέτουµε A =

(
1 0
0 1

)
και B =

(
0 0
1 0

)
. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα A,B είναι γραµµικά

ανεξάρτητα και άρα το σύνολο {A,B} είναι ϐάση του πυρήνα Ker(f) της f . Για την εικόνα της f έχουµε:

f

(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
−1 0

)
, f

(
0 1
0 0

)
=

(
1 0
0 −1

)
, f

(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
, f

(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
1 0

)
και άρα

Im f =

〈(
0 0
−1 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
0 0
1 0

)〉
=

〈(
1 0
0 −1

)
,

(
0 0
1 0

)〉
Θέτουµε Γ =

(
1 0
0 −1

)
και ∆ =

(
0 0
1 0

)
. Τότε αφού τα διανύσµατα Γ,∆ είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται

ότι το σύνολο {Γ,∆} είναι ϐάση της εικόνας Im(f) της f . �

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε τη ϐάση

B := {~e1 = 1, ~e2 = t, ~e3 = t2}
του R2[t] και τα διανύσµατα

~w1 = 1 + t, ~w2 = 3− t2, ~w3 = 4 + 2t− 3t2

του R2[t]. Να προσδιορισθεί η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R2[t] −→ R2[t] έτσι ώστε : f(~ei) = ~wi,
1 ≤ i ≤ 3. Ακολούθως να εξετασθεί αν η f είναι ισοµορφισµός. Αν η f δεν είναι ισοµορφισµός να ϐρεθούν

ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .

Λύση. ΄Εστω P (t) = a+ bt+ ct2 ∈ R2[t]. Τότε έχουµε

f(a+ bt+ ct2) = af(1) + bf(t) + cf(t2)

= a(1 + t) + b(3− t2) + c(4 + 2t− 3t2)

= a+ at+ 3b− bt2 + 4c+ 2ct− 3ct2

= (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (−b− 3c)t2

Εποµένως η f ορίζεται ως ακολούθως:

f : R2[t] −→ R2[t], a+ bt+ ct2 7−→ f(a+ bt+ ct2) = (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (−b− 3c)t2

΄Εστω P (t) = a+ bt+ ct2 ∈ R2[t]. Τότε : P (t) ∈ Ker(f) αν και µόνον αν :

f(P (t)) = 0 ⇐⇒ (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (−b− 3c)t2 = 0 + 0t+ 0t2 ⇐⇒

 a+ 3b+ 4c = 0
a+ 2c = 0
−b− 3c = 0
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Τότε b = −3c, a = −2c και άρα −2c + 3(−3c) + 4c = 0 −→ c = 0. Εποµένως έχουµε a = b = c = 0.

Συνεπώς ο πυρήνας της f είναι Ker(f) = {~0} και άρα η γραµµική απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός. Από

την εξίσωση των διαστάσεων έχουµε:

dimRR2[t] = dimR Ker f + dimR Im f =⇒ 3 = 0 + dimR Im f =⇒
{

dimR Im f = 3
Im f : υπόχωρος του R2[t]

=⇒ Im(f) = R2[t]

=⇒ f : επιµορφισµός

Εποµένως η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός. �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω f : E−→F µια γραµµική απεικόνιση. Αν r(f) = r, να δειχθεί ότι υπάρχουν γραµµικές

απεικονίσεις fi : E−→F, έτσι ώστε r(fi) = 1, 1 ≤ i ≤ r, και :

f = f1 + f2 + · · ·+ fr

Λύση. Επειδή r(f) = r, έπεται ότι dimK Im(f) = r και εποµένως υπάρχει µια ϐάση της εικόνας Im(f)
της µορφής B =

{
~e1, ~e2, · · · , ~er

}
. Τότε για κάθε ~x ∈ E ϑα έχουµε ότι υπάρχουν µοναδικά στοιχεία

4

λ1(~x), λ2(~x), · · · , λr(~x) από το σώµα K έτσι ώστε :

f(~x) = λ1(~x)~e1 + λ2(~x)~e2 + · · ·λr(~x)~er (∗)
Τότε, αν έχουµε ~y ∈ E και λ ∈ K, έπεται ότι :

f(~y) = λ1(~y)~e1 + λ2(~y)~e2 + · · ·λr(~y)~er

f(λ~x) = λf(~x) = λ
(
λ1(~x)~e1 + λ2(~x)~e2 + · · ·λr(~x)~er

)
= λλ1(~x)~e1 + λλ2(~x)~e2 + · · ·λλr(~x)~er

Τότε για το διάνυσµα ~x+ ~y, ϑα έχουµε

f(~x+ ~y) = λ1(~x+ ~y)~e1 + λ2(~x+ ~y)~e2 + · · ·λr(~x+ ~y)~er

Επειδή f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y) έπεται ότι :

λ1(~x+~y)~e1 +λ2(~x+~y)~e2 + · · ·λr(~x+~y)~er = λ1(~x)~e1 +λ2(~x)~e2 + · · ·λr(~x)~er +λ1(~y)~e1 +λ2(~y)~e2 + · · ·λr(~y)~er

δηλαδή

λ1(~x+~y)~e1 +λ2(~x+~y)~e2 + · · ·λr(~x+~y)~er =
(
λ1(~x) +λ1(~y)

)
~e1 +

(
λ2(~x) +λ2(~y)

)
~e2 + · · ·+

(
λr(~x) +λr(~y)

)
~er

Επειδή το σύνολο B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~er

}
είναι µια ϐάση της Im(f), έπεται ότι :

∀i = 1, 2, · · · , n : λi(~x+ ~y) = λi(~x) + λi(~y) (†)
Παρόµοια, για το διάνυσµα λ~x, ϑα έχουµε:

f(λ~x) = λ1(λ~x)~e1 + λ2(λ~x)~e2 + · · ·λr(λ~x)~er

και

λf(~x) = λλ1(~x)~e1 + λλ2(~x)~e2 + · · ·λλr(~x)~er

Επειδή f(λ~x) = λf(~x), έπεται ότι

λ1(λ~x)~e1 + λ2(λ~x)~e2 + · · ·λr(λ~x)~er = λλ1(~x)~e1 + λλ2(~x)~e2 + · · ·λλr(~x)~er

Επειδή το σύνολο B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~er

}
είναι µια ϐάση της Im(f), έπεται ότι :

∀i = 1, 2, · · · , n : λi(λ~x) = λλi(~x) (††)
Ορίζουµε απεικονίσεις

fi : E−→F, fi(~x) = λi(~x)~ei

Τότε για κάθε ~x, ~y ∈ E, για κάθε λ ∈ K όπως παραπάνω, και για κάθε i = 1, 2, · · · , r, χρησιµοποιώντας τις

σχέσεις (†) και (††), ϑα έχουµε:

fi(~x+ ~y) = λi(~x+ ~y)~ei =
(
λi(~x) + λi(~y)

)
~ei = λi(~x)~ei + λi(~y)~ei = fi(~x) + fi(~y)

4
Γράφουµε λi(~x) αντί λi για να τονίσουµε ότι τα στοιχεία αυτά εξαρτώνται µοναδικά από το διάνυσµα ~x.
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fi(λ~x) = λi(λ~x)~ei = λλi(~x)~ei = λfi(~x)

Εποµένως, για κάθε i = 1, 2, · · · , r, η απεικόνιση fi είναι γραµµική, και τότε, ∀~x ∈ E:(
f1 + f2 + · · ·+ fr

)
(~x) = f1(~x) + f2(~x) + · · ·+ fr(~x) = λ1(~x)~e1 + λ2(~x)~e2 + · · ·+ λr(~x)~er = f(~x)

Εποµένως f = f1 + f2 + · · ·+ fr.

Τέλος δείχνουµε ότι, ∀i = 1, 2, · · · , r: r(fi) = 1. Πράγµατι, ϑα έχουµε:

Im(fi) =
{
fi(~x) ∈ F | ~x ∈ E

}
=
{
λi(~x)~ei ∈ F | ~x ∈ E

}
⊆ 〈~ei 〉

Αν Im(fi) 6= 〈~ei 〉, τότε ϑα έχουµε dimK Im(fi) < dimK〈~ei 〉 = 1 και εποµένως dimK Im(fi) = 0. Ισοδύναµα

Im(fi) =
{
~0
}
, δηλαδή fi = 0. Τότε, f = f1 + · · · + fi−1 + fi+1 + · · · fr και άρα ∀~x ∈ E: f(~x) = λ1(~x)~e1 +

· · ·λi−1(~x)~ei−1 +λi+1(~x)~ei+1 +· · ·λr(~x)~er. Αυτό σηµαίνει ότι ο υπόχωρος Im(f) παράγεται από τα διανύσµατα

~e1, · · · , ~ei−1, ~ei+1, · · · , ~er και άρα r(f) = dimK Im(f) ≤ n − 1, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα Im(fi) = 〈~ei 〉 και
εποµένως r(fi) = dimK Im(fi) = dimK〈~ei 〉 = 1. �

΄Ασκηση 22. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Αν r(A) = r, να δειχθεί

ότι υπάρχουν πίνακες A1, A2, · · · , Ar ∈ Mm×n(K):

A = A1 +A2 + · · ·+Ar, όπου r(Ai) = 1, 1 ≤ i ≤ r

Λύση. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX

Είναι γνωστό από τη Θεωρία ότι r(fA) = r(A). Από την προηγούµενη ΄Ασκηση έπεται ότι υπάρχουν γραµµικές

απεικονίσεις f1, f2, · · · , f r : Kn−→Km έτσι ώστε

fA = f1 + f2 + · · ·+ f r, όπου r(f i) = 1, 1 ≤ i ≤ r

Γνωρίζουµε όµως ότι κάθε γραµµική απεικόνισηKn−→Km είναι της µορφήςX −→MX, όπουM ∈ Mm×n(K)
είναι κατάλληλος πίνακας. ΄Αρα υπάρχουν πίνακες A1, A2, · · · , Ar ∈ Mm×n(K):

f i = f iA, 1 ≤ i ≤ r και άρα fA = f1
A + f2

A + · · ·+ f rA

Αυτό σηµαίνει ότι, ∀X ∈ Kn:

fA(X) = (f1
A + f2

A + · · ·+ f rA)(X) =⇒ AX = A1X +A2X + · · ·+ArX = (A1 +A2 + · · ·+Ar)X

Θέτοντας διαδοχικά X = E1, E2, · · · , En, τα διανύσµατα της κανονικής ϐάσης του Kn, και χρησιµοποιώντας

ότι αν A είναι ένας m× n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, τότε AEi είναι η i-οστή στήλη του πίνακα A,

έπεται ότι

A = A1 +A2 + · · ·+Ar

και προφανώς r(Ai) = r(f iA) = r(f i) = 1, 1 ≤ i ≤ r. �

΄Ασκηση 23. ΄Εστω f, g : E−→F δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου οι K-διανυσµατικοί χώροι E και F έχουν

πεπερασµένη διάσταση, και λ ∈ K. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

r(λf) =

{
0, αν λ = 0

r(f), αν λ 6= 0

(2)

|r(f)− r(g)| ≤ r(f + g) ≤ r(f) + r(g)
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Λύση. (1) Αν λ = 0, τότε προφανώς λf είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση και τότε r(λf) = 0.
΄Εστω λ 6= 0. Τότε Im(λf) = Im(f). Πράγµατι, αν ~x ∈ Im(λf), τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε

(λf)(~x) = ~y, δηλαδή λf(~x) = ~y και άρα f(λ~x) = ~y. Αυτό σηµαίνει ότι ~y ∈ Im(f) και άρα Im(λf) ⊆
Im(f). Αντίστροφα, αν ~y ∈ Im(f), τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~y, και τότε, επειδή λ 6= 0: ~y =
f(λλ−1~x) = λf(λ−1~x) = (λf)(λ−1~x) ∈ Im(λf). Αυτό σηµαίνει ότι Im(f) ⊆ Im(λf). Συµπεραίνουµε

ότι : Im(f) = Im(λf) και εποµένως : r(f) = dimK Im(f) = dimK Im(λf) = r(λf).
(2) ∆είχνουµε πρώτα ότι : Im(f +g) ⊆ Im(f)+ Im(g). Πράγµατι, αν ~y ∈ Im(f +g), τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι

ώστε (f + g)(~x) = ~y και τότε ~y = (f + g)(~x) = f(~x) + g(~y) ∈ Im(f) + Im(g). Θεωρώντας διαστάσεις,

προκύπτει τότε ότι :

r(f + g) = dimK Im(f + g) ≤ dimK(Im(f) + Im(g)) =

= dimK Im(f) + dimK Im(g)− dimK(Im(f) ∩ Im(g)) ≤ dimK Im(f) + dimK Im(g) = r(f) + r(g)

Εποµένως :

r(f + g) ≤ r(f) + r(g) (†)
Επειδή f = (f + g) + (−g), εφαρµόζοντας την παραπάνω ανισότητα για τις απεικονίσεις f + g και −g
και λαµβάνοντας υπόψη ότι, σύµφωνα µε το µέρος (1), r(g) = r(−g), ϑα έχουµε:

r(f) = r
(
(f + g) + (−g)

)
≤ r(f + g) + r(g) =⇒ r(f)− r(g) ≤ r(f + g)

Παρόµοια, χρησιµοποιώντας ότι g = (f + g) + (−f) και r(f) = r(−f), ϑα έχουµε:

r(g) = r
(
(f + g) + (−f)

)
≤ r(f + g) + r(f) =⇒ r(g)− r(f) ≤ r(f + g)

Συνοψίζοντας δείξαµε ότι

|r(f)− r(g)| ≤ r(f + g) (††)
Από τις σχέσεις (†) και (††) προκύπτει το Ϲητούµενο. �

΄Ασκηση 24. ΄Εστω f : E−→F και g : F−→G δύο γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ διανυσµατικών χώρων πεπε-

ϱασµένης διάστασης. Να δειχθεί ότι :

(1) r(g ◦ f) ≤ r(g).
(2)

r(f)− r(g ◦ f) = dimK
(
Im(f) ∩ Ker(g)

)
Ιδιαίτερα : r(g ◦ f) ≤ r(f).

(3)

r(g ◦ f) ≤ min
{
r(f), r(g)

}
(4) Αν η g είναι µονοµορφισµός, τότε : r(f) = r(g ◦ f).
(5) Αν η f είναι επιµορφισµός, τότε : r(g) = r(g ◦ f).

Λύση. (1) Ισχύει ότι Im(g ◦ f) ⊆ Im(g). Πράγµατι, έστω ~y ∈ Im(g ◦ f). Τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε

(g ◦ f)(~x) = ~y, δηλαδή ~y = g(f(~x) ∈ Im(g). ’Αρα πράγµατι Im(g ◦ f) ⊆ Im(g). Θεωρώντας διαστάσεις,

έχουµε:

r(g ◦ f) = dimK Im(g ◦ f) ≤ dimK Im(g) = r(g)

(2) Από τις ϑεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστλασεων για τις γραµµικές απεικονίσεις f και g ◦ f , έχουµε:
dimK E = dimK Ker(f) + r(f) και dimK E = dimK Ker(g ◦ f) + r(g ◦ f)

Εποµένως :

r(f)− r(g ◦ f) = −dimK Ker(f) + dimK Ker(g ◦ f) (†)
Αν ~x ∈ Ker(g ◦ f), τότε g(f~x)) = ~0 και άρα f(~x) ∈ Ker(g). Αυτό µας επιτρέπει να ορίσουµε γραµµική

απεικόνιση

f ′ : Ker(g ◦ f)−→Ker(g), f ′(~x) = f(~x)

Θα δείξουµε ότι :

Ker(f) = Ker(f ′) και Im(f ′) = Im(f) ∩ Ker(g)
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(αʹ) Αν ~x ∈ Ker(f), τότε f(~x) = ~0 και άρα g(f(~x)) = ~0, δηλαδή ~x ∈ Ker(g ◦ f). ΄Ετσι Ker(f) ⊆
Ker(g ◦ f). Αν ~x ∈ Ker(f ′), τότε ~x ∈ Ker(g ◦ f) και f ′(~x) = f(~x) = ~0. ∆ηλαδή ~x ∈ Ker(f) και άρα

Ker(f ′) ⊆ Ker(f). Αντίστροφα, αν ~x ∈ Ker(f), τότε ~x ∈ Ker(g ◦ f) και f(~x) = f ′(~x) = ~0. ∆ηλαδή

~x ∈ Ker(f ′) και άρα Ker(f) ⊆ Ker(f ′). Συµπεραίνουµε ότι : Ker(f) = Ker(f ′).
(ϐʹ) ΄Εστω ~y ∈ Im(f ′). Τότε υπ0άρχει ~x ∈ Ker(g ◦ f) έτσι ώστε f ′(~x) = ~y. Τότε f(~x) = ~y και άρα

~y ∈ Im(f). Επιπλέον~0 = g(f(~x)) = g(~y), και άρα ~y ∈ Ker(g). Εποµένως Im(f ′) ⊆ Im(f)∩Ker(g).

Αντίστροφα, αν ~y ∈ Im(f) ∩ Ker(g), τότε g(~y) = ~0 και υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~y. Τότε

g(f(~x)) = g(~y) = ~0, δηλαδή ~x ∈ Ker(g ◦ f), και εποµένως f(~x) = f ′(~x) = ~y ∈ Im(f ′). ΄Ετσι

Im(f) ∩ Ker(g) ⊆ Im(f ′) και εποµένως συµπεραίνουµε ότι : Im(f ′) = Im(f) ∩ Ker(g).
Από τη Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την f ′:

Ker(g ◦ f) = dimK Ker(f ′) + dimK Im(f ′) =⇒ Ker(g ◦ f) = dimK Ker(f) + dimK
(
Im(f) ∩ Ker(g)

)
=⇒ −dimK Ker(f) + dimK Ker(g ◦ f) = dimK

(
Im(f) ∩ Ker(g)

)
(††)

Από τις σχέσεις (†) και (††), έπεται ότι : r(f)− r(g ◦ f) = dimK
(
Im(f)∩Ker(g)

)
. Ιδιαίτερα, έπεται ότι

r(f)− r(g ◦ f) ≥ 0, δηλαδή r(g ◦ f) ≤ r(f).
(3) Από τα µέρη (1) και (2), έπεται ότι : r(g ◦ f) ≤ min

{
r(f), r(g)

}
.

(4) Αν η g είναι µονοµορφισµός, τότε Ker(g) = {~0}, και άρα Im(f) ∩ Ker(g) = {~0}. Προφανώς τότε

0 = dimK
(
Im(f) ∩ Ker(g)

)
= r(f)− r(g ◦ f), δηλαδή r(f) = r(g ◦ f).

(5) Αν η f είναι επιµορφισµός, τότε Im(f) = F και εποµένως Im(f)∩Ker(g) = Ker(g). Ιδιαίτερα ϑα έχουµε

dimK Im(f) = r(f) = dimK F και Im(f) ∩ Ker(g) = Ker(g). Από τη σχέση του µέρους (2) προκύπτει

ότι :

r(f)− r(g ◦ f) = dimK Ker(g) = dimK F − r(g) =⇒ r(g ◦ f) = r(g) �

΄Ασκηση 25. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης

διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Υποθέτουµε ότι f2 = 0. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) Im(f) ⊆ Ker(f).
(2) dimK E ≤ 2 dimK Ker(f).
(3) dimK E = 2 dimK Ker(f) αν και µόνον αν Im(f) = Ker(f).
(4) Αν η διάσταση του E είναι περιττός αριθµός, τότε δεν υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : E−→E έτσι ώστε

Im(f) = Ker(f).
(5) ∆εν υπάρχει τετραγωνικός πίνακας A ∈ M2n+1(K) έτσι ώστε το σύνολο λύσεων του οµογενούς γραµµικού

συστήµατος (Σ) : AX = 0 να είναι το

Λ(Σ) =
{
AX ∈ K2n+1 | X ∈ K2n+1

}
Λύση. (1) Επειδή f2 = 0, δηλαδή f ◦ f = 0, έπεται ότι (f ◦ f)(~x) = ~0, δηλαδή f(f(~x)) = ~0, ∀~x ∈ E. Αυτό

σηµαίνει ότι, ∀~x ∈ E: f(~x) ∈ Ker(f). Αν τώρα ~y ∈ Im(f), τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε ~y = f(~x), και
άρα ~y ∈ Ker(f). Εποµένως Im(f) ⊆ Ker(f).

(2) Από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την f , έχουµε: dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f).
Επειδή από το µέρος (1) έχουµε Im(f) ⊆ Ker(f), προκύπτει ότι dimK Im(f) ≤ dimK Ker(f). ΄Αρα:

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f) ≤ dimK Ker(f) + dimK Ker(f) = 2 dimK Ker(f) =⇒

=⇒ dimK Ker(f) ≥ dimK E

2

(3) (αʹ) Αν dimK Ker(f) =
dimK E

2
, τότε από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την f , έχουµε:

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f) = 2 dimK Ker(f) =⇒ dimK Im(f) = dimK Ker(f)

Τότε : {
dimK Im(f) = dimK Ker(f)

Im(f) : υπόχωρος του Ker(f)
=⇒ Im(f) = Ker(f)
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(ϐʹ) Αν Im(f) = Ker(f), τότε προφανώς dimK Im(f) = dimK Ker(f) και τότε από την Θεµελιώδη

Εξίσωση ∆ιαστάσεων προκύπτει ότι :

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f) = 2 dimK Ker(f) =⇒ dimK Ker(f) =
dimK E

2

(4) Αν η διάσταση του E είναι περιττή και υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : E−→E έτσι ώστε Im(f) =

Ker(f), τότε ∀~x ∈ E έχουµε f(~x) ∈ Ker(f) και εποµένως, ∀~x ∈ E: f(f(~x)) = ~0. Αυτό σηµαίνει ότι

f2 = 0, και τότε από το µέρος (3) προκύπτει ότι dimK E = 2 dimK Ker(f) και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα

δεν υπάρχει τέτοια γραµµική απεικόνιση.

(5) Θεωρούµε τη γραµµική αεπικόνιση

fA : K2n+1−→K2n+1, fA(X) = AX

Προφανώς

Ker(fA) = Λ(Σ) και Im(fA) =
{
AX ∈ K2n+1 | X ∈ K2n+1

}
και τότε το συµπέρασµα προκύπτει από το µέρος (4) διότι η διάσταση 2n + 1 του K-διανυσµατικού

χώρου K2n+1 είναι περιττός αριθµός. �

΄Ασκηση 26. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης

διάστασης υπεράνω ενός σωµατος K. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Im(f) = Im(f2).
(2) dimK Im(f) = dimK Im(f2).
(3) Ker(f) = Ker(f2).
(4) dimK Ker(f) = dimK Ker(f2).
(5) E = Ker(f) + Im(f).

(6) Ker(f) ∩ Im(f) = {~0}.
Αν ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε :

E = Ker(f)⊕ Im(f)

Λύση. ∆είχνουµε πρώτα ότι :

Im(f2) ⊆ Im(f) και Ker(f) ⊆ Ker(f2) (†)
Πράγµατι, αν ~y ∈ Im(f2), τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε : ~y = f2(~x). Επειδή f2(~x) = f(f(~x)) ∈ Im(f),

έχουµε ότι ~y ∈ Im(f) και εποµένως : Im(f2) ⊆ Im(f). Παρόµοια, έστω ~x ∈ Ker(f) και άρα f(~x) = ~0. Τότε

f(f(~x)) = f(~0) = ~0, και άρα f2(~x) = ~0, δηλαδή ~x ∈ Ker(f2). Αυτό σηµαίνει ότι Ker(f) ⊆ Ker(f2).

(i) (1)⇐⇒ (2) Προφανώς αν Im(f) = Im(f2), τότε dimK Im(f) = dimK Im(f2).
Αντίστροφα, έστω dimK Im(f) = dimK Im(f2). Επειδή, από τη σχέση (†), ο Im(f2) είναι υπόχωρος

του Im(f) προκύπτει ότι Im(f2) = Im(f).
(ii) (3)⇐⇒ (4) Παρόµοια, αν Ker(f) = Ker(f2), τότε dimK Ker(f) = dimK Ker(f2).

Αντίστροφα, αν dimK Ker(f) = dimK Ker(f2), τότε επειδή ο Ker(f) είναι υπόχωρος του Ker(f2), ϑα
έχουµε ότι : Ker(f) = Ker(f2

.

(iii) (2)⇐⇒ (4) Θεωρούµε τις Θεµελιώδεις Εξισώσεις ∆ιαστάσεων για τις γραµµικές απεικονίσεις f και f2
:

dimK E = dimK Ker(f) + dimK Im(f)

dimK E = dimK Ker(f2) + dimK Im(f2)

από τις οποίες προκύπτει ότι :

dimK Im(f)− dimK Im(f2) = dimK Ker(f2)− dimK Ker(f)

Η τελευταία σχέση δείχνει άµεσα ότι η συνθήκη (2) είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη (4).

Μέχρι τώρα έχουµε δείξει ότι οι τέσσερις πρώτες συνθήκες είναι ισοδύναµες.
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(v) (3)⇐⇒ (6) ΄Εστω ότι Ker(f)∩ Im(f) = {~0}, και έστω ~x ∈ Ker(f2), και άρα f2(~x) = ~0. Τότε f(f(~x)) = ~0

και άρα f(~x) ∈ Ker(f). Επειδή προφανώς f(~x) ∈ Im(f), έπεται ότι f(~x) ∈ Ker(f)∩ Im(f) = {~0}. ΄Αρα

f(~x) = ~0 και αυτό σηµαίνει ότι x ∈ Ker(f). ΄Ετσι δείξαµε ότι Ker(f2) ⊆ Ker(f) και εποµένως από την

(†) προκύπτει ότι Ker(f2) = Ker(f).

Αντίστροφα, έστω ότι Ker(f2) = Ker(f), και έστω ~x ∈ Ker(f) ∩ Im(f). Τότε f(~x) = ~0 και υπάρχει

~y ∈ E έτσι ώστε ~x = f(~y). Τότε : ~0 = f(~x) = f(f(~y)) και άρα ~y ∈ Ker(f2). Επειδή Ker(f2) = Ker(f),

προκύπτει ότι ~y ∈ Ker(f), δηλαδή ~x = f(~y) = ~0. ΄Αρα Ker(f) ∩ Im(f) = {~0}.
(iv) (1)⇐⇒ (5) Υποθέτουµε ότι : Im(f) = Im(f2). ΄Εστω ~x ∈ E. Τότε f(~x) ∈ Im(f) και τότε f(~x) ∈ Im(f2).

Εποµένως υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε f2(~y) = f(~x). Τότε :

f2(~y) = f(~x) =⇒ f2(~y)− f(~x) = ~0 =⇒ f
(
f(~y)− ~x

)
= ~0 =⇒ f(~y)− ~x ∈ Ker(f)

Θέτοντας ~z = f(~y)− ~x ∈ Ker(f), έπεται ότι :

~x = ~z + f(~y), όπου ~z ∈ Ker(f) και f(~y) ∈ Im(f)

΄Ετσι δείξαµε ότι κάθε διάνυσµα του E γράφεται ως άθροισµα ενός διανύσµατος του Ker(f) και ενός

διανύσµατος του Im(f). Εποµένως : E = Ker(f) + Im(f).
Αντίστροφα, έστω E = Ker(f) + Im(f) και έστω ~y ∈ Im(f). Τότε υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε ~y = f(~x).

Επειδή E = Ker(f) + Im(f), έπεται ότι υπάρχουν διανύσµατα ~z ∈ Ker(f) και ~w ∈ Im(f), και άρα

~w = f(~ω) για κάποιο διάνυσµα ~ω ∈ E, έτσι ώστε : ~x = ~z + f(~ω). Τότε ~y = f(~x) = f(~z) + f(f(~ω)) =
f2(~ω) ∈ Im(f2). Εποµένως Im(f) ⊆ Im(f2) και τότε, λόγω της (†), έχουµε: Im(f) = Im(f2).

Αν µία από τις ισοδύναµες συνθήκες (1)-(6) είναι αληθής, τότε από τις (5) και (6) προκύπτει ότι :

E = Ker(f)⊕ Im(f) �

Παρατήρηση 4. (1) Τετριµµένο παράδειγµα απεικονίσεων οι οποίες ικανοποιούν τις ισοδύναµες συνθήκες

της ΄Ασκησης 26 είναι οι απεικονίσεις f : E−→E έτσι ώστε f2 = f . Αυτές οι απεικονίσεις καλούνται

προβολές. Αν η απεικόνιση f είναι προβολή, τότε και η απεικόνιση IdE − f είναι προβολή, και ισχύει :

Ker(IdE − f) = Im(f) και Im(IdE − f) = Ker(f)

Αν m ≤ n, τότε η απεικόνιση

f : Kn−→Kn, f(x1, x2, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xm)

είναι προβολή. Τα παραπάνω να δειχθούν σαν ΄Ασκηση.

(2) Προσεκτική παρατήρηση της απόδειξης της παραπάνω ΄Ασκησης δείχνει ότι αν εξαιρέσουµε τις συνθήκες

(2) και (4), τότε το συµπέρασµα της ΄Ασκησης 26 ισχύει και για διανυσµατικούς χώρους άπειρης διάστασης.

΄Ασκηση 27. ΄Εστω f, g : E−→E δύο γραµµικές απεικόνισεις, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερα-

σµένης διάστασης υπεράνω ενός σωµατος K. Να δειχθεί ότι :

f ◦ g = IdE =⇒ g ◦ f = IdE

Ισχύει το συµπέρασµα αν ο διανυσµατικός χώρος έχει άπειρη διάσταση ;

Λύση. ΄Εστω dimK E = n <∞ και έστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του E. Θεωρούµε το σύνολο

g(B) =
{
g(~e1), g(~e2), · · · , g(~en)

}
Θα δείξουµε ότι το σύνολο g(B) είναι µια ϐάση του E.

΄Εστω λ1, λ2, · · · , λn ∈ K και έστω λ1g(~e1) + λ2g(~e2) + · · · + λng(~en) = ~0. Εφαρµόζοντας τη γραµµική

απεικόνιση f και χρησιµοποιώντας ότι f ◦ g = IdE, έχουµε:

λ1g(~e1) + λ2g(~e2) + · · ·+ λng(~en) = ~0 =⇒ f
(
λ1g(~e1) + λ2g(~e2) + · · ·+ λng(~en)

)
= f(~0) =⇒

=⇒ λ1f(g(~e1)) + λ2f(g(~e2)) + · · ·+ λnf(g(~en)) = ~0 =⇒ λ1~e1 + λ2~e2 + · · ·+ λn~en = ~0 =⇒
=⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0
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΄Αρα το σύνολο g(B) είναι γραµµικά ανεξάρτητο και επειδή |g(B)| = n = dimK E, έπεται ότι το σύνολο g(B)
είναι ϐάση του E.

Ιδιαίτερα αυτό σηµαίνει ότι η γραµµική απεικόνιση g στέλνει ϐάσεις σε ϐάσεις και άρα από την ΄Ασκηση 11

έπεται ότι η g είναι ισοµορφισµός, δηλαδή υπάρχει η αντίτροφή της γραµµική απεικόνιση g−1 : E−→E. Τότε

f ◦ g = IdE =⇒ (f ◦ g) ◦ g−1 = IdE ◦ g−1 =⇒ f ◦ (g ◦ g−1) = g−1 =⇒ f ◦ IdE = g−1 =⇒ f = g−1

και άρα: g ◦ f = IdE.

∆ιαφορετικά : (Χωρίς τη χρήση της ΄Ασκησης 11) ΄Εστω ~y ∈ E. Επειδή το σύνολο g(B) είναι ϐάση του E, έπεται

ότι υπάρχουν κ1, κ2, · · · , κn ∈ K έτσι ώστε : ~y = κ1g(~e1) + κ2g(~e2) + · · ·+ κng(~en) και τότε :

~y = κ1g(~e1) + κ2g(~e2) + · · ·+ κng(~en) = g(κ1~e1 + κ2~e2 + · · ·+ κn~en)

Αυτό σηµαίνει ότι η απεικόνιση g είναι «επί». Αν ~x ∈ Ker(g), τότε g(~x) = ~0 και ϑα έχουµε:

g(~x) = ~0 =⇒ f(g(~x)) = f(~0) =⇒ (f ◦ g)(~x) = ~0 =⇒ IdE(~x) = ~0 =⇒ ~x = ~0

΄Αρα Ker(g) = {~0} και αυτό σηµαίνει ότι η g είναι ισοµορφισµός. Τότε όπως και παραπάνω f = g−1
και

εποµένως g ◦ f = IdE.

Θεωρούµε τον K-διανυσµατικό χώρο A(K) των ακολουθιών µε στοιχεία από το σώµα K:

A(K) =
{
a = (an)n≥0 | an ∈ K, ∀n ≥ 0

}
όπου οι πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ορίζονται ως εξής, ∀a = (an)n≥0, b = (bn)n≥0 ∈
A(K), ∀λ ∈ K:

a + b = c, όπου c = (cn)n≥0, και cn = an + bn, ∀n ≥ 0

λ · a = c, όπου c = (cn)n≥0, και cn = λan, ∀n ≥ 0

Ο K-διανυσµατικός χώρος A(K) έχει άπειρη διάσταση. Πράγµατι, αν dimK E = n < ∞, τότε κάθε σύνολο

διανυσµάτων τουA(K) µε περισσότερα από n το πλήθος στοιχεία οφείλει να είναι γραµµικά εξαρτηµένο. ΄Οµως

το σύνολο των n+ 1 το πλήθος ακολουθιών :

a0 = (1, 0, 0, · · · , 0, · · · ), a1 = (0, 1, 0, · · · , 0, · · · ), a2 = (0, 0, 1, · · · , 0, · · · ), · · · , an = (0, 0, 0, · · · , 1, · · · )

δηλαδή κάθε στοιχείο της ακολουθίας ak έχει το 1 στην k ϑέση και παντού αλλού µηδέν, 0 ≤ k ≤ n, είναι

προφανώς γραµµικά ανεξάρτητο. Εποµένως dimKA(K) =∞.

Θεωρούµε τις απεικονίσεις :

g : A(K)−→A(K), g(a0, a1, a2, · · · ) = (0, a0, a1, a2, · · · )

f : A(K)−→A(K), f(a0, a1, a2, · · · ) = (a1, a2, a3, · · · )
οι οποίες εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι γραµµικές. Τότε, ∀a = (a0, a1, a2, · · · ) ∈ A(K):

(f ◦ g)(a0, a1, a2, · · · ) = f
(
g(a0, a1, a2, · · · )

)
= f(0, a0, a1, a2, · · · ) = (a0, a1, a2, · · · ) =⇒ f ◦ g = IdA(K)

(g ◦ f)(a0, a1, a2, · · · ) = g
(
f(a0, a1, a2, · · · )

)
= g(a1, a2, a3, · · · ) = (0, a1, a2, a3, · · · ) =⇒ g ◦ f 6= IdA(K)

Εποµένως το συµπέρασµα του πρώτου µέρους της ΄Ασκησης δεν ισχύει για διανυσµατικούς χώρους άπειρης

διάστασης. �

Το αποτέλεσµα της επόµενης άσκησης µας είναι γνωστό από τη ϑεωρία πινάκων και οριζουσών. Εδώ Ϲητείται

να αποδειχθεί ο ισχυρισµός µε χρήση γραµµικών απεικονίσεων.

΄Ασκηση 28. Θεωρούµε δύο n×n πίνακεςA καιB µε στοιχεία από ένα σώµαK. Να δειχθεί, µε χρήση γραµµικών

απεικονίσεων, ότι :

AB = In =⇒ BA = In
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Λύση. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX και fB : Kn−→Kn, fB(X) = BX

Χρησιµοποιώντας ότι AB = In, ϑα έχουµε:

∀X ∈ Kn : (fA◦fB)(X) = fA(fB)(X)) = fA(BX) = A(BX) = (AB)X = InX = X =⇒ fA◦fB = IdKn

Από την ΄Ασκηση 27 έπεται ότι fB ◦ fA = IdKn . Εποµένως η γραµµική απεικόνιση fA είναι ισοµορφισµός µε

αντίστροφη την fB. Επειδή προφανώς

fA ◦ fB = fAB και fB ◦ fA = fBA (†)
ϑα έχουµε

fAB = IdKn = fBA

΄Εστω B =
{
E1, E2, · · · , En

}
η κανονική ϐάση του Kn, δηλαδή E1 =


1
0
.
.
.

0

, E2 =


0
1
.
.
.

0

, · · · , En =


0
0
.
.
.

1

.

Επειδή

∀C ∈ Mn(K) : fC(Ei) = CEi = η i-στήλη του πίνακα C

από τη σχέση (†) ϑα έχουµε, ∀i = 1, 2, · · · , n:
fBA = IdKn =⇒ fBA(Ei) = IdKn(Ei) =⇒ (BA)Ei = η i-στήλη του πίνακα In =⇒

=⇒ η i-στήλη του πίνακα BA = η i-στήλη του πίνακα In

Αυτό σηµαίνει ότι οι πίνακες BA και In είναι ίσοι : BA = In. �

΄Ασκηση 29. ΄Εστω f : E−→F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύK-διανυσµατικών χώρων πεπερασµενης διάστα-

σης. Να δειχθούν τα εξής :

(1) Η f είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : F−→E έτσι ώστε :

g ◦ f = IdE

(2) Η f είναι επιµορφισµός αν και µόνον αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση h : F−→E έτσι ώστε :

f ◦ h = IdF

Λύση. (1) ‘‘⇐=’’ ΄Εστω ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : F−→E έτσι ώστε : g ◦ f = IdE. Αν ~x ∈ Ker(f),
τότε ϑα έχουµε:

~x ∈ Ker(f) =⇒ f(~x) = ~0 =⇒ g(f(~x)) = g(~0) =⇒ (g ◦ f)(~x) = ~0 =⇒ IdE(~x) = ~0 =⇒ ~x = ~0

Εποµένως Ker(f) =
{
~0
}

και άρα η γραµµική απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός.

‘‘=⇒’’ Υποθέτουµε ότι η f είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω B′ =
{
~e1, ~e2, · · · , ~er

}
µια ϐάση της εικόνας

Im(f), την οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~er, ~er+1, · · · , ~em

}
του F. Θέτουµε V =〈

~er+1, ~er+2, · · · , ~em
〉
, ϑα έχουµε προφανώς:

F = Im(f)⊕ V

Εποµένως κάθε διάνυσµα ~y ∈ F γράφεται µοναδαικά ως

~y = f(~x) + ~v, όπου ~x ∈ E & ~v ∈ V

Επειδή η f είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι το διάνυσµα ~x στην παραπάνω σχέση είναι µοναδικό. Πράγµατι

αν

~y = f(~x) + ~v = f(~x ′) + ~v ′, όπου ~x, ~x ′ ∈ E & ~v,~v ′ ∈ V

τότε ϑα έχουµε

~v = ~v ′ & f(~x) = f(~x ′) =⇒ ~x = ~x ′
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Τότε µπορούµε να ορίσουµε απεικόνιση

g : F−→E, g(~y) = το µοναδικό διάνυσµα ~x ∈ E έτσι ώστε ~y = f(~x) + ~v, όπου ~x ∈ E & ~v ∈ V

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση g είναι γραµµική: έστω ~y, ~y1, ~y2 ∈ F και λ ∈ K. Τότε ϑα έχουµε ότι υπάρχουν

~x, ~x ′, ~x1, ~x2 ∈ E και ~v,~v ′, ~v1, ~v2 ∈ V έτσι ώστε :

~y1 = f(~x1) + ~v1, ~y2 = f(~x2) + ~v2, ~y1 + ~y2 = f(~x) + ~v, λ~y = f(~x ′) + ~v ′

Τότε εξ΄ ορισµού ϑα έχουµε:

g(~y1) = ~x1, g(~y2) = ~x2, g(~y1 + ~y2) = ~x, g(λ~y) = ~x ′

και τότε :

g(~y1) + g(~y2) = x1 + x2 και λg(~y) = λ~x

Εποµένως για να είναι η g γραµµική ϑα πρέπει να ισχύει ότι : ~x1 + ~x2 = ~x και λ~x = ~x ′. Θα έχουµε

~y1 + ~y2 =

{
f(~x) + ~v

f(~x1) + ~v1 + f(~x2 + ~v2 = f(~x1 + ~x2) + ~v1 + ~v2
, όπου ~v,~v1, ~v2 ∈ V & ~x, ~x1, ~x2 ∈ E

Επειδή έχουµε ένα ευθύ άθροισµα F = Im(f) ⊕ V, από την µοναδικότητα της γραφής έπεται ότι f(~x) =
f(~x1 + ~x2) και εποµένως, επειδή η f είναι µονονοµορφισµός, ϑα έχουµε ότι ~x = ~x1 + ~x2. Παρόµοια :

λ~y =

{
f(~x ′) + ~v ′

λf(~x) + λ~v = f(λ~x) + λ~v, όπου ~v,~v ′ ∈ V & ~x, ~x ′ ∈ E

Επειδή έχουµε ένα ευθύ άθροισµα F = Im(f)⊕V, από την µοναδικότητα της γραφής έπεται ότι f(λ~x) = f(~x ′)
και εποµένως, επειδή η f είναι µονονοµορφισµός, ϑα έχουµε ότι ~x ′ = λ~x. ΄Αρα g(~y1 + ~y2) = g(~y1) + g(~y2) και

g(λ~y) = λg(~y), και εποµένως η απεικόνιση g είναι γραµµική.

΄Εστω ~x ∈ E και ϑεωρούµε το διάνυσµα ~y = f(~x), δηλαδή έχουµε ~v = ~0. Τότε από τον ορισµό της g έπεται

ότι g(~y) = g(f(~x)) = ~x. Αυτό σηµαίνει ότι g ◦ f = IdE.

(2) ‘‘⇐=’’ ΄Εστω ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση h : F−→E έτσι ώστε : f ◦ h = IdF. Τότε για κάθε ~y ∈ F,

ϑα έχουµε:

~y = IdF(~y) = (f ◦ h)(~y) = f(h(~y))

Αυτό σηµαίνει ότι Im(f) = F και άρα η f είναι επιµορφισµός.

‘‘=⇒’’ Υποθέτουµε ότι η f είναι επιµορφισµός. ΄Εστω B′ =
{
~e1, ~e2, · · · , ~ek

}
µια ϐάση του πυρήναKer(f), την

οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάσηB =
{
~e1, ~e2, · · · , ~ek, ~ek+1, · · · , ~en

}
του E. ΘέτουµεU =

〈
~ek+1, ~ek+2, · · · , ~en

〉
,

ϑα έχουµε προφανώς:

E = Ker(f)⊕ U

Εποµένως κάθε διάνυσµα ~x ∈ E γράφεται µοναδικά ως

~x = ~z + ~u, όπου ~z ∈ Ker(f) & ~u ∈ U

Θεωρούµε την απεικόνιση

f ′ : U−→F, f ′(~u) = f(~u)

η οποία είναι προφανώς γραµµική. Τότε η f ′ είναι επιµορφισµός διότι αν ~y ∈ F, τότε, επειδή η f είναι

επιµορφισµός, υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~y. ΄Οµως ~x = ~z+~u, όπου ~z ∈ Ker(f) και ~u ∈ U, και εποµένως

~y = f(~x) = f(~z + ~u) = f(~z) + f(~u) = f ′(~u)

΄Αρα πράγµατι η f ′ είναι επιµορφισµός. Αν ~u ∈ U και f ′(~u) = ~0, τότε f(~u) = ~0 και άρα ~u ∈ Ker(f) ∩ U.

Επειδή έχουµε το ευθύ άθροισµα E = Ker(f) ⊕ U, έπεται ότι Ker(f) ∩ U =
{
~0
}
, και άρα ~u = ~0. Εποµένως

η γραµµική απεικόνιση f ′ είναι και µονοµορφισµός, δηλαδή η f ′ είναι ισοµορφισµός. Αυτό σηµαίνει ότι για

κάθε ~y ∈ F, υπάρχει µοναδικό διάνυσµα ~y ∈ U έτσι ώστε f ′(~u) = f(~u) = ~y.

Τότε µπορούµε να ορίσουµε απεικόνιση

h : F−→E, h(~y) = το µοναδικό διάνυσµα ~u ∈ E έτσι ώστε ~y = f(~u), όπου ~u ∈ U

Αν ~y ∈ F, και h(~y) = ~u, όπου f(~u) = ~y, τότε (f ◦ h)(~y) = f(h(~y)) = f(~u) = ~y. Εποµένως f ◦ h = IdF.
Μένει να δείξουµε ότη απεικόνιση h είναι γραµική. Αυτό προκύπτει ως εξής : η απεικόνιση f ′ είναι προφανώς
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η σύνθεση της κανονικής έγκλεισης ι : U−→E, ι(~u) = ~u, και της f : E−→F, δηλαδή f ′ = f ◦ ι. Επειδή η

f ′ είναι ισοµορφισµός, η αντίστροφή της (f ′)−1 = (f ◦ ι)−1 : F−→U είναι επίσης ισοµορφισµός και ιδιαίτερα

είναι γραµµική. Προφανώς ϑα έχουµε ότι η h είναι σύνθεση του ισοµορφισµού (f ′)−1 = (f ◦ ι)−1 : F−→U

και της κανονικής έγκλεισης ι : U−→E, δηλαδή h = ι◦ (ι◦f)−1 : F−→E, και η h είναι γραµµική ως συνθεση

γραµµικών απεικονίσεων. �

΄Ασκηση 30. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) και ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

fA : Kn−→Km, fA(X) = AX

Να δειχθεί ότι :

(1) r(A) = n αν και µόνον αν η fA είναι µονοµορφισµός.

(2) r(A) = m αν και µόνον αν η fA είναι επιµορφισµός.

(3) r(A) = n αν και µόνον αν υπάρχει πίνακας B ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : BA = In.
(4) r(A) = m αν και µόνον αν υπάρχει πίνακας C ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : AC = Im.

Λύση. Υπενθυµίζουµε τη ϑεµελιώδη εξίσωση διαστάσεων για τη γραµµική απεικόνιση fA και χρησιµοποιούµε

ότι : dimK Im(fA) = r(fA) = r(A):

dimKKn = dimK Ker(fA) + r(fA) =⇒ n = dimK Ker(fA) + r(A) (∗)
(1) Αν r(A) = n, τότε από την (∗) προκύτει ότι dimK Ker(fA) = 0, δηλαδή Ker(fA) =

{
~0
}

και εποµένως

η fA είναι µονοµορφισµός. Αντίστροφα, αν η fA είναι µονοµορφισµός, τότε Ker(fA) =
{
~0
}

και άρα

dimK Ker(fA) = 0. Από την (∗) έπεται τότε ότι r(A) = n.
(2) Αν r(A) = m, τότε dimK Im(fA) = r(fA) = r(A) = m και επειδή η Im(fA) είναι υπόχωρος του Km,

έπεται ότι Im(fA) = Km και άρα η fA είναι επιµορφισµός. Αντίστροφα, αν η fA είναι επιµορφισµός,

τότε Im(fA) = Km και εποµένως dimK Im(fA) = r(fA) = r(A) = dimKKm = m.

(3) Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 29, η γραµµική απεικόνιση fA είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν υπάρχει

γραµµική απεικόνιση g : Km−→Kn έτσι ώστε g◦fA = IdKn . ΄Εστω ότι η τελευταία σχέση ισχύει. Επειδή

κάθε γραµµική απεικόνιση g : Km−→Kn είναι της µορφής g = fB για κατάλληλο n ×m πίνακα B,

ϑα έχουµε: fB ◦ fA = IdKn . Επειδή προφανώς fB ◦ fA = fBA, ϑα έχουµε fBA = IdKn , δηλαδή

fBA(X) = X, ∀X ∈ Kn. Επειδή

∀C ∈ Mn(K) : fC(Ei) = CEi = η i-στήλη του πίνακα C

ϑα έχουµε ότι η i-στήλη του BA είναι ίση µε τη i-στήλη του In, και εποµένως ϑα έχουµε BA = In.
Αντίστροφα, αν υπάρχει n × m πίνακας B έτσι ώστε BA = In, τότε ϑα έχουµε fB ◦ fA = fBA =
fIn = IdKn . Εποµένως δείξαµε ότι : η γραµµική απεικόνιση fA είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν

υπάρχει n×m πίνακας B έτσι ώστε BA = In. Από το µέρος (1) τότε προκύπτει ότι : r(A) = n αν και

µόνον αν υπάρχει πίνακας B ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : BA = In.
(4) Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 29, η γραµµική απεικόνιση fA είναι επιµορφισµός αν και µόνον αν υπάρχει

γραµµική απεικόνιση h : Km−→Kn έτσι ώστε fA ◦ h = IdKm . ΄Εστω ότι η τελευταία σχέση ισχύει.

Επειδή κάθε γραµµική απεικόνιση h : Km−→Kn είναι της µορφής h = fC για κατάλληλο n × m
πίνακα C, ϑα έχουµε: fA ◦ fC = IdKm . Επειδή προφανώς fA ◦ fC = fAC , ϑα έχουµε fAC = IdKm ,

δηλαδή fAC(X) = X, ∀X ∈ Km. Επειδή

∀D ∈ Mm(K) : fD(Ei) = DEi = η i-στήλη του πίνακα D

ϑα έχουµε ότι η i-στήλη του AC είναι ίση µε τη i-στήλη του Im, και εποµένως ϑα έχουµε BA = In.
Αντίστροφα, αν υπάρχει n×m πίνακας B έτσι ώστε BA = Im, τότε ϑα έχουµε fA ◦ fC = fAC = fIm =
IdKm . Εποµένως δείξαµε ότι : η γραµµική απεικόνιση fA είναι επιµορφισµός αν και µόνον αν υπάρχει

n ×m πίνακας C έτσι ώστε AC = Im. Από το µέρος (2) τότε προκύπτει ότι : r(A) = m αν και µόνον

αν υπάρχει πίνακας C ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : AC = Im. �

΄Ασκηση 31. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K.

(1) Να δειχθεί ότι κάθε µη-µηδενική γραµµική απεικόνιση f : K −→ E είναι µονοµορφισµός.
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(2) Να δειχθεί ότι κάθε µη-µηδενική γραµµική απεικόνιση f : E −→ K είναι επιµορφισµός.

Λύση. Χρησιµοποιούµε ότι ο K-διανυσµατικός χώρος K έχει ακριβώς δύο υπόχωρους : τον µηδενικό υπόχωρο

{0} και τον εαυτό του K.

(1) Επειδή η γραµµική απεικόνιση f είναι µη-µηδενική, έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο k ∈ K έτσι

ώστε f(k) 6= ~0. Αναγκαστικά τότε k 6= 0 (διότι f(0) = ~0 λόγω γραµµικότητας) και k /∈ Ker(f). ΄Αρα

Ker(f) 6= K. Επειδή ο πυρήνας της f είναι υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου K, αναγκαστικά

ϑα έχουµε Ker(f) = {0}, δηλαδή η απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός.

(2) Επειδή η γραµµική απεικόνιση f είναι µη-µηδενική, έπεται ότι υπάρχει ένα διάνυσµα ~x ∈ E έτσι

ώστε f(~x) 6= 0 = ~0K και εποµένως Im(f) 6= {~0K}. Επειδή ο K-διανυσµατικός χώρος K έχει ως

υπόχωρους µόνο τον µηδενικό υπόχωρο και τον εαυτό του, έπεται ότι Im(f) = K, και αρα η f είναι

επιµορφισµός. �

΄Ασκηση 32. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης n υπεράνω ενός σώµατος K και έστω

φ : E−→K µια µη-µηδενική γραµµική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E έτσι

ώστε :

∀~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ∈ E : φ(~x) = x1

Λύση. Επειδή η γραµµική απεικόνιση φ είναι µη-µηδενική, από την ΄Ασκηση 31 έπεται ότι η απεικόνιση φ
είναι επιµορφισµός, δηλαδή Im(f) = K. Τότε από την εξίσωση διαστάσεων προκύπτει ότι dimK Ker(φ) =
dimK E−dimK Im(f) = n− 1. Θεωρούµε µια ϐάση

{
~e2, ~e3, · · · , ~en

}
του Ker(f) την οποία συµπληρώνουµε σε

µια ϐάση B′ =
{
~ε,~e2, · · · , ~en

}
του E. Προφανώς φ(~ε 6= 0 διότι διαφορετικά ϑα είχαµε ~ε ∈ Ker(f) και το ~ε ϑα

ήταν γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης

{
~e2, ~e3, · · · , ~en

}
του Ker(f) και αυτό είναι άτοπο διότι εκ κατασκευής

το σύνολο B′ =
{
~ε,~e2, · · · , ~en

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Θέτουµε

~e1 =
1

φ(~ε)
~ε

Τότε

φ(~e1) = φ

(
1

φ(~ε )
~ε

)
=

1

φ(~ε )
φ(~ε ) = 1

Προφανώς το σύνολο B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι µια ϐάση του E. Χρησιµοποιώντας ότι φ(~ei) = 0, 2 ≤ i ≤ n

και φ(~e1) = 1, για κάθε διάνυσµα ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ϑα έχουµε:

φ(~x) = φ(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1φ(~e1) + x2φ(~e2) + · · ·+ xnφ(~en) = x1 �

΄Ασκηση 33. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και έστω

ϕ,ψ : E−→K δύο γραµµικές απεικονίσεις. Αν Ker(φ) = Ker(ψ), να δειχθεί ότι υπάρχει λ ∈ K έτσι ώστε :

ϕ = λψ

Λύση. Αν η φ είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση, τότε Ker(φ) = E και άρα Ker(ψ) = E, δηλαδή και η ψ
είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση. Τότε προφανώς ϑα έχουµε φ = ψ και µπορούµε να διαλέξουµε λ = 1.

΄Εστω ότι η φ, άρα και η ψ, δεν είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση. Τότε από την ΄Ασκηση 31 έπεται ότι

οι φ και ψ είναι επιµορφισµοί και dimK Ker(f) = n − 1 = dimK Ker(ψ). ΄Εστω

{
~e1, ~e2, · · · , ~en−1

}
µια ϐάση

του Ker(φ) = Ker(ψ), την οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάση B =
{
~e1, ~e2, ~e3, · · · , ~en

}
του E. Τα διανύσµατα

φ(~en) και ψ(~en) είναι µη-µηδενικά (διότι διαφορετικά ϑα ανήκαν στους πυρήνες των φ και ψ το οποίο είναι

άτοπο εκ΄ κατασκευής). Θέτουµε

λ =
φ(~en)

ψ(~en)

Τότε για κάθε διάνυσµα ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ϑα έχουµε:

φ(~x) = φ(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1φ(~e1) + x2φ(~e2) + · · ·+ xnφ(~en) = xnφ(~en)
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ψ(~x) = ψ(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1ψ(~e1) + x2ψ(~e2) + · · ·+ xnψ(~en) = xnψ(~en)

Εποµένως, ∀~x ∈ E:

φ(~x) = xnφ(~en) = xnλψ(~en) = λxnψ(~en) = λψ(~x)

Αυτό σηµαίνει ότι φ = λψ. �

΄Ασκηση 34. ΄Εστω f, g : E −→ K δύο µη µηδενικές γραµµικές απεικονίσεις, όπου E είναι ένας διανυσµατικός

χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Ορίζουµε µια νέα απεικόνιση ως εξής :

h : E −→ K2, ~x 7−→ h(~x) :=
(
f(~x), g(~x)

)
Να δείξετε τα ακόλουθα:

(1) Η απεικόνιση h είναι γραµµική.

(2) Ker(h) = Ker(f) ∩ Ker(g).
(3) Im(h) = K2

(δηλαδή η h είναι επιµορφισµός) αν και µόνον αν Ker(f) + Ker(g) = E.

(4) Η h είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν E = Ker(f)⊕ Ker(g).

Λύση. Από την ΄Ασκηση 31, έπεται ότι κάθε µη-µηδενική γραµµική απεικόνιση f : E −→ K είναι επι-

µορφισµός. Επειδή οι f , g είναι µη-µηδενικές, από το (1) έπεται ότι οι f , g είναι επιµορφισµοί. ΄Ετσι

Im(f) = K = Im(g) και άρα: dimK Im(f) = 1 = dimK Im(g). Από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων

για τις f και g ϑα έχουµε:

dimK E = dimK Ker(f) + 1 και dimK E = dimK Ker(g) + 1

και εποµένως αν ϑέσουµε dimK E := n, ϑα έχουµε:

dimK Ker(f) = n− 1 = dimK Ker(g) (∗)
(1) Η απόδειξη ότι η h είναι γραµµική προκύπτει εύκολα από την γραµµικότητα των f και g. ΄Εστω

~x, ~y ∈ E και λ ∈ K. Τότε ϑα έχουµε:

h(~x+ ~y) =
(
f(~x+ ~y), g(~x+ ~y)

)
=
(
f(~x) + f(~y), g(~x) + g(~y)

)
=
(
f(~x), g(~x)

)
+
(
f(~y), g(~y)

)
= h(~x) + h(~y)

h(λ~x) =
(
f(λ~x), g(λ~x)

)
=
(
λf(~x), λg(~x)

)
= λ

(
f(~x), g(~x)

)
= λh(~x)

(2) ΄Εστω ~x ∈ Ker(h). Τότε (f(~x), g(~x)) = (0, 0) και άρα f(~x) = 0 = g(~x). Εποµένως προκύπτει ότι

~x ∈ Ker(f) ∩ Ker(g). Αντίστροφα είναι προφανές ότι κάθε διάνυσµα ~x ∈ Ker(f) ∩ Ker(g) ανήκει στον

πυρήνα της h. ΄Ετσι Ker(h) = Ker(f) ∩ Ker(g).
(3) (αʹ) (=⇒) ΄Εστω ότι η h είναι επιµορφισµός, δηλαδή Im(h) = K2

. Τότε από την Θεµελιώδη Εξίσωση

∆ιαστάσεων για την h, ϑα έχουµε dimK E = dimK Ker(h) + dimKK2
και άρα n = dimK Ker(h) + 2,

δηλαδή:

dimK(Ker(f) ∩ Ker(g)) = n− 2 (∗∗)
Επίσης ϑα έχουµε:

dimK(Ker(f) + Ker(g)) = dimK Ker(f) + dimK Ker(g)− dimK(Ker(f)
⋂

Ker(g)) (∗ ∗ ∗)

Εποµένως

dimK(Ker(f) + Ker(g)) = n− 1 + n− 1− (n− 2) = n

Επειδή ο υπόχωρος Ker(f) + Ker(g) του E έχει ίδια διάσταση µε τον E, έπεται ότι : Ker(f) +
Ker(g) = E.

(ϐʹ) (⇐=) Από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την h, ϑα έχουµε n = dimK E = dimK Ker(h)+
dimK Im(h) και άρα:

dimK Im(h) = n− dimK(Ker(f) ∩ Ker(g)) (∗ ∗ ∗∗)
Από την υπόθεση ότι Ker(f) +Ker(g) = E, ϑα έχουµε n = dimK(Ker(f) +Ker(g)). ΄Αρα χρησιµο-

ποιώντας την (∗ ∗ ∗) ϑα έχουµε

dimK(Ker(f)
⋂

Ker(g)) = n− 1 + n− 1− n = n− 2
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καιτότε χρησιµοποιώντας την (∗ ∗ ∗∗), ϑα έχουµε:

dimK Im(h) = n− (n− 2) = 2

Επειδή ο υπόχωρος Im(h) του K2
έχει ίδια διάσταση 2 µε τον K2

, έπεται ότι : Im(h) = K2
, δηλαδή

η h είναι επιµορφισµός.

(4) Επειδή η h είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν Ker(h) = {~0} και Im(h) = K2
, από τα µέρη (2) και (3),

ϑα έχουµε ότι η h είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν Ker(f)∩Ker(g) = {~0} και Ker(f)+Ker(g) = E,

δηλαδή αν και µόνον αν E = Ker(f)⊕ Ker(g). �

΄Ασκηση 35. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K και έστω f : E−→E µια γραµµική

απεικόνιση έτσι ώστε : f2 = IdE. Αν

E+ =
{
~x ∈ E | f(~x) = ~x

}
και E− =

{
~x ∈ E | f(~x) = −~x

}
Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα E+ και E− είναι υπόχωροι του E και :

E = E+ ⊕ E−

Να δοθεί παράδειγµα τέτοιας γραµµικής απεικόνισης.

Λύση. ΄Εστω~x, ~y ∈ E+ και λ ∈ K. Τότε ~0 ∈ E+ διότι f(~0) = ~0, και επιπλέον :

f(~x) = ~x και f(~y) = ~y =⇒ f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y) = ~x+ ~y και f(λ~x) = λf(~x) = λ~x

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το υποσύνολο E+ είναι υπόχωρος του E.

Παρόµοια έστω ~x, ~y ∈ E+ και λ ∈ K. Τότε ~0 ∈ E− διότι f(~0) = ~0 = −~0, και επιπλέον :
f(~x) = −~x και f(~y) = −~y =⇒ f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y) = −~x− ~y = −(~x+ ~y)

f(λ~x) = λf(~x) = λ(−~x) = −(λ~x)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το υποσύνολο E− είναι υπόχωρος του E.

΄Εστω ~x ∈ E. Τότε ϑεωρούµε τα διανύσµατα

~x+ =
~x+ f(~x)

2
και ~x− =

~x− f(~x)

2
Προφανώς τότε έχουµε:

~x = ~x+ + ~x−

Από την άλλη πλευρά:

f(~x+) = f

(
~x+ f(~x)

2

)
=
f(~x) + f2(~x)

2
=
f(~x) + ~x

2
= ~x+ =⇒ ~x+ ∈ E+

f(~x−) = f

(
~x− f(~x)

2

)
=
f(~x)− f2(~x)

2
=
f(~x)− ~x

2
= −~x− f(~x)

2
= −~x+ =⇒ ~x− ∈ E−

Επειδή ∀~x ∈ E: ~x = ~x+ + ~x−, έπεται ότι :
E = E+ + E− (†)

Αν ~x ∈ E+ ∩ E−, τότε : f(~x) = ~x και f(~x) = −~x. Εποµένως ~x = −~x και άρα ~x = ~0. Συµαπεραίνουµε ότι :

E+ ∩ E− = {~0} (††)
Από τις σχέσεις (†) και (††) προκύπτει ότι :

E = E+ ⊕ E−

Θεωρούµε την απεικόνιση

f : Mn(K) −→ Mn(K), f(A) = tA

Τότε η f είναι µια γραµµική αεπικόνιση και, ∀A ∈ Mn(K): f2(A) = f(f(A)) = t(tA)) = A. Εποµένως

f2 = IdMn(K). �
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΄Ασκηση 36. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας

ισοµορφισµός K-διανυσµατικών χώρων

E
∼=−→ L(K,E)

Λύση. ΄Εστω f : K−→E µια γραµµική απεικόνιση. Τότε, για κάθε k ∈ K ϑα έχουµε: f(k) = f(k · 1) = kf(1)
και άρα η f είναι της µορφής:

f : K −→ E, f(k) = kf(1)

Αντίστροφα, αν ~x ∈ E είναι ένα τυχόν διάνυσµα του E, τότε η απεικόνιση

f~x : K −→ E, f~x(k) = k~x

είναι προφανώς γραµµική. Θεωρούµε την απεικόνιση

Φ: E −→ L(K,E) =
{
f : K −→ E | f : γραµµική

}
, Φ(~x) = f~x

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι η απεικόνιση Φ είναι καλά ορισµένη και είναι «επί». ΄Εστω ~x, ~y ∈ E και

υποθέτουµε ότι Φ(~x) = Φ(~y), δηλαδή f~x = f~y. Τότε

f~x = f~y =⇒ f~x(1) = f~y(1) =⇒ 1 · ~x = 1 · ~y =⇒ ~x = ~y

΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι «1-1» και άρα είναι «1-1» και «επί».

Θα δείξουµε ότι η Φ είναι ισοµορφισµός. ΄Εστω ~x, ~y ∈ E και λ ∈ K. Τότε :

Φ(~x+ ~y) = f~x+~y και Φ(~x) + Φ(~y) = f~x + f~y

Τότε ϑα έχουµε ∀k ∈ K:

f~x+~y(k) = k · (~x+ ~y) = k · ~x+ k · ~y = f~x(k) + f~y(k) = (f~x + f~y)(k) =⇒ Φ(~x+ ~y)(k) = Φ(~x) + Φ(~y)(k)

Αυτό σηµαίνει ότι :

Φ(~x+ ~y) = Φ(~x) + Φ(~y) (†)
Επίσης :

Φ(λ · ~x) = fλ·~x και λ · Φ(~x) = λ · f~x
Τότε ϑα έχουµε ∀k ∈ K:

fλ·~x(k) = k · (λ ·~x) = (kλ) ·~x = (λk) ·~x = λ · (k ·~x) = λ · f~x(k) = (λ · f~x)(k) =⇒ Φ(λ ·~x)(k) = λ ·Φ(~x)(k)

Αυτό σηµαίνει ότι :

Φ(λ · ~x) = λ · Φ(~x) (††)
Από τις σχέσεις (†) (††), έπεται ότι η «1-1» και «επί» απεικόνιση Φ είναι γραµµική, και άρα είναι ισοµορφισµός

διανυσµατικών χώρων:

Φ : E
∼=−→ L(K,E) �

΄Ασκηση 37. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Να

δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων

E
∼=−→ L(E,K)

Λύση. ΄Εστω ότι dimK E = n και έστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του E. Για κάθε i = 1, 2, · · · , n, από το

Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

ϑi : E −→ K, έτσι ώστε ϑi(~ej) =

{
1, αν i = j

0, αν i 6= j
(†)

Αναλυτικότερα: από τη µία πλευρά έχουµε τα διανύσµατα ~e1, ~e2, · · · , ~en της ϐάσης B του E, και από την

άλλη πλευρά, έχουµε τα n το πλήθος στοιχεία του σώµατος K: 0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0, όπου το 1 είναι στην

i-οστή ϑέση. Από το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης, έπεται τότε ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

ϑi : E −→ K, έτσι ώστε :

ϑ1(~e1) = 0, ϑi(~e2) = 0, · · · , ϑi(~ei−1) = 0, ϑi(~ei) = 1, ϑi(~ei+1) = 0, · · · , ϑi(~en) = 0
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Γνωρίζουµε τότε ότι :

αν ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ∈ E τότε ϑi(~x) = xi

Ισχυρισµός: Το σύνολο B∗ =
{
ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn

}
είναι µια ϐάση του K-διανυσµατικού χώρου L(E,K).

(1) ΄Εστω λ1, λ2, · · · , λn ∈ K και υποθέτουµε ότι :

λ1ϑ
1 + λ2ϑ

2 + · · ·+ λnϑ
n = 0 =⇒ (λ1ϑ

1 + λ2ϑ
2 + · · ·+ λnϑ

n)(~x) = 0(~x) = 0, ∀~x ∈ E

δηλαδή ϑα έχουµε:

(λ1ϑ
1)(~x) + (λ2ϑ

2)(~x) + · · ·+ (λnϑ
n)(~x) = λ1ϑ

1(~x) + λ2ϑ
2(~x) + · · ·+ λnϑ

n(~x) = 0, ∀~x ∈ E

και εποµένως :

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = 0, ∀~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ∈ E

Τότε όµως, ϑέτοντας ~x = ~ei στην παραπάνω σχέση και λαµβάνοντας υπόψη της σχέσεις (†), ϑα έχουµε,

∀i = 1, 2, · · · , n:
λ1ϑ

1(~ei) + λ2ϑ
2(~ei) + · · ·+ λnϑ

n(~ei) = 0 =⇒ λi = 0

΄Αρα λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, και εποµένως το σύνολο B∗ είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(2) ΄Εστω f ∈ L(E,K), δηλαδή f : E −→ K είναι µια γραµµική απεικόνιση. Τότε f(~ei) ∈ K, 1 ≤ i ≤ n.
Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f∗ = f(~e1)ϑ1 + f(~e2)ϑ2 + · · ·+ f(~en)ϑn : E −→ K
δηλαδή, ∀~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en ∈ E:

f∗(~x) = (f(~e1)ϑ1 + f(~e2)ϑ2 + · · ·+ f(~en)ϑn)(~x) = f(~e1)ϑ1(~x) + f(~e2)ϑ2(~x) + · · ·+ f(~en)ϑn(~x) =

= f(~e1)x1 + f(~e2)x2 + · · ·+ f(~en)xn = x1f(~e1) + x2f(~e2) + · · ·+ xnf(~en)

Επειδή, ∀~x ∈ E:

f(~x) = f(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1f(~e1) + x2f(~e2) + · · ·+ xnf(~en) = f∗(~x)

έπεται ότι f = f∗, δηλαδή:

f = f(~e1)ϑ1 + f(~e2)ϑ2 + · · ·+ f(~en)ϑn

Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο B∗ παράγει τον K-διανυσµατικό χώρο L(E,K).

Επειδή το σύνολο B∗ είναι µια ϐάση του L(E,K), ϑα έχουµε

dimK E = n = dimKL(E,K) =⇒ E ∼= L(E,K)

Ιδιαίτερα η απεικόνιση

Ψ: E−→L(E,K), Ψ(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en) = x1ϑ
1 + x2ϑ

2 + · · ·+ xnϑ
n

είναι ισοµορφισµός
5
. �

Ο K-διανυσµατικός χώρος L(E,K) καλείται ο δυϊκός χώρος του E και συµβολίζεται µε :

E∗ = L(E,K) ή Ê = L(E,K)

τα δε στοιχεία του, δηλαδή οι γραµµικές απεικονίσεις f : E−→K, καλούνται γραµµικές µορφές.

΄Ετσι για κάθε K-διανυσµατικό χώρο E ορίζεται ο δυϊκός του K-διανυσµατικός χώρος E∗. Ιδιαίτερα ορίζεται

ο δυϊκός χώρος E∗∗ = (E∗)∗ του δυϊκού χώρου E∗, ο οποίος καλείται ο διπλά δυϊκός χώρος του E. Η ϐάση

B∗ =
{
ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn

}
του K-διανυσµατικού χώρου E∗ που κατασκευάστηκε στην παραπάνω ΄Ασκηση καλαίται η δυϊκή ϐάση της

ϐάσης B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E.

5
Το ότι η απεικόνιση Ψ είναι γραµµική έπεται από το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης. Το ότι η Ψ είναι ισοµορφισµός προκύπτει

από το γεγονός ότι στέλνει τη ϐάση B στη ϐάση B∗
, ϐλέπε την ΄Ασκηση 11.
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Παρατήρηση 5. Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 37 υπάρχουν ισοµορφισµοί

E ∼= E∗ και E ∼= E∗ ∼= E∗∗

Παρατήρηση 6. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Τότε

σύµφωνα µε τις Ασκήσεις 36 και 37, έχουµε ισοµορφισµούς

Φ: E
∼=−→ L(K,E) και Ψ: E

∼=−→ L(E,K)

Οι ισοµορφισµοί Φ και Ψ είναι διαφορετικής ϕύσης. Ο λόγος είναι ότι ο ισοµορφισµός Φ ορίζεται µε ϕυσικό τρόπο

για κάθε διανυσµατικό χώρο

Φ: E −→ L(K,E), ~x 7−→ Φ(~x) = f~x : K−→E, f~x(k) = k · ~x

και ο ορισµός του είναι ανεξάρτητος της επιλογής ϐάσης στον K-διανυσµατικό χώρο E.

Αντίθετα για να ορισθεί ο ισοµορφισµός Ψ είναι απαραίτητη η επιλογή µιας ϐάσης στον K-διανυσµατικό χώρο

E. Αποδεικνύεται ότι, αν και οι K-διανυσµατικοί χώροι E και L(E,K) είναι ισόµορφοι, δεν υπάρχει «ϕυσικός»

ισοµορφισµός µεταξύ των K-διανυσµατικών χώρων E και L(E,K).
Αντίθετα όπως δείχνει η επόµενη ΄Ασκηση, υπάρχει πάντα ένας «ϕυσικός» ισοµορφισµός µεταξύ ενός K-

διανυσµατκού χώρου πεπερασµένης διάστασης E και του διπλά δυϊκού του E∗∗.

΄Ασκηση 38. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Τότε η

απεικόνιση

Ω: E −→ E∗∗, ~x −→ Ω(~x) : E∗−→K, Ω(~x)(f) = f(~x)

είναι ένας ισοµορφισµός.

Λύση. (1) ∆είχνουµε πρώτα ότι η απεικόνιση Ω είναι γραµµική. ΄Εστω ~x, ~y ∈ E και λ ∈ K. Τότε :

Ω(~x+~y) : E∗−→K, f 7−→ Ω(~x+~y)(f) = f(~x+~y) = f(~x) +f(~y) = Ω(~x)(f) + Ω(~y)(f) =
(
Ω(~x) + Ω(~y)

)
(f)

και εποµένως ∀f ∈ E∗: Ω(~x+ ~y)(f) =
(
Ω(~x) + Ω(~y)

)
(f). Αυτό σηµαίνει ότι :

Ω(~x+ ~y) = Ω(~x) + Ω(~y) (†)

Παρόµοια ϑα έχουµε:

Ω(λ~x) : E∗−→K, f 7−→ Ω(λ~x)(f) = f(λ~x) = λf(~x) = λΩ(~x)(f) = (λΩ(~x))(f)

και εποµένως ∀f ∈ E∗: Ω(λ~x)(f) = (λΩ(~x))(f). Αυτό σηµαίνει ότι :

Ω(λ~x) = λΩ(~x) (††)

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι η απεικόνιση Ω είναι γραµµική.

(2) ∆είχνουµε ότι η απεικόνιση Ω είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω ~x ∈ Ker(Ω), δηλαδή Ω(~x) = 0 είναι η

µηδενική γραµµική απεικόνιση E∗−→K. Τότε για κάθε γραµµική απεικόνιση f : E−→K, ϑα έχουµε:

Ω(~x)(f) = 0(f), δηλαδή f(~x) = 0, και εποµένως :

∀f ∈ E∗ : f(~x) = 0 (∗)

Αν ~x 6= ~0, τότε το µονοσύνολο {~x} ⊆ E είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα, επειδή dimK E := n <∞,

µπορεί να επεκταθεί σε µια ϐάση B =
{
~e1 = ~x,~e2, · · · , ~en

}
του E. ΄Οπως και στην ΄Ασκηση 37, υπάρχει

τότε µια γραµµική µορφή, δηλαδή ένα στοιχείο του E∗:

ϑ1 : E−→K, έτσι ώστε : ϑ1(~ei) =

{
1, αν i = 1

0, αν i 6= 1

Ιδιαίτερα ϑ1(~e1) = ϑ1(~x) = 1 6= 0. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (∗) και η υπόθεση ότι ~x 6= ~0

µας οδήγησε σε άτοπο. ΄Αρα ~x = ~0 και αυτό σηµαίνει ότι Ker(Ω) = {~0}, δηλαδή η απεικόνιση Ω είναι

µονοµορφισµός.
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(3) ∆είχνουµε ότι η απεικόνιση Ω είναι επιµορφισµός. Πράγµατι, από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων,

επειδή από το µέρος (2) η απεικόνιση Ω είναι µονοµορφισµός, έχουµε:

dimK E = dimK Ker(Ω) + dimK Im(Ω) = dimK Im(Ω)

Από την Παρατήρηση 5 όµως έχουµε{
dimK E∗∗ = dimK E

dimK Im(Ω) = dimK E
=⇒

{
dimK Im(Ω) = dimK E∗∗

Im(Ω): υπόχωρος του E∗∗
=⇒ Im(Ω) = E∗∗ =⇒ Ω: επιµορφισµός

Από τα παραπάνω µέρη έπεται ότι η απεικόνιση Ω είναι ένας ισοµορφισµός :

Ω: E
∼=−→ E∗∗ �

Παρατήρηση 7. Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 37 υπάρχουν ισοµορφισµοί

E ∼= E∗ και E ∼= E∗ ∼= E∗∗

για τους ορισµοούς των οποίων είναι απαραίτητη η επιλογή ϐάση του E και εποµένως δεν είναι «ϕυσικοί» ισοµορ-

ϕισµοί.

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 38 οιK-διανυσµατικοί χώροι E και E∗∗ είναι ισόµορφοι, και υπάρχει ένας «ϕυσικός» ι-

σοµορφισµός, ο ισοµορφισµός Ω, ο οποίος είναι ϕυσικός διότι ορίζεται κατά τον ίδιο τρόπο για κάθεK-διανυσµατικό

χώρο E και δεν εξαρτάται από επιλογή ϐάσης του E.

Παρατήρηση 8. Είδαµε στην ΄Ασκηση 38 ότι για κάθε K-διανσυτµατικό χώρο E πεπερασµένης διάστασης, οι

K-διανυσµατικοί χώροι E και E∗∗ είναι ισόµορφοι. Αν dimK E = ∞, τότε αυτό δεν εναι αληθές. Αποδεικνύεται

σε αυτή την περίπτωση ότι η απεικόνιση Ω: E−→E∗∗ είναι πάντα µονοµορφισµός, αλλά όχι επιµορφισµός, και

γενικότερα δεν υπάρχει ισοµορφισµός µεταξύ των E και E∗∗, καθώς ισχύει ότι : dimK E < dimK E∗∗. Γενικότερα

αποδεικνύεται ότι :

dimK E =∞ =⇒ dimK E < dimK E∗


