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΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση :

(1) f : R4−→R4
έτσι ώστε :

Ker(f) =
〈
(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0)

〉
= Im(f)

(2) f : R3−→R4
έτσι ώστε :

Ker(f) =
〈
(1, 1, 0), (1, 1, 1)

〉
και Im(f) =

〈
(1, 0, 0, 0), (2, 0, 1, 0)

〉
(3) f : R3−→R3

έτσι ώστε :

Im(f) =
〈
(1,−1, 1)

〉
και ο πίνακας της f ως προς κατάλληλες ϐάσεις B και B′ του R3

να είναι ο

MB′
B (f) =

1 1 −1
1 0 −1
0 −1 −1


Λύση. (1) Τα διανύσµατα (1, 1, 0, 0) και(1, 0, 0, 0) είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτε-

λούν µια ϐάση του Ker(f), την οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάση

B =
{
~e1 = (1, 1, 1, 1), ~e2 = (1, 1, 1, 0), ~e3 = (1, 1, 0, 0), ~e4 = (1, 0, 0, 0)

}
του R4

. Το παραπάνω σύνολο είναι µια ϐάση του R4
διότι :∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

Ορίζουµε γραµµική απεικόνιση f : R4−→R4
ως εξής :

f(~e1), f(~e2) ∈
〈
~e3, ~e4

〉
και f(~e3) = f(~e4) = (0, 0, 0, 0)

Για παράδειγµα, ϑέτουµε : f(~e1) = ~e3 και f(~e2) = ~e4. Αν (x, y, z, w) ∈ R4
, τότε εύκολα µπορούµε να

δούµε ότι :

(x, y, z, w) = w~e1 + (z − w)~e2 + (y − z)~e3 + (x− y)~e4

Εποµένως :

f(x, y, z, w) = f
(
w~e1 + (z − w)~e2 + (y − z)~e3 + (x− y)~e4

)
=

= wf(~e1) + (z − w)f(~e2) + (y − z)f(~e3) + (x− y)f(~e4) =

= w~e3 + (z − w)~e4) = w(1, 1, 0, 0) + (z − w)(1, 0, 0, 0) = (w,w, 0, 0) + (z − w, 0, 0, 0) = (z, w, 0, 0)

δηλαδή:

f : R4−→R4, f(x, y, z, w) = (z, w, 0, 0)
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Τότε εκ΄ κατασκευής έχουµε:

Ker(f) =
〈
~e3, ~e4

〉
= Im(f)

(2) Υποθέτουµε ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : R3−→R4
έτσι ώστε :

Ker(f) =
〈
(1, 1, 0), (1, 1, 1)

〉
και Im(f) =

〈
(1, 0, 0, 0), (2, 0, 1, 0)

〉
Τα διανύσµατα (1, 1, 0) και (1, 1, 1) είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν ϐάση του

Ker(f). Παρόµοια τα διανύσµατα (1, 0, 0, 0) και (2, 0, 1, 0) είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητα και

άρα αποτελούν ϐάση του Im(f). Από τα παραπάνω έπεται ότι dimR Ker(f) = 2 = dimR Im(f). Από την

εξίσωση διαστάσεων για την f τότε προκύπτει ότι dimRR3 = 4 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει

τέτοια γραµµική απεικόνιση.

(3) Υποθέτουµε ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : R3−→R3
έτσι ώστε :

Im(f) =
〈
(1,−1, 1)

〉
και ο πίνακας της f ως προς κατάλληλες ϐάσεις B B′ του R3

να είναι ο

A = MB′
B (f) =

1 1 −1
1 0 −1
0 −1 −1


Προφανώς dimR Im(f) = 1 6= 3 και εποµένως Im(f) 6= R3

, δηλαδή η f δεν είναι επιµορφισµός ή

ισοδύναµα η f δεν είναι ισοµορφισµός. Αυτό σηµαίνει ότι ο πίνακας της f ως προς τυχόν Ϲευγάρι

ϐάσεων B και B′ του R3
δεν µπορεί να είναι αντιστρέψιµος πίνακας. Επειδή, όπως µπορούµε να

υπολογίσουµε εύκολα, |A| = 1 6= 0, ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως ο πίνακας A δεν

µπορεί να είναι πίνακας της f ως προς οποιοδήποτε Ϲευγάρι ϐάσεων του R3
. ΄Αρα δεν υπάρχει τέτοια

γραµµική απεικόνιση. �

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R3, f(x, y, z) =
(
y + z, x+ z, y + x

)
(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MB

B (f) της f , όπου

B =
{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

}
είναι η κανονική ϐάση του R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC
C (f) της f , όπου C είναι η ακόλουθη ϐάση του R3

:

C =
{
~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1,−1, 0), ~ε3 = (1, 1,−2)

}
(3) Να ϐρεθεί αντστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP = B

Λύση. (1) Επειδή η ϐάση B είναι η κανονική ϐάση του R3
, µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα τον πίνακα

B = MB
B (f) της f στη ϐάση B ως εξής :

f(~e1) = f(1, 0, 0) = (0, 1, 1) = 0~e1 + 1~e2 + 1~e3

f(~e2) = f(0, 1, 0) = (1, 0, 1) = 1~e1 + 0~e2 + 1~e3

f(~e3) = f(0, 0, 1) = (1, 1, 0) = 1~e1 + 1~e2 + 0~e3

Εποµένως ϑα έχουµε:

A = MB
B (f) =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


(2) Για να υπολογίσουµε τον πίνακα B = MC

C (f) της f ως προς τη ϐάση C, ϑα έχουµε:

f(~ε1) = f(1, 1, 1) = (2, 2, 2) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1,−1, 0) + c(1, 1,−2) =
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= (a+ b+ c, a− b+ c, a− 2c) =⇒


a+ b+ c = 2

a− b+ c = 2

a− 2c = 2

=⇒


a = 2

b = 0

c = 0

΄Αρα:

f(~ε1) = 2~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3

f(~ε2) = f(1,−1, 0) = (−1, 1, 0) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1,−1, 0) + c(1, 1,−2) =

= (a+ b+ c, a− b+ c, a− 2c) =⇒


a+ b+ c = −1

a− b+ c = 1

a− 2c = 0

=⇒


a = 0

b = −1

c = 0

΄Αρα:

f(~ε2) = 0~ε1 − 1~ε2 + 0~ε3

f(~ε3) = f(1, 1,−2) = (−1,−1, 2) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1,−1, 0) + c(1, 1,−2) =

= (a+ b+ c, a− b+ c, a− 2c) =⇒


a+ b+ c = −1

a− b+ c = −1

a− 2c = 2

=⇒


a = 0

b = 0

c = −1

΄Αρα:

f(~ε3) = 0~ε1 + 0~ε2 − 1~ε3

Εποµένως ϑα έχουµε:

B = MC
C (f) =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


(3) Οι πίνακες A και B είναι όµοιοι διότι είναι πίνακες της ίδιας γραµµικής απεικόνισης ως προς τα Ϲεύγη

ϐάσεων B και C. Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας P έτσι ώστε P−1AP = B. Γνωρίζουµε ότι ο

πίνακας P είναι ο πίνακας µετάβασης MC
B από τη ϐάση B στην ϐάση C. Εποµένως για να τον υπολογίσουµε,

ϑα έχουµε:

~ε1 = (1, 1, 1) = 1~e1 + 1~e2 + 1~e3

~ε2 = (1,−1, 0) = 1~e1 − 1~e2 + 0~e3

~ε3 = (1, 1,−2) = 1~e1 + 1~e2 − 2~e3

Εποµένως ϑα έχουµε:

P = MC
B =

1 1 1
1 −1 1
1 0 −2


�

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R3

έστι ώστε :

f(0, 1, 1) = (0, 1, 3), f(1, 0, 1) = (5, 4, 3), f(1, 1, 0) = (2, 0, 0)

Ακολούθως :

(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MB
B (f) της f ως προς τη ϐάση B, όπου

B =
{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

}
είναι η κανονική ϐάση του R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC
C (f) της f ως προς τη ϐάση C, όπου C είναι η ϐάση του R3

:

C =
{
~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1, 1, 0), ~ε3 = (1, 0, 0)

}
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(3) Να ϐρεθεί αντστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP = B

Λύση. Θεωρούµε τα διανύσµατα

~ε1 = (0, 1, 1), ~ε2 = (1, 0, 1), ~ε3 = (1, 1, 0)

Επειδή η ορίζουσα του πίνακα των συνιστωσών των διανυσµάτων ~ε1, ~ε2, και ~ε3:∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ =6= 0

είναι µη-µηδενική, έπεται ότι τα διανύσµατα ~ε1, ~ε2, και ~ε3 αποτελούν µια ϐάση του R3
. Από το Θεώρηµα

Γραµµικής Επέκτασης, έπεται ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R3

έστι ώστε :

f(0, 1, 1) = (0, 1, 3), f(1, 0, 1) = (5, 4, 3), f(1, 1, 0) = 2, 0, 0)

Για να προσδιορίσουµε την f εργαζόµαστε ως εξής : έστω (x, y, z) τυχόν διάνυσµα του R3
. Τότε το (x, y, z) έχει

µοναδική γραφή ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης ~ε1, ~ε2, και ~ε3:

(x, y, z) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒

=⇒


b+ c = x

a+ c = y

a+ b = z

=⇒



a =
−x+ y + z

2

b =
x− y + z

2

c =
x+ y − z

2
΄Αρα

(x, y, z) =
−x+ y + z

2
~ε1 +

x− y + z

2
~ε2 +

x+ y − z
2

~ε3

και τότε :

f(x, y, z) =
−x+ y + z

2
f(~ε1) +

x− y + z

2
f(~ε2) +

x+ y − z
2

f(~ε3) =

=
−x+ y + z

2
(0, 1, 3) +

x− y + z

2
(5, 4, 3) +

x+ y − z
2

(2, 0, 0) =

=
1

2

(
7x− 3y + 3z, 3x− 3y + 5z, 6z

)
Εποµένως

f : R3−→R3, f(x, y, z) =
1

2

(
7x− 3y + 3z, 3x− 3y + 5z, 6z

)
(1) Για την εύρεση του πίνακα MB

B (f) της fως προς την κανονική ϐάση B του R3
, ϑα έχουµε

f(~e1) = f(1, 0, 0) =

(
7

2
,

3

2
, 0

)
=

7

2
~e1 +

3

2
~e2 + 0~e3

f(~e2) = f(0, 1, 0) =

(
−3

2
, −3

2
, 0

)
= −3

2
~e1 −

3

2
~e2 + 0~e3

f(~e3) = f(0, 0, 1) =

(
3

2
,

5

2
, 3

)
=

3

2
~e1 +

5

2
~e2 + 3~e3

Εποµένως ϑα έχουµε:

A = MB
B (f) =

7
2 −3

2
3
2

3
2 −3

2
5
2

0 0 3


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(2) Για την εύρεση του πίνακα B = MC
C της f ως προς τη ϐάση C, ϑα έχουµε:

f(~ε1) = f(1, 1, 1) =

(
7

2
,
5

2
, 3

)
= a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0) =

= (a+ b+ c, a+ b, a) =⇒


a+ b+ c = 7

2

a+ b = 5
2

a = 3

=⇒


a = 3

b = −1
2

c = 1

΄Αρα:

f(~ε1) = 3~ε1 −
1

2
~ε2 + 1~ε3

f(~ε2) = f(1, 1, 0) = (2, 0, 0) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0) =

= (a+ b+ c, a+ b, a) =⇒

{
a+ b+ c = 2 a+ b = 0

a = 0
=⇒


a = 0

b = 0

c = 2

΄Αρα:

f(~ε2) = 0~ε1 + 0~ε2 + 2~ε3

f(~ε3) = f(1, 0, 0) =

(
7

2
,
3

2
, 0

)
= a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(1, 1, 1) + b(1, 1, 0) + c(1, 0, 0) =

= (a+ b+ c, a+ b, a) =⇒

{
a+ b+ c = 7

2 a+ b = 3
2

a = 0
=⇒


a = 0

b = 3
2

c = 2

΄Αρα:

f(~ε3) = 0~ε1 +
3

2
~ε2 + 2~ε3

Εποµένως ϑα έχουµε:

B = MC
C (f) =

 3 0 0
−1

2 0 3
2

1 2 2


(3) Οι πίνακες A και B είναι όµοιοι διότι είναι πίνακες της ίδιας γραµµικής απεικόνισης ως προς τα Ϲεύγη

ϐάσεων B και C. Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας P έτσι ώστε P−1AP = B. Γνωρίζουµε ότι ο

πίνακας P είναι ο πίνακας µετάβασης MC
B από τη ϐάση B στην ϐάση C. Εποµένως για να τον υπολογίσουµε,

ϑα έχουµε:

~ε1 = (1, 1, 1) = 1~e1 + 1~e2 + 1~e3

~ε2 = (1, 1, 0) = 1~e1 + 1~e2 + 0~e3

~ε3 = (1, 0, 0) = 1~e1 + 0~e2 + 0~e3

Εποµένως ϑα έχουµε:

P = MC
B =

1 1 1
1 1 0
1 0 0


�

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα διανύσµατα (1, 2, 0,−4) και (2, 0,−1,−3). Να ϐρεθεί γραµµική απεικόνιση f : R3−→R4

έτσι ώστε : Im(f) =
〈
(1, 2, 0,−4), (2, 0,−1,−3)

〉
. Ακολούθως :

(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC
B(f) της f ως προς τις κανονικές ϐάσεις B και C των R3

και R4
αντίστοιχα.
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(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις B′ και C′ των R3
και R4

αντίστοιχα έτσι ώστε ο πίνακας MC′
B′(f) της f ως προς τις

ϐάσεις B′ και C′ να είναι ο πίνακας : 
1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0


Λύση. Θεωρούµε την κανονική ϐάση

B =
{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

}
και το σύνολο διανυσµάτων

~y1 = (1, 2, 0,−4), ~e2 = (2, 0,−1,−3), ~y3 = (0, 0, 0, 0)

Από το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης, υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3−→R4
έτσι ώστε :

f(~e1) = (1, 2, 0,−4), f(~e2) = (2, 0,−1,−3), f(~e3) = (0, 0, 0, 0)

Τότε :

Im(f) =
〈
f(~e1), f(~e2), f(~e3)

〉
=
〈
(1, 2, 0,−4), (2, 0,−1,−3), (0, 0, 0, 0)

〉
=
〈
(1, 2, 0,−4), (2, 0,−1,−3)

〉
Η γραµµική απεικόνιση f είναι η εξής :

f(x, y, z) = f(x~e1 + y~e2 + z~e3) = xf(~e1) + yf(~e2) + zf(~e3) =

= x(1, 2, 0,−4) + y(2, 0,−1,−3) + z(0, 0, 0, 0) = (x+ 2y, 2x, −y, −4x− 3y)

΄Αρα

f : R3−→R4, f(x, y, z) = (x+ 2y, 2x, −y, −4x− 3y)

Επειδή

f(~e1) = (1, 2, 0,−4) = ~ε1 + 2~ε2 + 0~ε3 − 4~ε4

f(~e2) = (2, 0,−1,−3) = 2~ε1 + 0~ε2 − ~ε3 − 3~ε4

f(~e3) = (0, 0, 0, 0) = 0~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3 + 0~ε4

όπου

C =
{
~ε1 = (1, 0, 0, 0), ~ε2 = (0, 1, 0, 0), ~ε3 = (0, 0, 1, 0), ~ε4 = (0, 0, 0, 1)

}
είναι η κανονική ϐάση του R4

, έπεται ότι

MC
B =


1 2 0
2 0 0
0 −1 0
−4 −3 0


Παρατηρούµε ότι

Ker(f) =
{

(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = (0, 0, 0, 0)
}

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | (x+2y, 2x, −y, −4x−3y) = (0, 0, 0, 0)
}

=
{

(0, 0, z) ∈ R3 | z ∈ R
}

=
{
z(0, 0, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
=
〈
~e3

〉
και άρα η κανονική ϐάση B είναι µια ϐάση του R3

η οποία συµπληρώνει τη ϐάση

{
~e3

}
του Ker(f). Τότε

από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι το σύνολο διανυσµάτων

{
f(~e1), f(~e2)

}
=
{
~ε ′1 = (1, 2, 0,−4),~ε ′2 = (1, 2, 0,−4)

}
είναι µια ϐάση της εικόνας Im(f) η οποία συµπληρώνεται σε µια ϐάση

C′ =
{
~ε ′1 = (1, 2, 0,−4), ~ε ′2 = (2, 0,−1,−3), ~ε ′3 = (0, 0, 1, 0), ~ε ′4 = (0, 0, 0, 1)

}
διότι ο η ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 −4
2 0 −1 −3
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4 6= 0
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Ο πίνακας της f ως προς το Ϲυγάρι ϐάσεων B του R3
και C′ του R4

είναι τότε ο

MC′
B (f) =


1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 �

΄Ασκηση 5. ΄Εστω B = {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} η κανονική ϐάση του R4
και B′ η ϐάση

B′ = {~ε1 = ~e1 + ~e4, ~ε2 = ~e1 + 3~e2, ~ε3 = 3~e1 + ~e2, ~ε4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4}

΄Εστω f : R4 −→ R4
η µοναδική γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε :

f(~ε1) = 3~ε2, f(~ε2) = 7~ε4, f(~ε3) = ~ε1 + ~ε3, f(~ε4) = ~ε1 − 5~ε3

Να ϐρεθεί ο πίνακας MB
B (f).

Λύση. ΄Εχουµε την κανονική ϐάση B = {~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e3 = (0, 0, 1, 0), ~e4 = (0, 0, 0, 1)}
του R4

. Τότε από την περιγραφή της ϐάσης B′ έχουµε:
~ε1 = ~e1 + ~e4

~ε2 = ~e1 + 3~e2

~ε3 = 3~e1 + ~e2

~ε4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4

=⇒


~ε1 = (1, 0, 0, 1)
~ε2 = (1, 3, 0, 0)
~ε3 = (3, 1, 0, 0)
~ε4 = (1, 1, 1, 1)

και άρα 
f(~ε1) = 3~ε2

f(~ε2) = 7~ε4

f(~ε3) = ~ε1 + ~ε3

f(~ε4) = ~ε1 − 5~ε3

=⇒


f(1, 0, 0, 1) = (3, 9, 0, 0)
f(1, 3, 0, 0) = (7, 7, 7, 7)
f(3, 1, 0, 0) = (4, 1, 0, 1)
f(1, 1, 1, 1) = (−14,−5, 0, 1)

΄Εστω (x, y, z, w) ∈ R4
. Τότε

(x, y, z, w) = a(1, 0, 0, 1) + b(1, 3, 0, 0) + c(3, 1, 0, 0) + d(1, 1, 1, 1) = (a+ b+ 3c+ d, 3b+ c+ d, d, a+ d)

και άρα έχουµε το σύστηµα: 
a + b + 3c + d = x

3b + c + d = y
d = z

a + d = w

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα µε τις γνωστές διαδικασίες τότε ϐρίσκουµε
a = w − z
b = −1

8x+ 3
8y −

3
8z + 1

8w
c = 3

8x−
1
8y + 1

8z −
3
8w

d = z

Εποµένως το τυχαίο διάνυσµα (x, y, z, w) ∈ R4
γράφεται ως εξής :

(x, y, z, w) = (w−z)(1, 0, 0, 1)+(−1

8
x+

3

8
y− 3

8
z+

1

8
w)(1, 3, 0, 0)+(

3

8
x− 1

8
y+

1

8
z− 3

8
w)(3, 1, 0, 0)+z(1, 1, 1, 1)
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’ρα αν εφαρµόσουµε τη γραµµική απεικόνιση f στη παραπάνω σχέση τότε έχουµε:

f(x, y, z, w) = (w − z)f(1, 0, 0, 1) + (−1

8
x+

3

8
y − 3

8
z +

1

8
w)f(1, 3, 0, 0)

+ (
3

8
x− 1

8
y +

1

8
z − 3

8
w)f(3, 1, 0, 0) + zf(1, 1, 1, 1)

= (w − z)(3, 9, 0, 0) + (−1

8
x+

3

8
y − 3

8
z +

1

8
w)(7, 7, 7, 7)

+ (
3

8
x− 1

8
y +

1

8
z − 3

8
w)(4, 1, 0, 1) + z(−14,−5, 0, 1)

.

.

.

= (
5

8
x+

17

8
y − 153

8
z +

19

8
w,−1

2
x+

5

2
y − 33

2
z +

19

2
w,

−7

8
x+

21

8
y − 21

8
z +

7

8
w,−1

2
x+

5

2
y − 3

2
z +

1

2
w)

Τότε υπολογίζοντας την f στην κανονική ϐάση του R4
έχουµε:

f(1, 0, 0, 0) = (5
8 ,−

1
2 ,−

7
8 ,−

1
2) = 5

8 ~e1 − 1
2 ~e2 − 7

8 ~e3 − 1
2 ~e4

f(0, 1, 0, 0) = (17
8 ,

5
2 ,

21
8 ,

5
2) = 17

8 ~e1 + 5
2 ~e2 + 21

8 ~e3 + 5
2 ~e4

f(0, 0, 1, 0) = (−153
8 ,−33

2 ,−
21
8 ,−

3
2) = −153

8 ~e1 − 33
2 ~e2 − 21

8 ~e3 − 3
2 ~e4

f(0, 0, 0, 1) = (19
8 ,

19
2 ,

7
8 ,

1
2) = 19

8 ~e1 + 19
2 ~e2 + 7

8 ~e3 + 1
2 ~e4

Συνεπώς ο πίνακας MB
B (f) της f είναι

MB
B (f) =


5/8 17/8 −153/8 19/8
−1/2 5/2 −33/2 19/2
−7/8 21/8 −21/8 7/8
−1/2 5/2 −3/2 1/2


∆ιαφορετικά: Μπορούµε να υπολογίσουµε τον Ϲητούµενο πίνακα A := MB

B (f) χωρίς να γνωρίζουµε την

f ως εξής :

Από τις σχέσεις

f(~ε1) = 3~ε2, f(~ε2) = 7~ε4, f(~ε3) = ~ε1 + ~ε3, f(~ε4) = ~ε1 − 5~ε3

ϐλέπουµε άµεσα ότι ο πίνακας της f στην ϐάση B′ είναι ο :

B := MB′
B′ (f) =


0 0 1 1
3 0 0 0
0 0 1 −5
0 7 0 0


Σύµφωνα µε την ϑεωρία, οι πίνακες A και B είναι όµοιοι και ϑα συνδέονται µε την ακόλουθη σχέση:

P−1 ·A · P = B

όπου P = MB′
B είναι ο πίνακας µετάβασης από την B στην B′. Εποµένως ϑα έχουµε:

A = P ·B · P−1 (∗)

και το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση των P και P−1
. Επειδή:

B′ =
{
~ε1 = ~e1 + ~e4, ~ε2 = ~e1 + 3~e2, ~ε3 = 3~e1 + ~e2, ~ε4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4

}
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ϐλέπουµε άµεσα ότι :

P =


1 1 3 1
0 3 1 1
0 0 0 1
1 0 0 1


Ο P−1

µπορεί να υπολογισθεί είτε µε την εύρεση του συµπληρωµατικού του P ή ως ο πίνακας µετάβασης από

την B′ στην B. Τότε ο πίνακας A προκύπτει από την σχέση (∗). �

΄Ασκηση 6. ΄Εστω f, g : R3 −→ R3
δύο γραµµικές απεικονίσεις και έστω η ϐάση του R3

:

B =
{
~e1 = (1, 1, 1), ~e2 = (1, 1, 0), ~e3 = (1, 0, 0)

}
Αν

MB
B (f) =

1 1 1
0 1 −1
0 1 0

 και MB
B (g) =

6 0 0
0 0 0
3 2 1


να ϐρεθούν οι γραµµικές απεικονίσεις f + g και −3f + 2g και f ◦ g.

Λύση. Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ότι MB
B (f + g) = MB

B (f) +MB
B (g) και άρα

MB
B (f + g) =

7 1 1
0 1 −1
3 3 1


Εποµένως έχουµε (f + g)(~e1) = 7~e1 + 0~e2 + 3~e3 = 7(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0) + 3(1, 0, 0) = (10, 7, 7)

(f + g)(~e2) = 1~e1 + 1~e2 + 3~e3 = (1, 1, 1) + (1, 1, 0) + 3(1, 0, 0) = (5, 2, 1)
(f + g)(~e3) = 1~e1 − 1~e2 + 1~e3 = (1, 1, 1)− 1(1, 1, 0) + (1, 0, 0) = (1, 0, 1)

΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Τότε το τυχαίο διάνυσµα (x, y, z) γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

της ϐάσης B. ΄Εστω κ~e1 + λ~e2 + µ~e3 = (x, y, z). Τότε

(x, y, z) = (κ+ λ+ µ, κ+ λ, κ) =⇒

 x = κ+ λ+ µ
y = κ+ λ
z = κ

=⇒

 κ = z
λ = y − z
µ = x− y

και άρα (x, y, z) = z~e1 + (y− z)~e2 + (x− y)~e3. Αν εφαρµόσουµε τη γραµµική απεικόνιση f + g στο διάνυσµα

(x, y, z) τότε έχουµε:

(f + g)(x, y, z) = (f + g)(z~e1 + (y − z)~e2 + (x− y)~e3)

= z(f + g)(~e1) + (y − z)(f + g)(~e2) + (x− y)(f + g)(~e3)

= z(10, 7, 7) + (y − z)(5, 2, 1) + (x− y)(1, 0, 1)

= (x+ 4y + 5z, 2y + 5z, x+ 6z)

Συνεπώς (f + g)(x, y, z) = (x+ 4y + 5z, 2y + 5z, x+ 6z) για κάθε (x, y, z) ∈ R3
.

Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε τη γραµµική απεικόνιση −3f + 2g. ΄Εχουµε:

MB
B (−3f + 2g) = MB

B (−3f) +MB
B (2g) = −3MB

B (f) + 2MB
B (g) =

9 −3 −3
0 −3 3
6 1 2


Εποµένως έχουµε (−3f + 2g)(~e1) = 9~e1 + 0~e2 + 6~e3 = 9(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0) + 6(1, 0, 0) = (15, 9, 9)

(−3f + 2g)(~e2) = −3~e1 − 3~e2 + 1~e3 = −3(1, 1, 1)− 3(1, 1, 0) + (1, 0, 0) = (−5,−6,−3)
(−3f + 2g)(~e3) = −3~e1 + 3~e2 + 2~e3 = −3(1, 1, 1) + 3(1, 1, 0) + 2(1, 0, 0) = (2, 0,−3)
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΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. ∆είξαµε παραπάνω ότι το τυχαίο διάνυσµα (x, y, z) γράφεται γραµµικός συνδυασµός των

διανυσµάτων της ϐάσης B ως εξής : (x, y, z) = z~e1 +(y−z)~e2 +(x−y)~e3. Τότε αν εφαρµόσουµε τη γραµµική

απεικόνιση −3f + 2g στο τυχαίο διάνυσµα (x, y, z) ∈ R3
έχουµε:

(−3f + 2g)(x, y, z) = (−3f + 2g)(z~e1 + (y − z)~e2 + (x− y)~e3)

= z(−3f + 2g)(~e1) + (y − z)(−3f + 2g)(~e2) + (x− y)(−3f + 2g)(~e3)

= z(15, 9, 9) + (y − z)(−5,−6,−3) + (x− y)(2, 0,−3)

= (2x− 7y + 20z,−6y + 15z,−3x+ 12z)

Συνεπώς (−3f + 2g)(x, y, z) = (2x− 7y + 20z,−6y + 15z,−3x+ 12z) για κάθε (x, y, z) ∈ R3
.

Τέλος, από την ϑεωρία γνωρίζουµε ότι MB
B (f ◦ g) = MB

B (f)MB
B (g). Εποµένως :

MB
B (f ◦ g) =

1 1 1
0 1 −1
0 1 0

6 0 0
0 0 0
3 2 1

 =

 9 2 1
−3 −2 −1

0 0 0


Εποµένως έχουµε: (f ◦ g)(~e1) = 9~e1 − 3~e2 + 0~e3 = 9(1, 1, 1)− 3(1, 1, 0) + 0(1, 0, 0) = (6, 6, 9)

(f ◦ g)(~e2) = 2~e1 − 2~e2 + 0~e3 = 2(1, 1, 1)− 2(1, 1, 0) + 0(1, 0, 0) = (0, 0, 2)
(f ◦ g)(~e3) = 1~e1 − 1~e2 + 0~e3 = 1(1, 1, 1)− 1(1, 1, 0) + 0(1, 0, 0) = (0, 0, 1)

και

(f ◦ g)(x, y, z) = (f ◦ g)
(
z~e1 + (y− z)~e2 + (x− y)~e3

)
= z(f ◦ g)(~e1) + (y− z)(f ◦ g)(~e2) + (x− y)(f ◦ g)(~e3) =

= z(6, 6, 9) + (x− y)(0, 0, 2) + (y − z)(0, 0, 1) = (6z, 6z, 9z + 2x− 2y + y − z) = (6z, 6z, 2x− y + 8z)

΄Αρα

f ◦ g : R3−→R3, f(x, y, z) = (6z, 6z, 2x− y + 8z)

Β΄ Τρόπος: Επειδή γνωρίζουµε τον πίνακα της f στη ϐάση B και τον πίνακα της g στη ϐάση B τότε

µπορούµε να ϐρούµε τον τύπο της f και τον τύπο της g αντίστοιχα. ΄Εχουµε: f(~e1) = f(1, 1, 1) = ~e1 + 0~e2 + 0~e3 = (1, 1, 1)
f(~e2) = f(1, 1, 0) = ~e1 + ~e2 + ~e3 = (3, 2, 1)
f(~e3) = f(1, 0, 0) = ~e1 − ~e2 + 0~e3 = (0, 0, 1)

Συνεπώς αν εφαρµόσουµε την f στο τυχαίο διάνυσµα (x, y, z) = z~e1 +(y−z)~e2 +(x−y)~e3 του R3
τότε έχουµε:

f(x, y, z) = f(z~e1 + (y − z)~e2 + (x− y)~e3)

= zf(~e1) + (y − z)f(~e2) + (x− y)f(~e3)

= z(1, 1, 1) + (y − z)(3, 2, 1) + (x− y)(0, 0, 1)

= (3y − 2z, 2y − z, x)

Συνεπώς f(x, y, z) = (3y − 2z, 2y − z, x) για κάθε (x, y, z) ∈ R3
. ∆ουλεύοντας παρόµοια ϐρίσκουµε ότι

g(x, y, z) = (x+ y + 7z, 6z, 6z) για κάθε (x, y, z) ∈ R3
. Τότε γνωρίζοντας τους τύπους της f και της g εύκολα

υπολογίζουµε τους τύπους της f + g, της −3f + 2g και της f ◦ g. �

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K). Αν r(A) = 1, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες B = Mm×1(K) και

C ∈ M1×n(K) έτσι ώστε :

A = B · C και r(A) = 1 = r(C)
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Λύση. Επειδή r(A) = 1, υπάρχει ένας αντιστρέψιµοςm×m πίνακας Q και ένας αντιστρέψιµος n×n πίνακας

P έτσι ώστε :

Q−1AP =

(
I1 O
O O

)
=


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 0

 =⇒ A = Q


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 0

P−1

΄Εστω

Q =


q11 q12 · · · q1m

q21 q22 · · · q2m
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

qm1 qm2 · · · qmm

 και P−1 =


p ′11 p ′12 · · · p ′1n
p ′21 p ′22 · · · p ′2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

p ′n1 p ′n2 · · · p ′nn


Θέτουµε:

B =


q11

q21
.
.
.

qm1

 ∈ Mm×1(K) και C =
(
p ′11 p ′12 · · · p ′1n

)
∈ M1×n(K)

Ο πίνακας B δεν είναι ο µηδενικός διότι είναι η πρώτη στήλη του αντιστρέψιµου πίνακαQ και ο πίνακας C δεν

είναι ο µηδενικός διότι είναι η πρώτη γραµµή του αντιστρέψιµου πίνακα P−1
. Εποµένως r(A) = 1 = r(C).

Εύκολα επαληθεύουµε ότι :

A = Q


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 0

P−1 =


q11

q21
.
.
.

qm1

 · (p ′11 p ′12 · · · p ′1n
)

=


q11p

′
11 q11p

′
12 · · · q11p

′
1n

q21p
′
11 q21p

′
12 · · · q21p

′
1n

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

qm1p
′
11 qm1p

′
12 · · · qm1p

′
1n

 = B · C

�

΄Ασκηση 8. ΄Εστω f : R3 −→ R3
µια γραµµική απεικόνιση της οποίας ο πίνακας στην κανονική ϐάση του R3

είναι ο ακόλουθος

A =

 1 0 −2
0 0 0
−2 0 4


(1) Να ϐρεθεί το διάνυσµα f(x, y, z), για κάθε (x, y, z) ∈ R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B της f στη ϐάση B = {~ε1 = (1, 0,−2), ~ε2 = (0, 1, 0), ~ε3 = (2, 0, 1)}.
(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε B = P−1 ·A · P .

(4) Να υπολογισθεί ο πίνακας An, ∀n ≥ 1.

Λύση. (1) ΄Εστω {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)} η κανονική ϐάση του R3
. Τότε από τον πίνακα

A έχουµε:  f(~e1) = ~e1 + 0~e2 − 2~e3 = (1, 0,−2)
f(~e2) = 0~e1 + 0~e2 + 0~e3 = (0, 0, 0)
f(~e3) = −2~e1 + 0~e2 + 4~e3 = (−2, 0, 4)

Εποµένως ο τύπος της f είναι

f(x, y, z) = f(x~e1 + y~e2 + z~e3)

= xf(~e1) + yf(~e2) + zf(~e3)

= x(1, 0,−2) + y(0, 0, 0) + z(−2, 0, 4)

= (x− 2z, 0,−2x+ 4z)

δηλαδή f(x, y, z) = (x− 2z, 0,−2x+ 4z),∀(x, y, z) ∈ R3
.
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(2) Αφού ϑέλουµε να ϐρούµε τον πίνακα της f στη ϐάση B ϑα υπολογίσουµε την f στα διανύσµατα της

B και στην συνέχεια ϑα τα εκφράσουµε ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της B. ΄Εχουµε: f(~ε1) = f(1, 0,−2) = (5, 0,−10) = 5~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3

f(~ε2) = f(0, 1, 0) = (0, 0, 0) = 0~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3

f(~ε3) = f(2, 0, 1) = (0, 0, 0) = 0~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3

’ρα ο πίνακας της f στη ϐάση B είναι

B = MB
B (f) =

5 0 0
0 0 0
0 0 0


(3) Ο αντιστρέψιµος πίνακας P που ψάχνουµε είναι ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση {~e1 =

(1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)} στη ϐάση B = {~ε1 = (1, 0,−2), ~ε2 = (0, 1, 0), ~ε3 = (2, 0, 1)}.
Αυτό σηµαίνει ότι γράφουµε τα διανύσµατα της B ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της

κανονικής ϐάσης. ’ρα έχουµε: ~ε1 = (1, 0,−2) = ~e1 + 0~e2 − 2~e3

~ε2 = (0, 1, 0) = 0~e1 + ~e2 + 0~e3

~ε3 = (2, 0, 1) = 2~e1 + 0~e2 + ~e3

=⇒ P =

 1 0 2
0 1 0
−2 0 1


Ο πίνακας P−1

είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στην κανονική ϐάση του R3
, δηλαδή τώρα

γράφουµε τα διανύσµατα της κανονικής ϐάσης του R3
ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της

ϐάσης B. ∆ιαφορετικά απλά υπολογίζουµε τον αντίστροφο πίνακα του P µε το συνήθη τρόπο. Και στις

δύο περιπτώσεις ϐρίσκουµε ότι

P−1 =

1
5 0 −2

5
0 1 0
2
5 0 1

5


Επίσης εύκολα επαληθεύουµε τη σχέση: B = P−1 ·A · P .

(4) Από την τελευταία σχέση ο πίνακας A γράφεται ως εξής : A = P ·B · P−1
. Εποµένως έχουµε

A2 = A ·A
= (P ·B · P−1) · (P ·B · P−1)

= P ·B · P−1P ·B · P−1

= P ·B · I3 ·B · P−1

= P ·B2 · P−1

και άρα για κάθε n ≥ 1 έχουµε:

An = P ·Bn · P−1 =

 1 0 2
0 1 0
−2 0 1

 ·
5n 0 0

0 0 0
0 0 0

 ·
1

5 0 −2
5

0 1 0
2
5 0 1

5

 = · · · =

 5n−1 0 −2 · 5n−1

0 0 0
−2 · 5n−1 0 4 · 5n−1

 �

΄Ασκηση 9. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας µιας γραµµικής απεικόνιση

f : R3−→R3

ως προς τις ϐάσεις

B =

{
~e1 = (2, 0, 0), ~e2 = (−3,−1, 0), ~e3 =

(
0, 2,

1

2

)}
C =

{
~ε1 = (1, 0, 0), ~ε3 = (0, 1, 0), ~ε3 = (1, 0, 1)

}
του R3

είναι ο

A =

2 1 1
1 2 0
1 2 2


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Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MD
C (f) της f ως προς τις ϐάσεις C και D, όπου

D =
{
~e ′1 = (1,−1, 0), ~e ′2 = (1, 0, 1), ~e ′3 = (0, 1,−2)

}
Λύση. Επειδή A = MC

B(f), έπεται ότι

f(~e1) = 2~ε1 + 1~ε2 + 1~ε3 = (2, 1, 1)

f(~e2) = 1~ε1 + 2~ε2 + 2~ε3 = (1, 2, 2)

f(~e3) = 1~ε1 + 0~ε2 + 2~ε3 = (1, 0, 2)

΄Εστω (x, y, z) τυχόν διάνυσµα του R3
. Τότε το (x, y, z) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυα-

σµός των διανυσµάρτων της ϐάσης B:

(x, y, z) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(2, 0, 0) + b(−3,−1, 0) + c

(
0, 2,

1

2

)
=
(

2a− 3b,−b+ 2c,
c

2

)
=⇒

=⇒


2a− 3b = x

−b+ 2c = y
c
2 = z

=⇒



a =
x− 3y + 12z

2

b = −y + 4z

c = 2z

΄Αρα

(x, y, z) =
x− 3y + 12z

2
~e1 + (−y + 4z)~e2 + 2z ~e3

και εποµένως

f(x, y, z) = f

(
x− 3y + 12z

2
~e1 + (−y + 4z)~e2 + 2z ~e3

)
=

=
x− 3y + 12z

2
f(~e1) + (−y + 4z) f(~e2) + 2z f(~e3) =

=
x− 3y + 12z

2
(2, 1, 1) + (−y + 4z) (1, 2, 2) + 2z (1, 0, 2) =

=

(
x− 4y + 18z,

x− 7y + 28z

2
,
x− 7y + 36z

2

)
Εποµένως

f : R3−→R3, f(x, y, z) =

(
x− 4y + 18z,

x− 7y + 28z

2
,
x− 7y + 36z

2

)
Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα B = MD

C (f), ϑα έχουµε:

f(~e ′1) = f(1,−1, 0) = (5, 4, 4) = 5(1, 0, 0) + 4(0, 1, 0) + 4(0, 0, 1) = 5~e1 + 4~e2 + 4~e3

f(~e ′2) = f(1, 0, 1) =

(
19,

29

2
,
37

2

)
= 19(1, 0, 0) +

29

2
(0, 1, 0) +

37

2
(0, 0, 1) = 19~e1 +

29

2
~e2 +

37

2
~e3

f(~e ′3) = f(0, 1,−2) =

(
−40,

63

2
,−79

2

)
= −40(1, 0, 0)− 63

2
(0, 1, 0)− 79

2
(0, 0, 1) = −40~e1 −

63

2
~e2 −

79

2
~e3

Εποµένως

B = MD
C (f) =

5 19 −40
4 29/2 −63/2
4 37/2 −79/2


�
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Παρατήρηση 1. Αν A και B είναι δύο m × n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, τότε γνωρίζουµε ότι οι

πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι, δηλαδή A ∼ B, αν και µόνον αν οι πίνακες A και B έχουν την ίδια ϐαθµίδα :

A ∼ B ⇐⇒ r(A) = r(B)

΄Εστω ότι r(A) = r(B) = r. Τότε A ∼ B και εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος m × m πίνακας Q και

αντιστρέψιµος n× n πίνακας P έτσι ώστε Q−1AP = B.

Γνωρίζουµε, από τη ϑεωρία πινάκων, ότι για να προσδιορίσουµε του πίνακες Q και P εργαζόµαστε ως εξής :

(1) εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του A προκύπτει ένας αντιστρέψιµος m ×m πίνακας Q1

έτσι ώστε Q1A = Γ(A) είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A.

(2) εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις στήλες του Γ(A) προκύπτει ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας P1

έτσι ώστε Γ(A)P1 = K(A) είναι η ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα Γ(A), δηλαδή η κανονική

µορφή του πίνακα A, η οποία είναι η (
Ir O
O O

)
΄Ετσι έχουµε

Q1AP1 =

(
Ir O
O O

)
(†)

(3) εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του B προκύπτει ένας αντιστρέψιµος m ×m πίνακας Q2

έτσι ώστε Q2B = Γ(B) είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα B.

(4) εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις στήλες του Γ(B) προκύπτει ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας P2

έτσι ώστε Γ(B)P2 = K(B) είναι η ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα Γ(B), δηλαδή η κανονική

µορφή του πίνακα A, η οποία είναι η (
Ir O
O O

)
΄Ετσι έχουµε

Q2BP2 =

(
Ir O
O O

)
(††)

(5) Από τις σχέσεις (†) και (††) έπεται ότι :

Q1AP1 =

(
Ir O
O O

)
= Q2BP2 =⇒

(
Q−1

2 Q1

)
A
(
P1P

−1
2

)
= B

(6) Θέτοντας

Q = Q−1
1 Q2 και P = P1P

−1
1

αποκτούµε έναν αντιστρέψιµο m×m πίνακα Q και έναν αντιστρέψιµο n× n πίνακα P έτσι ώστε

Q−1AP = B

Στις επόµενες ασκήσεις αναλύουµε έναν διαφορετικό τρόπο εύρεσης αντιστρέψιµων πινάκωνQ και P έτσι ώστε

Q−1AP = B, µε χρήση γραµµικών απεικονίσεων.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η (µοναδική) γραµµική απεικόνιση

f : R3−→R2

της οποίας ο πίνακας ως προς τις ϐάσεις

B =
{
~e1 = (0, 1, 1), ~e2 = (1, 0, 1), ~e3 = (1, 1, 0)

}
και

C =
{
~ε1 = (1, 0), ~ε2 = (0, 1)

}
των R3

και R2
αντίστοιχα, είναι ο

A =

(
1 2 3
2 1 7

)
Ακολούθως :
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(1) Να ϐρεθεί µια ϐάση του πυρήνα Ker(f) της f η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση B′ του R3
.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση C′ του R2
.

(3) Να ϐρεθεί ο πίνακας B της f ως προς τις ϐάσεις B′ και C′.
(4) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας Q και αντιστρέψιµος 2× 2 πίνακας P έτσι ώστε :

Q−1AP = B

Λύση. Επειδή A = MC
B (f),θα έχουµε:

f(~e1) = 1~ε1 + 2~ε2 = (1, 0) + 2(0, 1) = (1, 2)

f(~e2) = 2~ε1 + 1~ε2 = 2(1, 0) + (0, 1) = (2, 1)

f(~e3) = 3~ε1 + 7~ε2 = 3(1, 0) + 7(0, 1) = (3, 7)

΄Εστω (x, y, z) τυχόν διάνυσµα του R3
. Τότε το (x, y, z) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυα-

σµός των διανυσµάρτων της ϐάσης B:

(x, y, z) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒

=⇒


b+ c = x

a+ c = y

a+ b = z

=⇒



a =
−x+ y + z

2

b =
x− y + z

2

c =
x+ y − z

2
΄Αρα

(x, y, z) =
−x+ y + z

2
~e1 +

x− y + z

2
~e2 +

x+ y − z
2

~e3

και τότε :

f(x, y, z) = f

(
−x+ y + z

2
~e1 +

x− y + z

2
~e2 +

x+ y − z
2

~e3

)
=

=
−x+ y + z

2
f(~e1) +

x− y + z

2
f(~e2) +

x+ y − z
2

f(~e3) =

=
−x+ y + z

2
(1, 2) +

x− y + z

2
(2, 1) +

x+ y − z
2

(3, 7) =

=
(
2x+ y, 3x+ 4y − 2z

)
Εποµένως :

f : R3−→R2, f(x, y, z) =
(
2x+ y, 3x+ 4y − 2z

)
(1) έστω(x, y, z) ∈ Ker(f). Τότε

f(x, y, z) = (0, 0) =⇒
(
2x+y, 3x+4y−2z

)
= (0, 0) =⇒

{
2x+ y = 0

3x+ 4y − 2z = 0
=⇒


y = −2x

z = −5

2
x

=⇒ (x, y, z) =

(
x, −2x, −5

2

)
= x

(
1, −2, −5

2

)
Εποµένως

Ker(f) =

〈(
1, −2, −5

2

)〉
Τότε το µονοσύνολο

{(
1, −2, −5

2

)}
είναι µια ϐάση του Ker(f) την οποία συµπλήρώνουµε σε µια ϐάση B′ του

R3
ως εξής

B′ =

{
~e ′1 = (0, 1, 0), ~e ′2 = 0, 0, 1), ~e ′3 =

(
1, −2, −5

2

)}
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Το σύνολο B′ είναι ϐάση του R3
διότι η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών των διανυσµάτων του συνόλου

B′ είναι ∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1
1 −2 −5

2

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

(2) Από τη ϑεωρία (ή µε εύκολο υπολογισµό) γνωρίζουµε ότι το σύνολο{
~ε ′1 = f(~e ′1) = f(0, 1, 0) = (1, 4), ~ε ′2 = f(~e ′2) = f(0, 0, 1) = (0,−2)

}
είναι µια ϐάση της εικόνας Im(f). Προφανώς όµως Im(f) = R2

διότι dimR Im(f) = 2 = dimRR2
. ΄Αρα το

σύνολο

C′ =
{
~ε ′1 = (1, 4), ~ε ′2 = (0,−2)

}
είναι µια ϐάση του R2

.

(3) Από τη ϑεωρία (ή µε εύκολο υπολογισµό) έχουµε ότι

B = MC′
B′(f) =

(
1 0 0
0 1 0

)
(4) Ο αντιστρέψιµος 2 × 2 πίνακας Q και ο αντιστρέψιµος 3 × 3 πίνακας P έτσι ώστε Q−1AP = B είναι ο

πίνακας µετάβασης Q = MC′
C και P = MB′

B αντίστοιχα.

Για τον πίνακα P , ϑα έχουµε:

~e ′1 = (0, 1, 0) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒

=⇒


b+ c = 0

a+ c = 1

a+ b = 0

=⇒



a =
1

2

b = −1

2

c =
1

2

΄Αρα

~e ′1 =
1

2
~e1 −

1

2
~e2 +

1

2
~e3

~e ′2 = (0, 0, 1) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒

=⇒


b+ c = 0

a+ c = 0

a+ b = 1

=⇒



a =
1

2

b =
1

2

c = −1

2

΄Αρα

~e ′1 =
1

2
~e1 +

1

2
~e2 −

1

2
~e3

~e ′3 =

(
1, −2, −5

2

)
= a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(0, 1, 1) + b(1, 0, 1) + c(1, 1, 0) = (b+ c, a+ c, a+ b) =⇒



17

=⇒



b+ c = 1

a+ c = −2

a+ b = −5

2

=⇒



a = −11

4

b =
1

4

c =
3

2
΄Αρα

~e ′1 = −11

4
~e1 +

1

4
~e2 +

3

4
~e3

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

Q = MB′
B =

 1/2 1/2 −11/4
−1/2 1/2 1/4

1/2 −1/2 3/4


Για τον πίνακα P = MC′

C , ϑα έχουµε:

~ε ′1 = (1, 4) = 1(1, 0) + 4(0, 1) = 1~e1 + 4~e2

~ε ′2 = (0,−2) = 0(1, 0)− 2(0, 1) = 0~e1 − 2~e2

πό τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

P = MC′
C =

(
1 0
4 −2

)
�

΄Ασκηση 11. ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι διάστασης 3 υπεράνω ενός σώµατος K και έστω B ={
~e1, ~e2, ~e3

}
µια ϐάση του E και C =

{
~ε1,~ε2,~ε3

}
µια ϐάση του F. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας της f ως προς τις

ϐάσεις B και C είναι ο

A = MC
B(f) =

1 1 1
1 λ µ
1 λ2 µ2


όπου λ, µ ∈ K. Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC

B′(f) της f ως προς τις ϐάσεις B′ και C, όπου

B′ =
{
~e ′1 = ~e1 + ~e2 + ~e3, ~e

′
2 = ~e2 + (λ+ 1)~e3, ~e

′
3 = ~e3

}
Τέλος, αν λ = µ = 0, να ϐρεθεί µια ϐάση D του E και µια ϐάση D′ του F έτσι ώστε

MD′
D (f) =

(
Ir O
O O

)
όπου r = r(f).

Λύση. Επειδή

A = MC
B(f) και B = MC

B′(f)

έπεται ότι οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι διότι είναι πίνακες της ίδιας γραµµικής απεικόνισης ως προς

διαφορετικά Ϲεύγη ϐάσεων. Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας και αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας

P έτσι ώστε

Q−1AP = B

Ο πίνακας P είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση B′ και ο πίνακας Q είναι ο πίνακας

µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση C. Ο τελευταίος προφανώς είναι ο ταυτοτικός πίνακας I3 και ϑα έχουµε:

P = MB′
B και Q = MC

C = I3

Για την εύρεση του πίνακα P ϑα έχουµε:

~e ′1 = ~e1 + ~e2 + ~e3, ~e ′2 = ~e2 + (λ+ 1)~e3, ~e ′3 = ~e3
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και εποµένως :

P = MB′
B =

1 0 0
1 1 0
1 λ+ 1 1


Εποµένως

B = AP =

1 1 1
1 λ µ
1 λ2 µ2

 ·
1 0 0

1 1 0
1 λ+ 1 1

 =

 3 λ+ 1 1
λ+ µ+ 1 λ+ λµ+ µ µ

1 + λ2 + µ2 λ2 + µ2λ+ µ2 + 1 µ2


΄Εστω τώρα ότι λ = µ = 0. Τότε

A = MC
B(f) =

1 1 1
1 0 0
1 0 0

 Γ3→Γ3−Γ2

Γ1→Γ1−Γ2

//

0 1 1
1 0 0
0 0 0

 Γ1↔Γ2 //

1 0 0
0 1 1
0 0 0

 =⇒ r(A) = 2

Από τη µορφή του πίνακα A ϑα έχουµε

f(~e1) = ~ε1 + ~ε2 + ~ε3, f(~e2) = ~ε1, f(~e3) = ~ε1

Εποµένως, για κάθε ~x = x1~e1 + x2~e2 + x3~e3, ϑα έχουµε:

f(~x) = f(x1~e1 + x2~e2 + x3~e3) = x1f(~e1) + x2(~e2) + x3f(~e3) =

= x1(~ε1 + ~ε2 + ~e3) + x2~ε1 + x3~ε1 = (x1 + x2 + x3)~ε1 + x1~ε2 + x1~ε3

΄Εστω ~x = x1~e1 + x2~e2 + x3~e3 ∈ Ker(f). Τότε f(~x) = ~0 και εποµένως

(x1 + x2 + x3)~ε1 + x1~ε2 + x1~ε3 = ~0 =⇒

{
x1 + x2 + x3 = 0

x1 = 0
=⇒

{
x1 = 0

x3 = −x2

΄Αρα ~x = x2~e2 − x2~e3 = x2(~e2 − ~e3). Αυτό σηµαίνει προφανώς ότι :

Ker(f) =
〈
~e2 − ~e3

〉
Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
~e2 − ~e3

}
του πυρήνα της f σε µια ϐάση του E: ϑεωρούµε το σύνολο D =

{
~e ′1 =

~e1, ~e
′
2 = ~e2, ~e

′
3 = ~e2 − ~e3

}
, το οποίο είναι γραµµικά ανεξάρτητο διότι :

λ1~e1 + λ2~e2 + λ3(~e2 − ~e3) = ~0 =⇒ λ1~e1 + (λ2 + λ3)~e2 − λ3~e3 = ~0 =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι το σύνολο B =
{
~e1, ~e2, ~e3

}
µια ϐάση του E. Επειδή dimK E = 3, έπεται ότι το

σύνολο D είναι µια ϐάση του E.

Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι το σύνολο

{
f(~e1) = ~ε1 + ~ε2 + ~ε3, f(~e2) = ~ε1

}
είναι µια ϐάση της εικόνας

Im(f) της f , την οποία συµπληρώνουµε σε µια ϐάση D′ του F: ϑεωρούµε το σύνολο

D′ =
{
~ε ′1 = ~ε1 + ~ε2 + ~ε3, ~ε

′
2 = ~ε1, ~ε

′
3 = ~ε1 + ~ε2

}
το οποίο είναι γραµµικά ανεξάρτητο διότι :

λ1~ε
′
1 + λ2~ε

′
2 + λ3~ε

′
3 = ~0 =⇒ λ1(~ε1 + ~ε2 + ~ε3) + λ2~ε1 + λ3(~ε1 + ~ε2) = ~0 =⇒

=⇒ (λ1 +λ2 +λ3)~ε1 +(λ1 +λ3)~ε2 +λ1~ε3 = ~0 =⇒


λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 + λ3 = 0

λ1 = 0

=⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι το σύνολο B =
{
~ε1,~ε2,~ε3

}
µια ϐάση του F. Επειδή dimK F = 3, έπεται ότι το

σύνολο D′ είναι µια ϐάση του F.

Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα MD′
D (f) της f στις ϐάσεις D του E και D′ του F, ϑα έχουµε:

f(~e ′1) = f(~e1) = ~ε1 + ~ε2 + ~ε3 = ~ε ′1 = 1~ε ′1 + 0~ε ′2 + 0~ε ′3

f(~e ′2) = f(~e2) = ~ε1 = ~ε ′2 = 0~ε ′1 + 1~ε ′2 + 0~ε ′3

f(~e ′3) = f(~e2 − ~e3) = ~0 = 0~ε ′1 + 0~ε ′2 + 0~ε ′3
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Εποµένως :

MD′
D (f) =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

(
I2 O
O O

)
όπου 2 = r(f). �

΄Ασκηση 12. ΄Εστω η απεικόνιση f : R3[t] −→ R2[t], f(P (t)) = P (t)′ − P (t)′′.

(1) Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική.

(2) Να ϐρείτε µια ϐάση του πυρήνα Ker f και µια ϐάση της εικόνας Im f .
(3) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC

B(f), όπου B = {1, t, t2, t3} είναι η κανονική ϐάση του R3[t] και C = {1, t, t2}
είναι η κανονική ϐάση του R2[t].

(4) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC′
B′(f) όπου B′ = {1, 1 + t, 1 + t + t2, 1 + t + t2 + t3} είναι ϐάση του R3[t] και

C′ = {1, 2t− 1,−1− 4t+ 3t2} είναι ϐάση του R2[t].
(5) Να προσδιοριστούν αντιστρέψιµοι πίνακες P,Q έτσι ώστε : B = Q−1 ·A · P .

Λύση. (1) ΄Εστω P (t), Q(t) ∈ R3[t] και λ ∈ R. Τότε

f(P (t) +Q(t)) = (P (t) +Q(t))′ − (P (t) +Q(t))′′

= P (t)′ +Q(t)′ − P (t)′′ −Q(t)′′

= (P (t)′ − P (t)′′) + (Q(t)′ −Q(t)′′)

= f(P (t)) + f(Q(t))

και

f(λP (t)) = (λP (t))′ − (λP (t))′′

= λP (t)′ − λP (t)′′

= λ(P (t)′ − P (t)′′)

= λf(P (t))

’ρα η απεικόνιση f είναι γραµµική.

(2) ΄Εστω P (t) = α+ βt+ γt2 + δt3 ∈ R3[t]. Τότε : P (t) ∈ Ker f αν και µόνον αν :

f(P (t)) = 0 ⇐⇒ P (t)′ − P (t)′′ = 0 (∗)

΄Εχουµε P (t)′ = β + 2γt+ 3δt2 και P (t)′′ = 2γ + 6δt. Τότε :

P (t)′ − P (t)′′ = 0 =⇒ (β + 2γt+ 3δt2)− (2γ + 6δt) = 0

=⇒ (β − 2γ) + (2γ − 6δ)t+ 3δt2 = 0 + 0t+ 0t2

=⇒ β = γ = δ = 0

Συνεπώς ο πυρήνας της f είναι

Ker f = {P (t) ∈ R3[t] | f(P (t)) = 0}
= {P (t) ∈ R3[t] | β = γ = δ = 0}
= {P (t) = a ∈ R3[t] | a ∈ R}
= {a · 1 | a ∈ R}
= 〈1〉

’ρα ο πυρήνας Ker f της f αποτελείται από όλα τα σταθερά πολυώνυµα και ϐάση του Ker f είναι το

σταθερό πολυώνυµο 1. Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε µια ϐάση της εικόνας Im f της f . Από την εξίσωση

των διαστάσεων έχουµε:

dimRR3[t] = dimR Ker f + dimR Im f =⇒ dimR Im f = 4− 1 = 3
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και Im f υπόχωρος του R2[t]. Τότε Im f = R2[t] αφού dimRR2[t] = 3. Εποµένως µια ϐάση της εικόνας

Im f της f είναι η κανονική ϐάση του R2[t], δηλαδή το σύνολο {1, t, t2}. ∆ιαφορετικά:

R3[t] = 〈1, t, t2, t3〉 =⇒ Im f = f(R3[t]) = 〈f(1), f(t), f(t2), f(t3)〉 = 〈1, 2t− 2, 3t2 − 6t)〉
’ρα τα παραπάνω διανύσµατα αποτελούν ϐάση της Im f της f διότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Επίσης

αφού dimR Im f = 3 και έχουµε ϐρεί τρία διανύσµατα που παράγουν τον χώρο τότε από τη ϑεωρία

γνωρίζουµε ότι αποτελούν ϐάση.

(3) ΄Εχουµε:
f(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
f(t) = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
f(t2) = 2t− 2 = −2 · 1 + 2 · t+ 0 · t2
f(t3) = 3t2 − 6t = 0 · 1− 6 · t+ 3 · t2

=⇒ A = MC
B(f) =

0 1 −2 0
0 0 2 −6
0 0 0 3


(4) ΄Εχουµε:

f(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · (2t− 1) + 0 · (−1− 4t+ 3t2)
f(1 + t) = 1 = 1 · 1 + 0 · (2t− 1) + 0 · (−1− 4t+ 3t2)
f(1 + t+ t2) = −1 + 2t = 0 · 1 + 1 · (2t− 1) + 0 · (−1− 4t+ 3t2)
f(1 + t+ t2 + t3) = −1− 4t+ 3t2 = 0 · 1 + 0 · (2t− 1) + 1 · (−1− 4t+ 3t2)

και άρα ο πίνακας MC′
B′(f) είναι

B = MC′
B′(f) =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(5) Οι πίνακες A και B που ϐρήκαµε παραπάνω είναι ισοδύναµοι διότι είναι οι πίνακες της ίδιας γραµµι-

κής απεικόνισης f σε διαφορετικά Ϲεύγη ϐάσεων. Εποµένως από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι υπάρχουν

αντιστρέψιµοι πίνακες P,Q έτσι ώστε : B = Q−1 · A · P . Ο πίνακας P είναι ο πίνακας µετάβασης

από τη ϐάση B στη ϐάση B′ ενώ ο πίνακας Q είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση C′.
΄Εχουµε: 

1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3
1 + t = 1 · 1 + 1 · t+ 0 · t2 + 0 · t3
1 + t+ t2 = 1 · 1 + 1 · t+ 1 · t2 + 0 · t3
1 + t2 + t3 = 1 · 1 + 1 · t+ 1 · t2 + 1 · t3

=⇒ P =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1


και  1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2

2t− 1 = −1 · 1 + 2 · t+ 0 · t2
−1− 4t+ 3t2 = −1 · 1− 4 · t+ 3 · t2

=⇒ Q =

1 −1 −1
0 2 −4
0 0 3


Ο πίνακας Q−1

είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C′ στη ϐάση C. Μπορούµε όµως να υπολο-

γίσουµε απλά τον αντίστροφο του πίνακα Q. Τότε

Q−1 =

1 1
2 1

0 1
2

2
3

0 0 1
3


Συνεπώς ϐρήκαµε αντιστρέψιµους πίνακες P,Q έτσι ώστε : Q−1 ·A · P = B. �

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε τους πίνακες πραγµατικών αριθµών

A =

 1 −2 1
2 0 1
−3 −2 −1

 και B =

1 −1 1
3 −1 3
1 0 1


Να εξετασθεί αν οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι. Αν οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι, να ϐρεθούν

αντιστρέψιµοι 3× 3 πίνακες Q και P έτσι ώστε : Q−1AP = B.
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Λύση. Γνωρίζουµε ότι δύοm×n πίνακες είναι ισοδύναµοι αν και µόνον αν έχουν την ίδια ϐαθµίδα. Επιπλέον

γνωρίζουµε ότι η ϐαθµίδα ενός πίνακα είναι ίση µε τη ϐαθµίδα της επαγόµενης γραµµικής απεικόνισης. Με

αυτό το σκεπτικό ϑεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

fA : R3−→R3, fA(X) = AX και fB : R3−→R3, fB(X) = BX

Θα υπολογίσουµε τις ϐαθµιδες των fA και fB.

΄Εστω X =

xy
z

 ∈ Ker(fA), δηλαδή fA(X) = 0 και εποµένως :

 1 −2 1
2 0 1
−3 −2 −1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 x− 2y + z
2x+ z

−3x− 2y − z

 =

0
0
0

 =⇒


z = −2x

x = −2y

y ∈ R
=⇒


z = 4y

x = −2y

y ∈ R

΄Αρα Ker(fA) =


−2y

y
4y

 ∈ R3 | y ∈ R

 =

y
−2

1
4

 ∈ R3 | y ∈ R

 =

〈−2
1
4

〉. Εποµένως το µονο-

σύνολο


−2

1
4

 είναι µια ϐάση του πυρήνα της fA και άρα dimK Ker(fA) = 1. Από την εξίσωση διαστάσεων

προκύπτει τότε ότι r(fA) = dimRR3 − dimR Ker(fA) = 3− 1 = 2. Εποµένως :

r(A) = 2

΄Εστω X =

xy
z

 ∈ Ker(fB), δηλαδή fB(X) = 0 και εποµένως :

1 −1 1
3 −1 3
1 0 1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 x− y + z
3x− y + 3z

x+ z

 =

0
0
0

 =⇒

{
z = −x
y = 0

΄Αρα Ker(fB) =


 x

0
−x

 ∈ R3 | y ∈ R

 =

x
 1

0
−1

 ∈ R3 | y ∈ R

 =

〈 1
0
−1

〉. Εποµένως το µονοσύνο-

λο


 1

0
−1

 είναι µια ϐάση του πυρήνα της fB και άρα dimK Ker(fB) = 1. Από την εξίσωση διαστάσεων

προκύπτει τότε ότι r(fB) = dimRR3 − dimR Ker(fB) = 3− 1 = 2. Εποµένως :

r(B) = 2

΄Αρα r(A) = 2 = r(B) και εποµένως οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι.

Για να προσδιορίσουµε αντιστρέψιµους πίνακες Q και P έτσι ώστε : Q−1AP = B, εργαζόµαστε ως εξής :

(1) Επειδή r(A) = 2, ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον

(
I2 O
O O

)
, και άρα υπάρχουν αντιστρέψιµοι

πίνακες Q1 και P1 έτσι ώστε Q−1
1 AP1 =

(
I2 O
O O

)
.

Οι πίνακες Q1 και P1 προκύπτουν ως εξής : ΄Εστω B =
{
E1, E2, E3

}
η κανονική ϐάση του R3.

Βρίσκουµε στη συνέχεια µια ϐάση του πυρήνα Ker(fA) η οποία, επειδή dimR Ker(fA) = 1, ϑα είναι

της µορφής

{
E′3
}
. Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
E′3
}

του Ker(fA) σε µια ϐάση B′ =
{
E′1, E

′
2, E

′
3

}
του



22

R3. Γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο

{
F1 = fA(E′1), F2 = fA(E′2)

}
είναι µια ϐάση της Im(fA), την οποία

συµπληρώνουµε σε µια ϐάση C =
{
F1, F2, F3

}
του R3. Τότε :

P1 = MB′
B και Q1 = MC′

C

όπου C = B είναι η κανονική ϐάση του R3.

(2) Επειδή r(B) = 2, ο πίνακας B είναι ισοδύναµος µε τον

(
I2 O
O O

)
, και άρα υπάρχουν αντιστρέψιµοι

πίνακες Q2 και P2 έτσι ώστε Q−1
2 AP2 =

(
I2 O
O O

)
.

Οι πίνακες Q2 και P2 προκύπτουν ως εξής : ΄Εστω B =
{
E1, E2, E3

}
η κανονική ϐάση του R3.

Βρίσκουµε στη συνέχεια µια ϐάση του πυρήνα Ker(fB) η οποία, επειδή dimR Ker(fB) = 1, ϑα είναι

της µορφής

{
E′′3
}
. Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
E′′3
}

του Ker(fB) σε µια ϐάση B′′ =
{
E′′1 , E

′′
2 , E

′′
3

}
του

R3. Γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο

{
F ′′1 = fA(F ′1), F ′′2 = fB(E′′2 )

}
είναι µια ϐάση της Im(fB), την οποία

συµπληρώνουµε σε µια ϐάση C′′ =
{
F ′′1 , F

′′
2 , F

′′
3

}
του R3. Τότε :

P2 = MB′′
B και Q2 = MC′′

C

όπου C = B είναι η κανονική ϐάση του R3.

(3) Από τα µέρη (1) και (2), προκύπτει ότι :

Q−1
1 AP1 =

(
I2 O
O O

)
= Q−1

2 BP2 =⇒ Q2Q
−1
1 AP1P

−1
2 = B =⇒ (Q1Q

−1
2 )−1A (P1P

−1
2 ) = B

΄Αρα οι Ϲητούµενοι πίνακες Q και P είναι οι πίνακες :

Q = Q1Q
−1
2 και P = P1P

−1
2

Θα εφαρµόσουµε την παραπάνω µέθοδο για να προσδιορίσουµε αντιστρέψιµους πίνακες Q και P έτσι ώστε :

Q−1AP = B.

• Θα κατασκευάσουµε µια ϐάση του R3 συµπληρώνοντας τη ϐάση


−2

1
4

 του πυρήνα Ker(fA) σε µια

ϐάση

B′ =

E′1 =

1
0
0

 , E′2 =

0
1
0

 , E′3 =

−2
1
4


του R3. Το παραπάνω σύνολο είναι ϐάση του R3 διότι∣∣∣∣∣∣

1 0 −2
0 1 1
0 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 4 6= 0

Γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο

{
F ′1 = fA(E′1), F ′2 = fA(E′2)

}
είναι µια ϐάση της Im(fA) της fA. ΄Εχουµε:

F ′1 = fA(E′1) = AE′1 =

 1 −2 1
2 0 1
−3 −2 −1

1
0
0

 =

 1
2
−3


F ′2 = fA(E′2) = AE′2 =

 1 −2 1
2 0 1
−3 −2 −1

0
1
0

 =

−2
0
2


Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
F ′1, F

′
2

}
της Im(fA) σε µια ϐάση

C′ =

F ′1 =

 1
2
−3

 , F ′2 =

−2
0
2

 , F ′3 =

0
0
1


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του R3. Το παραπάνω σύνολο είναι ϐάση του R3 διότι∣∣∣∣∣∣
1 −2 0
2 0 0
−3 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 4 6= 0

Ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση B =
{
E1, E2, E3

}
του R3 στη ϐάση B′ είναι τότε ο πίνακας :

P1 = MB′
B =

1 0 −2
0 1 1
0 0 4


Ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση C =

{
E1, E2, E3

}
του R3 στη ϐάση C′ είναι τότε ο πίνακας :

Q1 = MC′
C =

 1 −2 0
2 0 0
−3 −2 1


Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι :

Q−1
1 AP1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

(
I2 O
O O

)
(†)

• Θα κατασκευάσουµε µια ϐάση του R3 συµπληρώνοντας τη ϐάση


 1

0
−1

 του πυρήνα Ker(fB) σε µια

ϐάση

B′′ =

E′′1 =

1
0
0

 , E′′2 =

0
1
0

 , E′′3 =

 1
0
−1


του R3. Το παραπάνω σύνολο είναι ϐάση του R3 διότι∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −1 6= 0

Γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο

{
F ′′1 = fB(E′′1 ), F ′′2 = fB(E′′2 )

}
είναι µια ϐάση της Im(fB) της fB. ΄Εχουµε:

΄Εχουµε:

F ′′1 = fB(E′′1 ) = BE′′1 =

1 −1 1
3 −1 3
1 0 1

1
0
0

 =

1
3
1



F ′′2 = fB(E′′2 ) = BE′′2 =

1 −1 1
3 −1 3
1 0 1

0
1
0

 =

−1
−1

0


Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
F ′′1 , F

′′
2

}
της Im(fB) σε µια ϐάση

C′′ =

F ′′1 =

1
3
1

 , F ′′2 =

−1
−1

0

 , F ′′3 =

0
0
1


του R3. Το παραπάνω σύνολο είναι ϐάση του R3 διότι∣∣∣∣∣∣

1 −1 0
3 −1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0
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Ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση B =
{
E1, E2, E3

}
του R3 στη ϐάση C′′ είναι τότε ο πίνακας :

P2 = MB′′
B =

1 0 1
0 1 0
0 0 −1


Ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση C =

{
E1, E2, E3

}
του R3 στη ϐάση C′′ είναι τότε ο πίνακας :

Q2 = MC′′
C =

1 −1 0
3 −1 0
1 0 1


Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι :

Q−1
2 BP2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

(
I2 O
O O

)
(††)

Από τις σχέσεις (†) και (††), προκύπτει ότι :

Q−1
1 AP1 = Q−1

2 BP2 =⇒ Q2Q
−1
1 AP1P

−1
2 = B

Θέτουµε

Q = Q1Q
−1
2 =

 5
2 −1

2 0
−1 1 0

5 −3 1

 και P = P1P
−1
2 =

1 0 3
0 1 −1
0 0 −4


και τότε :

Q−1AP = B �

΄Ασκηση 14. ΄Εστω

A =

1 −1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 −2


Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα r(A) := r του A και ακολούθως να ϐρεθούν αντιστρέψιµοι πίνακες P,Q έτσι ώστε

Q−1 ·A · P =

(
Ir O
O O

)
όπου Ir είναι ο µοναδιαίος r × r πίνακας.

Λύση. Χρησιµοποιούµε ότι ο 3× 4 πίνακας

A =

1 −1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 −2


είναι ο πίνακας τής K-γραµµικής απεικόνισης

fA : M4(K) −→ M3(K)

ως προς τις αντίστοιχες κανονικές ϐάσεις

B =

E1 =


1
0
0
0

 , E2 =


0
1
0
0

 , E3 =


0
0
1
0

 , E4 =


0
0
0
1




του M4(K) και

C =

F1 =

1
0
0

 , F2 =

0
1
0

 , F3 =

0
0
1


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του M3(K). ∆ηλαδή, αν X =


α
β
γ
δ

 ∈ M4(K), τότε

fA(X) = AX =

1 −1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 −2



α
β
γ
δ

 =

 α− β + γ + 2δ
2α+ β + 3γ + 2δ
α+ 5β + 3γ − 2δ



Προσδιορίζουµε τον Ker(f): ΄Ενα διάνυσµα ~x =


α
β
γ
δ

 ανήκει στον πυρήνα τής φ, αν και µόνο αν,

 α− β + γ + 2δ
2α+ β + 3γ + 2δ
α+ 5β + 3γ − 2δ

 =

0
0
0

 .

Επιλύοντας το αντίστοιχο οµογενές σύστηµα:

α− β + γ + 2δ = 0
2α+ β + 3γ + 2δ = 0
α+ 5β + 3γ − 2δ = 0

ως προς α, β, γ, δ, διαπιστώνουµε ότι το διάνυσµα X =


α
β
γ
δ

 ανήκει στον πυρήνα τής fA, αν και µόνο αν

X =


α
β

−α
2 − β
−α

4 + β

 , α, β ∈ K.

Προφανώς τότε το σύνολο

K =



−4
2
0
3

 ,


−4
−1
3
0




είναι µια ϐάση του Ker(fA), και άρα η διάσταση του πυρήνα Ker(fA) είναι ίση µε 2. Συµπληρώνουµε τη ϐάση

αυτή σε µια ϐάση τού M4(K). Πράγµατι, το σύνολο

B′ =

E′1 =


1
0
0
0

 , E′2 =


0
1
0
0

 , E′3 =


−4
2
0
3

 , E′4 =


−4
−1
3
0




είναι ϐάση τού M4(K). Αυτό ελέγχεται εύκολα, διαπιστώνοντας ότι η ορίζουσα τού πίνακα

M =


1 0 −4 −4
0 1 2 −1
0 0 0 3
0 0 3 0


είναι διάφορη τού µηδενός. Η εικόνα Im(fA) έχει διάσταση 4 − dim(Ker fA) = 2. Αυτή είναι ακριβώς

και η ϐαθµίδα τού A επειδή γνωρίζουµε ότι dimK Im(fA) = r(A). Επιπλέον µια ϐάση της εικόνας Im(fA)
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αποτελείται
1
από τα διανύσµατα fA(E′1), και fA(E′2). Επειδή

fA(E′1) = AE′1 =

1
2
1

 και fA(E′2) = AE′2 =

−1
1
5


΄Ωστε µια ϐάση τής εικόνας είναι το σύνολο

L =

fA(~c1) =

1
2
1

 , fA(~c2) =

−1
1
5

 .

Συµπληρώνουµε την L σε µια ϐάση τού M3(K). Πράγµατι, το σύνολο

C′ =

F ′1 =

1
2
1

 , F ′2 =

−1
1
5

 , F ′3 =

1
0
0


είναι ϐάση τού M3(K). (Τα τρία διανύσµατα τού C3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα σε έναν χώρο διάστασης 3.) Ας

δούµε τη µορφή έχει ο πίνακας M(fA)C
′

B′ τής fA ως προς τις ϐάσεις B′,C′. ΄Εχουµε:

fA(E′1) =

1
2
1

 = 1F ′1 + 0F ′2 + 0F ′3,

fA(E′2) =

−1
1
5

 = 0F ′1 + 1F ′2 + 0F ′3,

fA(E′3) =

0
0
0

 = 0F ′1 + 0F ′2 + 0F ′3,

fA(E′4) =

0
0
0

 = 0F ′1 + 0F ′2 + 0F ′3

Εποµένως,

MC′
B′(fA) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι

MC′
B′(fA) = (MB′

B )−1 ·MC
B(fA) ·MC′

C

όπου ο MB′
B είναι ο πίνακας µετάβασης από την B στη B′ και ο MC′

C είναι ο πίνακας µετάβασης από την C στη

C′. ∆ηλαδή,

MB′
B (fA) =


1 0 −4 −4
0 1 2 −1
0 0 0 3
0 0 3 0

 και MC′
C (fA) =

1 −1 1
2 1 0
1 5 0


1
Τα διανύσµατα fA(E

′
1), και fA(E

′
2) προφανώς παράγουν την εικόνα Im(fA) και είναι γραµµικά ανεξάρτητα διότι αν λfA(E

′
1) +

µfA(E
′
2) = ~0, τότε :0

0
0

 = 0 = λfA(E
′
1) + µfA(E

′
2) = λ

1
2
1

+ µ

−11
5

 =

 λ− µ
2λ+ µ
λ+ 5µ

 =⇒


λ = µ

2λ+ µ = 0

λ+ 5µ = 0

=⇒ λ = µ = 0
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΄Ωστε ο πίνακας P τής άσκησης είναι ο MB′
B και ο πίνακας Q τής άσκησης είναι ο MC′

C . Αυτό ελέγχεται αφού

το αποτέλεσµα τού πολλαπλασιασµού:

Q−1AP =

1 −1 1
2 1 0
1 5 0

−11 −1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 −2




1 0 −4 −4
0 1 2 −1
0 0 0 3
0 0 3 0



είναι ο πίνακας

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

. Για ϐοήθεια :

1 −1 1
2 1 0
1 5 0

−1

=

0 5
9 −1

9
0 −1

9
2
9

1 −2
3

1
3

.

Αφού λοιπόν ο A είναι ισοδύναµος µε τον

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 έχει την ίδια ϐαθµίδα µε αυτόν, δηλαδή 2. �

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R4 −→ R5

όπου

f(x, y, z, w) =
(
2x+ y − 2z +w, 4x+ y − 2z − 3w, x− y + 2z − 3w, 2x+ 2y − 4z − 5w, 3x+ y − 2z + 2w

)
(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MC

B(f) της f ως προς τις κανονικές ϐάσεις B και C των R4
και R5

αντίστοιχα.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση B′ του R4
και µια ϐάση C′ του R5

έτσι ώστε :

B = MC′
B′(f) =

(
Ir O
O O

)
, όπου r = r(f)

(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος 5× 5 πίνακας Q και αντιστρέψιµος 4× 4 πίνακας P έτσι ώστε :

Q−1AP = B

Λύση. (1) Θεωρούµε τις κανονικές ϐάσεις

B =
{
~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e3 = (0, 0, 1, 0), ~e4 = (0, 0, 0, 1)

}
C =

{
~ε1 = (1, 0, 0, 0, 0), ~ε2 = (0, 1, 0, 0, 0), ~ε3 = (0, 0, 1, 0, 0), ~ε4 = (0, 0, 0, 1, 0), ~ε5 = (0, 0, 0, 0, 1)

}
των R4

και R5
αντίστοιχα.

Για τον προσδιορισµό του πίνακα A ϑα έχουµε:

f(~e1) = f(1, 0, 0, 0) = (2, 4, 1, 2, 3) = 2~e1 + 4~e2 + ~e3 + 2~e4 + 3~e5

f(~e2) = f(0, 1, 0, 0) = (1, 1,−1, 2, 1) = ~e1 + ~e2 − ~e3 + 2~e4 + ~e5

f(~e3) = f(0, 0, 1, 0) = (−2,−2, 2,−4,−2) = −2~e1 − 2~e2 + 2~e3 − 4~e4 − 2~e5

f(~e4) = f(0, 0, 0, 1) = (1,−3,−3,−5, 2) = ~e1 − 3~e2 − 3~e3 − 5~e4 + 2~e5

Εποµένως

A = MC
B(f) =


2 1 −2 1
4 1 −2 −3
1 −1 2 −3
2 2 −4 −5
3 1 −2 2


(2) (αʹ) Θα προσδιορίσουµε πρώτα µια ϐάση του πυρήνα Ker(f) της f και ακολούθως ϑα την συµπλη-

ϱώσουµε σε µια ϐάση του R4
.
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΄Εστω ~a = (x, y, z, w) ∈ Ker(f). Τότε f(~a) = f(x, y, z, w) = (0, 0, 0, 0, 0), και εποµένως ϑα

έχουµε: 

2x+ y − 2z + w = 0

4x+ y − 2z − 3w − 0

x− y + 2z − 3w = 0

2x+ 2y − 4z − 5w = 0

3x+ y − 2z + 2w = 0

Εποµέµνως το διάνυσµα ~a ανήκει στον πυρήνα της f αν και µόνον αν οι συνιστώσες του αποτελούν

λύση του οµογενούς συστήµατος

(Σ) AX = 0, δηλαδή (Σ)


2 1 −2 1
4 2 −2 −3
1 −1 2 −3
2 2 −4 −5
3 1 −2 2



x
y
z
w

 =


0
0
0
0


Εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του πίνακα A:
2 1 −2 1
4 2 −2 −3
1 −1 2 −3
2 2 −4 −5
3 1 −2 2

 Γ1→Γ1−Γ5

Γ2→Γ2−2Γ4, Γ4→Γ4−2Γ3

//


−1 0 0 −1

0 −3 6 7
1 −1 2 −3
0 4 −8 1
3 1 −2 2

 Γ1→−Γ1, Γ2→− 1
3

Γ2

Γ4→ 1
4

Γ4, Γ5→Γ5+3Γ1

//


1 0 0 1
0 1 −2 −7

3
1 −1 2 −3
0 1 −2 1

41
0 1 −2 −1

 Γ3→Γ3−Γ1, Γ5→Γ5−Γ4

Γ4→Γ4=Γ2

//


1 0 0 1
0 1 −2 −7

3
0 −1 2 2
0 0 0 31

12
0 0 0 −5

4

 Γ3→Γ3+Γ2

Γ4→ 12
31

Γ4, Γ5→− 4
5

Γ5

//


1 0 0 1
0 1 −2 −7

3
0 0 0 −1

3
0 0 0 1
0 0 0 1

 Γ3→−3Γ3

Γ5→Γ5−Γ4, Γ2+ 7
3

Γ4

//


1 0 0 1
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 Γ4→Γ4−Γ3

Γ1−Γ3

//


1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 := A′

και τότε το οµογενές σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το οµογενές σύστηµα

A′X = 0, δηλαδή


1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



x
y
z
w

 =


0
0
0
0

 =⇒


x = 0

y − 2z = 0

w = 0

=⇒


x = 0

y = 2z

w = 0

Εποµένως

Ker(f) =
{

(0, 2z, z, 0) ∈ R4 | z ∈ R
}

=
{
z(0, 2, 1, 0) ∈ R4 | z ∈ R

}
=
〈
(0, 2, 1, 0)

〉
Το µη-µηδενικό διάνυσµα ~e ′4 = (0, 2, 1, 0) είναι ϐάση του πυρήνα Ker(f) της f .
Συµπληρώνουµε τη ϐάση

{
~e ′4
}

του πυρήνα Ker(f) σε µια ϐάση B′ του R4
:

B′ =
{
~e ′1 = ~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e ′2 = ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e ′3 = ~e4 = (0, 0, 0, 1), ~e ′4 = (0, 2, 1, 0)

}
Αυτό µπορεί να γίνει διότι η ορίσουσα∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0
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(ϐʹ) Θα προσδιορίσουµε τώρα µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f και ακολούθως ϑα την συµπληρώσουµε

σε µια ϐάση του R5
.

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι τα διανύσµατα

{
f(~e ′1), f(~e ′2), f(~e ′3)

}
είναι µια ϐάση της εικόνας

Im(f) της f . Υπολογιίζουµε :

~ε ′1 := f(~e ′1) = f(~e1) = (2, 4, 1, 2, 3)

~ε ′2 := f(~e ′2) = f(~e2) = (1, 1,−1, 2, 1)

~ε ′3 = f(~e ′3) = f(~e4) = (1,−3,−3,−5, 2)

΄Ετσι αποκτούµε µια ϐάση

{
~ε ′1, ~ε

′
2, ~ε

′
3

}
της Im(f) την οποία συ,οληρώνουµε σε µια ϐάση C′ του

R5
:

C′ =
{
~ε ′1 = (2, 4, 1, 2, 3), ~ε ′2 = (1, 1,−1, 2, 1), ~ε ′3 = (1,−3,−3,−5, 2),

~ε ′4 = (0, 0, 0, 1, 0), ~ε ′5 = (0, 0, 0, 0, 1)
}

Αυτό µπορεί να γίνει διότι η ορίσουσα∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3 2 3
1 1 −1 2 1
1 −3 −3 −5 2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 3 2
1 1 −1 2
1 −3 −3 −5
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 4 3
1 1 −1
1 −3 −3

∣∣∣∣∣∣ = −16 6= 0

Σύµφωνα µε το µέρος (2), έχουµε dimR Ker(f) = 1 και εποµένως από την εξίσωση διαστάσεων για

την f προκύπτει ότι r(f) = 4− 1 = 3. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ο πίνακας B = MC′
B′(f) της f ως

προς τις ϐάσεις B′ καιC′ είναι ο

B = MC′
B′(f) =

(
I3 O
O O

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


(3) Γνωρίζουµε από τη Θεωρία ότι αν Q = MC′

C είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση C′ του

R5
και P = MB′

B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση B′ του R4
, τότε : Q−1AP = B.

Επειδή οι ϐάσεις B και C είναι οι κανονικές ϐάσεις των R4
και R5

αντίστοιχα, ο πίνακας Q έχει ως

στήλες τις συνιστώσες των διανυσµάτων της ϐάσης C′ και ο πίνακας P έχει ως στήλες τις συνιστώσες

των διανυσµάτων της ϐάσης B′. Εποµένως :

Q =


2 1 1 0 0
4 1 −3 0 0
1 −1 −3 0 0
2 2 −5 1 0
3 1 2 0 1

 και P =


1 0 0 0
0 1 0 2
0 0 0 1
0 0 1 0


�


