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Πρόχειρη ∆οκιµασία. Για κάθε x ∈ R, ϑεωρούµε τον πίνακα

A(x) =

2019x 0 0
0 1 x
0 0 1


1. Να δειχθεί ότι

A(x) ·A(y) = A(x+ y)

2. Να δειχθεί ότι ο πίνακας A(x) είναι αντιστρέψιµος.

3. Να υπολογιστεί ο πίνακας A(x)−1
.

4. Να υπολογιστεί η n-οστή δύναµη του πίνακα A(x), ∀n ∈ Z.

5. Να υπολογιστεί ο πίνακας (
A(x) +A(y)

)3
Λύση. Για κάθε x, y ∈ R έχουµε

A(x)A(y) =

2019x 0 0
0 1 x
0 0 1

2019y 0 0
0 1 y
0 0 1


=

2019x · 2019y 0 0
0 1 x+ y
0 0 1


=

2019(x+y) 0 0
0 1 x+ y
0 0 1


= A(x+ y)

Παρατηρούµε ότι :

A(0) =

20190 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3

Εποµένως, έχουµε

A(x)A(−x) = A(x+ (−x)) = A(0) = I3 = A(0) = A
(
(−x) + x

)
= A(−x)A(x)

και άρα, ∀x ∈ R, ο πίνακας A(x) είναι αντιστρέψιµος µε

A(x)−1 = A(−x)
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• Αν n ≥ 0, τότε επειδή A(x) ·A(y) = A(x+ y), έπεται ότι A(x)2 = A(x) ·A(x) = A(x+ x) = A(2x).
Επαγωγικά εύκολα ϐλέπουµε ότι A(x)n = A(nx). Πραγµατικά, έστω ότι A(x)n = A(nx), για κάποιο

n ≥ 2. Τότε

A(x)n+1 = A(x)n ·A(x) = A(nx) ·A(x) = A(nx+ x) = A
(
(n+ 1)x

)
΄Αρα από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής έπεται ότι πράγµατικά, ∀n ≥ 0: A(x)n = A(nx).
• Αν n ≤ −1, τότε χρησιµοποιώντας ότι A(x)−1 = A(−x), ϑα έχουµε

1

A(x)−n = (A(x)−1)n = A(−x)n = A(−nx)
Εποµένως ϑα έχουµε

A(x)n = A(nx), ∀n ∈ Z
Επειδή A(x) ·A(y) = A(x+ y) = A(y + x) = A(y) ·A(x), έπεται ότι2:(

A(x) +A(y)
)3

= A(x)3 + 3A(x)2A(y) + 3A(x)A(y)2 +A(y)3

Επειδή A(x)n = A(nx), από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε:(
A(x)+A(y)

)3
= A(3x)+3A(2x)A(y)+3A(x)A(2y)+A(3y) = A(3x)+3A(2x+y)+3A(x+2y)+A(3y) =

=

20193x 0 0
0 1 3x
0 0 1

+ 3

20192x+y 0 0
0 1 2x+ y
0 0 1

+ 3

2019x+2y 0 0
0 1 x+ 2y
0 0 1

+

20193y 0 0
0 1 3y
0 0 1

 =

=

20193x + 3
(
20192x+y + 2019x+2y) + 20193y 0 0

0 8 6(x+ y)
0 0 8

 �

1
Εδώ χρησιµοποιούµε ότι αν ένας πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, και άρα υπάρχει ο αντίστροφός του A−1

, τότε ορίζονται

και οι αρνητικές δυνάµεις του A ως εξής :

∀n ≤ 0 : A−n = (A−1)n

2
Εδώ χρησιµοποιούµε ότι αν A και B είναι τετραγωνικοί πίνακες ίδιου µεγέθους και ισχύει ότι AB = BA, τότε :

(A+B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3


