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Πρόχειρη ∆οκιµασία. (1) Αν λ ∈ K, να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα

A =

−1 3 2
2 −1 1
1 λ 1


Ποιά είναι η κανονική µορφή του A και ποιά η ϐαθµίδα του ;

(2) Για ποιές τιµές του λ ∈ K είναι ο πίνακας A αντιστρέψιµος ; Στην περίπτωση κατά την οποία οA είναι

αντιστρέψιµος, να ϐρεθεί ο αντίστροφος A−1
του A µε χρήση στοιχειωδών πράξεων επί των γραµµών

του A.

(3) Να λυθεί το σύστηµα

(Σ)

 −x1 + 3x2 + 2x3 = −5
2x1 − x2 + x3 = −1
x1 + λx2 + x3 = 4

Λύση. • Προσδιορίζουµε ταυτόχρονα την ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του A και τον αντίστροφό του, σε

περίπτωση κατά την οποία ο A είναι αντιστρέψιµος. Θα έχουµε: −1 3 2 1 0 0
2 −1 1 0 1 0
1 λ 1 0 0 1

 � Γ2→Γ2+2Γ1

Γ3→Γ3+Γ1

//

 −1 3 2 1 0 0
0 5 5 2 1 0
0 λ+ 3 3 1 0 1

 � Γ1→−Γ1

Γ2→ 1
5

Γ2

//

 1 −3 −2 −1 0 0
0 1 1 2

5
1
5 0

0 λ+ 3 3 1 0 1

 � Γ3→Γ3−(λ+3)Γ2 //

 1 −3 −2 −1 0 0
0 1 1 2

5
1
5 0

0 0 −λ −1+2λ
5 −λ+3

5 1

 � Γ1→Γ1+3Γ2

Γ3→−Γ3

//

 1 0 1 1
5

3
5 0

0 1 1 2
5

1
5 0

0 0 λ 1+2λ
5

λ+3
5 −1

 (∗)

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(1) Υποθέτουµε ότι λ = 0. Τότε ο τελευταίος πίνακας (∗) παραπάνω είναι 1 0 1 1
5

3
5 0

0 1 1 2
5

1
5 0

0 0 0 1
5

3
5 −1





2

Προφανώς τότε η ισχυρά Γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A είναι ο πίνακας

Γ(A) =

1 0 1
0 1 1
0 0 0


Επειδή Γ(A) 6= I3, έπεται ότι ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος, και προφανώς η ϐαθµίδα του

πίνακα A είναι ίση µε

r(A) = 2

Για την κανονική µορφή του πίνακα A, ϑα έχουµε:

Γ(A) =

1 0 1
0 1 1
0 0 0

 � Σ3→Σ3−Σ1

Σ3→Σ3−Σ2

//

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = K(A)

(2) Υποθέτουµε ότι λ 6= 0. Τότε ο τελευταίος πίνακας (∗) παραπάνω είναι 1 0 1 1
5

3
5 0

0 1 1 2
5

1
5 0

0 0 λ 1+2λ
5

λ+3
5 −1

 � Γ3→ 1
λ

Γ3 //

 1 0 1 1
5

3
5 0

0 1 1 2
5

1
5 0

0 0 1 1+2λ
5λ

λ+3
5λ

−1
λ

 � Γ1→Γ1−Γ3

Γ2→Γ2−Γ3

//

 1 0 0 −1−λ
5λ

2λ−3
5λ

1
λ

0 1 0 −1
5λ

−3
5λ

1
λ

0 0 1 1+2λ
5λ

λ+3
5λ

−1
λ

 = (I3 |X)

Τότε η ισχυρά γ-κλινακωτή µορφή τοψ A είναι ο µοναδιαίος πίνακας : Γ(A) = I3. Εποµένως ο

πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι ο πίνακας

A−1 = X =

−1−λ
5λ

2λ−3
5λ

1
λ−1

5λ
−3
5λ

1
λ

1+2λ
5λ

λ+3
5λ

−1
λ


Προφανώς ϑα έχουµε

K(A) = Γ(A) = I3 και r(A) = 3

• Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος

(Σ)

 −x1 + 3x2 + 2x3 = −5
2x1 − x2 + x3 = −1
x1 − λx2 + x3 = 4

είναι ο πίνακας

(A |B) =

 −1 3 2 −5
2 −1 1 −1
1 λ 1 4


Εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του επαυξηµένου πίνακα και λαµβάνοντας υπόψιν τους

παραπάνω υπολογισµούς, ϑα έχουµε:

(A |B) =

 −1 3 2 −5
2 −1 1 −1
1 λ 1 4

 � Γ2→Γ2+2Γ1

Γ3→Γ3+Γ1

//

 −1 3 2 −5
0 5 5 −11
0 λ+ 3 3 −1

 � Γ1→−Γ1

Γ2→ 1
5

Γ2

//

 1 −3 −2 5
0 1 1 −11

5
0 λ+ 3 3 −1

 � Γ3→Γ3−(λ+3)Γ2 //

 1 −3 −2 5
0 1 1 −11

5
0 0 −λ 11λ+28

5

 � Γ1→Γ1+3Γ2

Γ3→−Γ3

//
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 1 0 1 −8
5

0 1 1 −11
5

0 0 λ −11λ+28
5

 (∗∗)

(3) Υποθέτουµε ότι λ = 0. Τότε ο πίνακας (∗∗) παραπάνω είναι 1 0 1 −8
5

0 1 1 −11
5

0 0 0 −28
5


ο οποίος είναι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος

(Σ′)


x1 + 0x2 + x3 = −8

5
0x1 + x2 + x3 = −11

5
0x1 + 0x2 + 0x3 = −28

5

και γνωρίζουµε ότι το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα (Σ′). Επειδή το σύστηµα (Σ′)
είναι προφανώς αδύνατο, έπεται ότι το σύστηµα (Σ) είναι αδύνατο.

(4) Υποθέτουµε ότι λ 6= 0. Τότε ο πίνακας (∗∗) παραπάνω είναι 1 0 1 −8
5

0 1 1 −11
5

0 0 λ −11λ+28
5

 � Γ3→ 1
λ

Γ3 //

 1 0 1 −8
5

0 1 1 −11
5

0 0 1 −11λ+28
5λ

 � Γ1→Γ1−Γ3

Γ2→Γ2−Γ3

//

 1 0 0 3λ+28
5λ

0 1 0 28
5λ

0 0 1 −11λ+28
5λ


και ο τελευταίος πίνακας είναι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος

(Σ′′)


x1 + 0x2 + 0x3 = 3λ+28

5λ
0x1 + x2 + 0x3 = 28

5λ
0x1 + 0x2 + x3 = −11λ+28

5λ

και γνωρίζουµε ότι το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα (Σ′′). Προφανώς το σύστηµα

(Σ′′) έχει µοναδική λύση

x1 =
3λ+ 28

5λ
, x2 =

28

5λ
, x3 = −11λ+ 28

5λ

η οποία είναι και η µοναδική λύση του (Σ).

Συνοψίζουµε:

1. Η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή και η κανονική µορφή του πίνακα A είναι

Γ(A) =

1 0 1

0 1 1

0 0 0

 , αν λ = 0

Γ(A) =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , αν λ 6= 0

και



K(A) =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , αν λ = 0

K(A) =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , αν λ 6= 0

και η ϐαθµίδα του A είναι : {
r(A) = 2, αν λ = 0

r(A) = 3, αν λ 6= 0
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2. Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν λ 6= 0. Αν λ 6= 0, τότε :

A−1 =

−1−λ
5λ

2λ−3
5λ

1
λ−1

5λ
−3
5λ

1
λ

1+2λ
5λ

λ+3
5λ

−1
λ


3. Το σύστηµα (Σ) είναι αδύνατο αν λ = 0 και έχει µοναδική λύση αν λ 6= 0. Αν λ 6= 0, τότε η

µοναδική λύση του (Σ) είναι

x1 =
3λ+ 28

5λ
, x2 =

28

5λ
, x3 = −11λ+ 28

5λ
�


