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Πρόχειρη ∆οκιµασία. Θεωρούµε έναν πραγµατικό αριθµό k και τα διανύσµατα του R3
:

~x = (k, 1, −1), ~y = (0, k, 1), ~z = (1, k, −1)

(1) Να ϐρεθεί για ποιές τιµές του k ∈ R τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V = 〈~x, ~y, ~z 〉
(3) Να συµπληρωθεί η ϐάση που ϐρέθηκε στο (2) σε µια ϐάση του R3

.

(4) Για τις τιµές του k για τις οποίες τα ~x, ~y, ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα, και άρα ϐάση του R3
, να

ϐρεθούν οι συνιστώσες του (1, 1, 1 ως προς αυτή τη ϐάση.

Λύση. 1. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

k 1 −1
0 k 1
1 k −1


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των διανυσµάτων ~x, ~y, και ~z. Γνωρίζουµε τότε ότι τα δια-
νύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος,
δηλαδή αν και µόνον αν : ∣∣∣∣∣∣

k 1 −1
0 k 1
1 k −1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Εύκολα ϐλέπουµε ότι∣∣∣∣∣∣
k 1 −1
0 k 1
1 k −1

∣∣∣∣∣∣ = −2k2 + k + 1 = −2(k − 1)(k +
1

2
)

Εποµένως

|A| = 0 =⇒ k = 1 ή k = −1

2
Συµπεραίνουµε ότι

τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα ⇐⇒ k 6= 1 και k 6= −1

2
2. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(αʹ) Αν k 6= 1 και k 6= −1
2 , τότε τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα

αποτελούν ϐάση του V. Ιδιαίτερα:

dimRV = 3

Παρατηρούµε ότι επειδή ο V είναι υπόχωρος του R3 και dimRV = 3 = dimRR3, ϑα έχουµε:
V = R3.
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(ϐʹ) Αν k = 1, τότε τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά εξαρτηµένα και έχουµε:

~x = (1, 1, −1), ~y = (0, 1, 1), ~z = (1, 1, −1)

δηλαδή ~x = ~z, και τότε :
V = 〈~x, ~y 〉

Προφανώς τα διανύσµατα ~x και ~y είναι γραµµικά ανεξάρτητα: αν λ1~x + λ2~y = ~0, τότε ϑα
έχουµε λ1(1, 1,−1) + λ2(0, 1, 1) = (0, 0, 0) και άρα (λ1, λ1 + λ2,−λ1 + λ2) = (0, 0, 0) από
όπου προκύπτει άµεσα ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως τα διανύσµατα ~x και ~y αποτελούν ϐάση
του V και ιδιαίτερα

dimRV = 2

(γʹ) Αν k = −1
2 , τότε τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά εξαρτηµένα και έχουµε:

~x = (−1

2
, 1, −1), ~y = (0, −1

2
, 1), ~z = (1, −1

2
, −1)

Ο πίνακας A τότε παίρνει την µορφή:

A =

−1
2 1 −1
0 −1

2 1
1 −1

2 −1

 Γ1→−2Γ1, Γ2→−2Γ2

Γ3→−2Γ3

//

 1 −2 2
0 1 −2
−2 1 2

 Γ3→Γ3+2Γ1

Γ1→Γ1+2Γ2

//

1 0 −2
0 1 −2
0 −3 6


Γ3→− 1

3
Γ3 //

1 0 −2
0 1 −2
0 1 −2

 Γ3→Γ3−Γ2 //

1 0 −2
0 1 −2
0 0 0


Θεωρώντας τα διανύσµατα

~u = (1, 0, −2) και ~v = (0, 1, −2)

έπεται ότι
V = 〈~u, ~v 〉

Επειδή όπως προκύπτει άµεσα τα διανύσµατα ~u και ~v είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι
το σύνολο

{
~u,~v
}

είναι µια ϐάση του V. Ιδιαίτερα:

dimRV = 2

3. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν k 6= 1 και k 6= −1

2 , τότε τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z αποτελούν ήδη ϐάση του V = R3.
(ϐʹ) Αν k = 1, τότε ~x = (1, 1, −1), ~y = (0, 1, 1), και ϑεωρούµε το διάνυσµα ~e3 = (0, 0, 1). Επειδή∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι τα διανύσµατα ~x, ~y και ~e3 αποτελούν µια ϐάση του R3 η οποία συµπληρώνει τη
ϐάση

{
~x, ~y
}

του V.
(γʹ) Θεωρούµε τη ϐάση

{
~u, ~v

}
του V, όπου ~u = (1, 0,−2), και ~v = (0, 1,−2). Θεωρούµε το

διάνυσµα ~e3 = (0, 0, 1). Επειδή:∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
0 1 −2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι τα διανύσµατα ~u, ~v και ~e3 αποτελούν µια ϐάση του R3 η οποία συµπληρώνει τη
ϐάση

{
~u,~v
}

του V.
4. Τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα ϐάση του R3 αν και µόνον αν k 6= 1,−1

2 .
Θα έχουµε:

(1, 1, 1) = a~x+ b~y + c~z =⇒ (1, 1, 1) = a(k, 1,−1) + b(0, k, 1) + c(1, k,−1) =⇒
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=⇒ (1, 1, 1) = (ak + ck, a+ bk + ck,−a+ b− c) =⇒


ak + ck = 1

a+ bk + ck = 1

−a+ b+ c = 1

(Σ)

Επειδή ο πίνακας του συστήµατος (Σ) µε αγνώστους τα a, b, c είναι ο ανάστροφος

tA =

 k 0 k
1 k k
−1 1 1


του A ο οποίος είναι αντιστρέψιµος διότι |tA| = |A| = −2(k − 1)(k + 1

2 , έπεται ότι το (Σ) είναι
σύστηµα Cramer και άρα έχει µοναδική λύση, η οποία δίνεται από τους γνωστούς τύπους :

a =

∣∣∣∣∣∣
1 0 k
1 k k
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
k

2k + 1

b =

∣∣∣∣∣∣
k 1 k
1 1 k
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
k − 1)

2k + 1

c =

∣∣∣∣∣∣
k 0 1
1 k 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣
|A|

= − k2 + 1

(k − 1)(2k + 1)
΄Αρα:

(1, 1, 1) =
k

2k + 1
~x +

k − 1

2k + 1
~y − k2 + 1

(k − 1)(2k + 1)
~z �


