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Πρόχειρη ∆οκιµασία. ΄Εστω η ακόλουθη ϐάση του R3

B =
{
~e1 = (1, 0, 1), ~e2 = (1, 1, 0), ~e3 = (0, 1, 1)

}
και έστω f : R3 −→ R3

η µοναδική γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε :

f(~e1) = (−1, 2, 0), f(~e2) = (0,−1, 1), f(~e3) = (−2, 3, 1)
(1) Να ϐρεθεί η γραµµική απεικόνιση f .
(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον πυρήνα Ker(f) της f η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση C του R3

.

(3) Να ϐρεθεί µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f , η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση D του R3
.

(4) Πότε το διάνυσµα ~x = (a, b, c) του R3
ανήκει στην εικόνα Im(f) της f ;

(5) Να ϐρεθεί ο πίνακας µετάβασης MD
C και ο πίνακας µετάβασης MC

D.

(6) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος (1, 1, 1) ως προς τις ϐάσεις C και D.

Λύση. (1) ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3
. Επειδή το σύνολο B είναι ϐάση του R3

, υπάρχουν a, b, c ∈ R3
:

(x, y, z) = a~e1 + b~e2 + c~e3 = a(1, 0, 1) + b(1, 1, 0) + c(0, 1, 1) = (a+ b, b+ c, a+ c) =⇒


a+ b = x

b+ c = y

a+ c = z

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα µε αγνώστους τα a, b, c, ϐλέπουµε εύκολα ότι :



a =
x− y + z

2

b =
x+ y − z

2

c =
−x+ y + z

2

.

Εποµένως :

(x, y, z) =
x− y + z

2
~e1 +

x+ y − z
2

~e2 +
−x+ y + z

2
~e3 =

Τότε :

f(x, y, z) = f

(
x− y + z

2
~e1 +

x+ y − z
2

~e2 +
−x+ y + z

2
~e3

)
=

=
x− y + z

2
f(~e1) +

x+ y − z
2

f(~e2) +
−x+ y + z

2
f(~e3) =

=
x− y + z

2
(−1, 2, 0) + x+ y − z

2
(0,−1, 1) + −x+ y + z

2
(−2, 3, 1)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η παραπάνω παράσταση ισούται µε :

(
x− y − 3z

2
, −x+ 3z, y

)
.
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΄Αρα:

f(x, y, z) =

(
x− y − 3z

2
, −x+ 3z, y

)
(2) ΄Εστω (x, y, z) ∈ Ker(f), δηλαδή f(x, y, z) = (0, 0, 0). Τότε :

(
x−y−3z

2 , −x+ 3z, y
)
= (0, 0, 0) και

άρα: 
x− y − 3z = 0

−x+ 3z = 0

y = 0

=⇒ y = 0 και x = 3z, z ∈ R

΄Αρα Ker(f) =
{
(3z, 0, z) ∈ R3 | z ∈ R

}
=
{
z(3, 0, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
=
〈
(3, 0, 1)

〉
, και εποµένως

το µονοσύνολο

{
~ε1 = (3, 0, 1)

}
είναι µια ϐάση του Ker(f). Συµπληρώνουµε σε µια ϐάση του R3

:

επειδή ∣∣∣∣∣∣
3 0 1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 3 6= 0

έπεται ότι το σύνολο

C =
{
~ε1 = (3, 0, 1), ~ε2 = (0, 1, 0), ~ε3 = (0, 0, 1)

}
είναι µια ϐάση του R3

η οποία συµπληρώνει τη ϐάση του Ker(f).
(3) Γνωρίζουµε από τη Θεωρία ότι το σύνολο

{
f(~ε2), f(~ε3)

}
είναι µια ϐάση του Im(f). Επειδή:

f(~ε2) = (−1
2 , 0,

1
2) και f(~ε3) = (−3

2 ,
3
2 , 0), έπεται ότι το σύνολο

{
(−1

2 , 0,
1
2), (−3

2 ,
3
2 , 0)

}
είναι

µια ϐάση της Im(f). Προφανώς τότε, για να απλοποιήσουµε τα διανύσµατα, το σύνολο

{
~ε ′2) =

(−1, 0, 1), ~ε ′3 = (−1, 1, 0)
}

είναι µια ϐάση του Im(f). Επειδή∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 0 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −1 6= 0

έπεται ότι το σύνολο

D =
{
~ε ′1 = (1, 0, 0), ~ε ′2 = (−1, 0, 1), ~ε ′3 = (−1, 1, 0)

}
είναι µια ϐάση του R3

η οποία συµπληρώνει τη ϐάση της Im(f).
(4) Επειδή το σύνολο

{
~ε ′2) = (−1, 0, 1), ~ε ′3 = (−1, 1, 0)

}
είναι µια ϐάση του Im(f), έπεται ότι :

(a, b, c) ∈ Im(f) ⇐⇒ (a, b, c) ∈
〈
(−1, 0, 1), (−1, 1, 0)

〉
⇐⇒

⇐⇒ ∃κ, λ ∈ R : (a, b, c) = κ(−1, 0, 1) + λ(−1, 1, 0) = (−κ− λ, λ, κ) ⇐⇒


a = −κ− λ
b = λ

c = κ

⇐⇒ a = −b− c ⇐⇒ a+ b+ c = 0

(5) Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα µετάβασης MD
C εκφράζουµε τα διανύσµατα της ϐάσης D ως

γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης C:

(αʹ)

~ε ′1 = (1, 0, 0) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(3, 0, 1) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = (3a, b, a+ c) =⇒

=⇒


3a = 1

b = 0

a+ c = 0

=⇒


3a = 1

3

b = 0

c = −1
3

Εποµένως :

~ε ′1 =
1

3
~ε1 + 0~ε2 −

1

3
~ε3
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(ϐʹ)

~ε ′2 = (−1, 0, 1) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(3, 0, 1) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = (3a, b, a+ c) =⇒

=⇒


3a = −1
b = 0

a+ c = 1

=⇒


a = −1

3

b = 0

c = −4
3

Εποµένως :

~ε ′2 = −
1

3
~ε1 + 0~ε2 +

4

3
~ε3

(γʹ)

~ε ′3 = (−1, 1, 0) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 = a(3, 0, 1) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = (3a, b, a+ c) =⇒

=⇒


3a = −1
b = 1

a+ c = 0

=⇒


a = −1

3

b = 1

c = 1
3

Εποµένως :

~ε ′2 = −
1

3
~ε1 + 1~ε2 +

1

3
~ε3

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι :

MD
C =

 1
3 −1

3 −1
3

0 0 1
−1

3
4
3

1
3


Για την εύρεση του πίνακα µετάβασης MC

D εκφράζουµε τα διανύσµατα της ϐάσης C ως γραµµικό

συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης D. Εναλλακτικά, γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι

MC
D = (MD

C )−1

Υπολογίζοντας τον αντίστροφο του MD
C προκύπτει ότι :

MC
D =

4 1 1
1 0 1
0 1 0


(6) Γνωρίζουµε ότι αν X είναι το διάνυσµα στήλη των συνιστωσών του διανύσµατος ~x ως προς τη ϐάση

C και Y είναι το διάνυσµα στήλη των συνιστωσών του διανύσµατος ~x ως προς τη ϐάση D, τότε

ισχύουν οι σχέσεις :

X =MD
C Y και Y =MC

DX

Θα έχουµε

(1, 1, 1) = a~ε1 + b~ε2 + c~ε3 =⇒ (1, 1, 1) = a(3, 0, 1),+b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) =⇒

=⇒ (1, 1, 1) = (3a, b, a+ c) =⇒


3a = 1

b = 1

a+ c = 1

=⇒


a = 1

3

b = 1

c = 2
3

΄Αρα

(1, 1, 1) =
1

3
~ε1 + ~ε2 +

2

3
~ε3 =⇒ X =

1
3
1
2
3


Αν Y =

y1y2
y3

 είναι το διάνυσµα στήλη των συνιστωσών του διανύσµατος (1, 1, 1) ως προς τη ϐάση

D, τότε ϑα έχουµε:

Y =MC
DX =

4 1 1
1 0 1
0 1 0

 ·
1

3
1
2
3

 =

3
1
1





4

΄Αρα

(1, 1, 1) = 3~ε ′1 + ~ε
′
2 + ~ε

′
3 �


