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Πρόχειρη ∆οκιµασία. Για τις διάφορες τιµές των λ, µ ∈ R να λυθεί το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα:

(Σ)

 x+ λy − z = 2
2x− y + λz = 5
x+ 10y − 6z = µ

Λύση. Ο πίνακας του συστήµατος (Σ) είναι

A =

1 λ −1
2 −1 λ
1 10 −6

 και B =

2
5
µ


΄Εχουµε

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 λ −1
2 −1 λ
1 10 −6

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

∣∣∣∣∣∣
1 λ −1
0 −1− 2λ λ+ 2
0 10− λ −5

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −1− 2λ λ+ 2
10− λ −5

∣∣∣∣
= λ2 + 2λ− 15 = (λ− 3)(λ+ 5)

(1) Αν λ 6= 3 και λ 6= −5 έχουµε |A| 6= 0 και άρα το (Σ) είνα σύστηµα Cramer. Συνεπώς έχουµε
µοναδική λύση:

x =

∣∣∣∣∣∣
2 λ −1
5 −1 λ
µ 10 −6

∣∣∣∣∣∣
(λ− 3)(λ+ 5)

=
µλ2 + 10λ− (µ+ 38)

(λ− 3)(λ+ 5)

y =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 5 λ
1 1 −6

∣∣∣∣∣∣
(λ− 3)(λ+ 5)

=
λ(2− µ)− 2µ− 1

(λ− 3)(λ+ 5)

z =

∣∣∣∣∣∣
1 λ 2
2 −1 5
1 10 1

∣∣∣∣∣∣
(λ− 3)(λ+ 5)

=
λ(5− 2µ)− µ− 8

(λ− 3)(λ+ 5)

(2) ΄Εστω λ = 3. Τότε έχουµε το σύστηµα

(Σ)

 x+ 3y − z = 2
2x− y + 3z = 5
x+ 10y − 6z = µ
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όπου

A =

1 3 −1
2 −1 3
1 10 −6

 και B =

2
5
µ


Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 2 διότι υπάρχει µια ελάσσονα ορίζουσα τάξης δύο διαφορε-
τική του µηδενός :

∆ =

∣∣∣∣ 1 3
2 −1

∣∣∣∣ = −7 6= 0

και η µοναδική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3 η οποία πλαισιώνει την ∆ είναι ίση µε την |A| = 0.
Στην συνέχεια εξετάζουµε τη ϐαθµίδα του επαυξηµένου πίνακα (A|B). ΄Εχουµε:

(A|B) =

1 3 −1 2
2 −1 3 5
1 10 −6 µ

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

1 3 −1 2
0 −7 5 1
0 7 −5 µ− 2


Γ3→Γ3+Γ2 //

1 3 −1 2
0 −7 5 1
0 0 0 µ− 1


(αʹ) Αν µ 6= 1, τότε µ− 1 6= 0, και τότε ο παραπάνω πίνακας είναι ο1 3 −1 2

0 −7 5 1
0 0 0 µ− 1

 =⇒ r(A|B) = 3

διότι ο πίνακας (A|B) έχει την ακόλουθη µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3:∣∣∣∣∣∣
1 3 2
0 −7 1
0 0 µ− 1

∣∣∣∣∣∣ = −7(µ− 1) 6= 0

και δεν υπάρχουν ελλάσονες ορίζουσες τάξης 4. ΄Ετσι ϑα έχουµε r(A) = 2 6= 3 = r(A|B) και
το σύστηµα (Σ) είναι αδύνατο.

(ϐʹ) Αν µ = 1, τότε ο παραπάνω πίνακας είναι ο1 3 −1 2
0 −7 5 1
0 0 0 0

 =⇒ r(A|B) = 2

διότι ο πίνακας (A|B) έχει την ακόλουθη µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2:∣∣∣∣ 1 3
0 −7

∣∣∣∣ = −7 6= 0

και όλες οι ελλάσονες ορίζουσες τάξης 3 που την περιβάλλουν είναι ίσες µε µηδέν. Εποµένως
το σύστηµα (Σ) είναι συµβιβαστό αφού r(A) = r(A|B). Σε αυτή την περίπτωση, οι παραπάνω
πράξεις επί των γραµµών του (A|B) δείχνουν ότι το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα

A′X = B′

όπου:

A′ =

1 3 −1
0 −7 5
0 0 0

 και B′ =

2
1
0


Τότε έχουµε{
x+ 3y − z = 2
−7y + 5z = 1

=⇒ y = −1

7
+

5

7
z =⇒ x = 2 + z − 3

(
−1

7
+

5

7
z

)
=

17

7
− 8

7
z
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Θέτουµε z = t ∈ R. Τότε η γενική λύση του (Σ) είναι

x =
17

7
− 8

7
t

y = −1

7
+

5

7
t

z = t ∈ R

Εναλλακτικά επιλέγοντας την ελάσσονα ορίζουσα∣∣∣∣ 1 3
2 −1

∣∣∣∣ = −7 6= 0

ϑα µπορούσαµε να λύσουµε το (Σ), ως σύστηµα Cramer µε αγνώστους τα x και y, δίνοντας
αυθαίρετες τιµές στο z.

(3) ΄Εστω λ = −5. Τότε έχουµε το σύστηµα

(Σ)

 x− 5y − z = 2
2x− y − 5z = 5
x+ 10y − 6z = µ

όπου

A =

1 −5 −1
2 −1 −5
1 10 −6

 και B =

2
5
µ


Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 2 διότι υπάρχει µια ελάσσονα ορίζουσα τάξης δύο διαφορε-
τική του µηδενός : ∣∣∣∣ 2 −1

1 10

∣∣∣∣ = 21 6= 0

Για τη ϐαθµίδα του επαυξηµένου (A|B), ϑα έχουµε:

(A|B) =

1 −5 −1 2
2 −1 −5 5
1 10 −6 µ

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

1 3 −1 2
0 9 −3 1
0 15 −5 µ− 2

 Γ2→ 1
9

Γ2

Γ3→ 1
15

Γ3

//

1 3 −1 2
0 1 −1

3
1
9

0 1 −1
3

µ−2
15


Γ3→Γ3−Γ2 //

1 3 −1 2
0 1 −1

3
1
9

0 0 0 9µ−33
135


(αʹ) Αν µ 6= 11

3 , τότε 9µ−33
135 6= 0 και άρα r(A|B) = 3, διότι ο παραπάνω πίνακας έχει την ακόλουθη

µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3:∣∣∣∣∣∣
1 3 2
0 1 1

9

0 0 9µ−33
135

∣∣∣∣∣∣ =
9µ− 33

135
6= 0

και δεν υπάρχουν ελλάσονες ορίζουσες τάξης 4. ΄Ετσι ϑα έχουµε 2 = r(A) 6= 3 = r(A|B) και
το σύστηµα (Σ) είναι αδύνατο.

(ϐʹ) Αν µ = 11
3 , τότε οι παραπάνω πράξεις επί των γραµµών του (A|B) δείχνουν ότι το (Σ) είναι

ισοδύναµο µε το σύστηµα
A′X = B′

όπου:

A′ =

1 3 −1
0 1 −1

3
0 0 0

 και B′ =

2
1
9
0


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και ο επαυξηµένος πίνακας είναι ο

(A′|B′) =

1 3 −1 2
0 1 −1

3
1
9

0 0 0 0

 =⇒ r(A′|B′) = 2

διότι ο (A′|B′) περιέχει την µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2∣∣∣∣ 1 3
0 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0

και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 οι οποίες την περιβάλλουν είναι ίσες µε 0. ΄Ετσι
r(A′) = 2 = r(A′|B′), και το (Σ) είναι συµβιβαστό. Για τη γενική λύση του συστήµατος, ϑα
έχουµε:

x+ 3y − z = 2

y − 1

3
z =

1

9

=⇒ y =
1

9
+

1

3
z =⇒ x = 2 + z − 3

(
1

9
+

1

3
z

)
=

5

3

Θέτουµε z = t ∈ R. Τότε η γενική λύση του (Σ) είναι

x =
5

3

y =
1

9
+

1

3
t

z = t ∈ R

Συνοψίζοντας δείξαµε ότι :

(1) Το (Σ) έχει µοναδική λύση αν και µόνον αν λ 6= 3 και λ 6= −5, και τότε η µοναδική λύση είναι :

x =
µλ2 + 10λ− (µ+ 38)

(λ− 3)(λ+ 5)

y =
λ(2− µ)− 2µ− 1

(λ− 3)(λ+ 5)

z =
λ(5− 2µ)− µ− 8

(λ− 3)(λ+ 5)

(2) Αν λ = 3, τότε :
(αʹ) Αν µ 6= 1, τότε το (Σ) είναι αδύνατο.
(ϐʹ) Αν µ = 1, τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις :

x =
17

7
− 8

7
t

y = −1

7
+

5

7
t

z = t ∈ R

(3) Αν Αν λ = −5, τότε :
(αʹ) Αν µ 6= 11

3 , τότε το (Σ) είναι αδύνατο.
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(ϐʹ) Αν µ = 11
3 , τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις :

x =
5

3

y =
1

9
+

1

3
t

z = t ∈ R

�


