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΄Ασκηση 1. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και f : E−→E ένας µονοµορφισµός. Ορίζουµε απεικόνιση

〈〈, 〉〉 : E× E−→R, 〈〈~x, ~y 〉〉 = 〈f(~x), f(~y)〉
Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (E, 〈〈, 〉〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω η απεικόνιση 〈 , 〉 : R2 × R2 −→ R η οποία ορίζεται ως εξής :〈
(x1, y1), (x2, y2)

〉
= 5x1x2 − 2(x1y2 + y1x2) + y1y2

(1) Να δειχθεί ότι η παραπάνω απεικόνιση ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
.

(2) Να ϐρεθούν τα µήκη των διανυσµάτων (1, 0), (0, 1), (1, 3), (−1, 2) ως προς το παραπάνω το εσωτερικό

γινόµενο.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω Rn[t] ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων ϐαθµού ≤ n, µε πραγµατικούς συντελεστές.

΄Εστω ότι α0, α1, · · · , αn είναι ανα δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Να δειχθεί ότι η σχέση

〈P (t), Q(t)〉 = P (α0)Q(α0) + P (α1)Q(α1) · · ·+ P (αn)Q(αn)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο Rn[t]. Να ϐρεθεί το µήκος καθενός από τα διανύσµατα της κανονικής ϐάσης

B =
{
1, t, t2, · · · , tn

}
του Rn[t] ως προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τη ϐάση B = {~ε1 = (1, 1), ~ε2 = (1,−1)} του R-διανυσµατικού χώρου R2
. Υποθέτουµε

ότι η απεικόνιση 〈 , 〉 : R2 × R2 −→ R ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο επί του R2
έτσι ώστε :

〈~ε1, ~ε1〉 = 〈~ε2, ~ε2〉 = 1, 〈~ε1, ~ε2〉 = 0

Να υπολογισθούν οι αριθµοί 〈(x1, y1), (x2, y2)〉, όπου (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2
.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R2[t] µε εσωτερικό γινόµενο, ∀P (t), Q(t) ∈ R2[t]:

〈P (t), Q(t)〉 =
∫ 1

0
P (t)Q(t) dt

και τα πολυώνυµα

P (t) = 1, Q(t) = t− 1

2
, W (t) = t2 − t+ 1

6
Να υπολογισθούν τα µήκη

‖P (t)‖, ‖Q(t)‖, ‖W (t)‖
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΄Ασκηση 6. Να υπολογισθεί η γωνία των διανυσµάτων ~x = (1, 0, 1), ~y = (−1, 1, 0) ∈ R3
ως προς το συνήθες

εσωτερικό γινόµενο του R3
. Ακολούθως να ϐρεθούν όλα τα διανύσµατα του R3

τα οποία είναι κάθετα στα

διανύσµατα ~x και ~y.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ότι (Ei, 〈, 〉i), 1 ≤ i ≤ n, είναι Ευκλείδειοι χώροι. Στον R-διανυσµατικό χώρο E = E1 ×
E2 · · · × En, ορίζουµε απεικόνιση :

〈 , 〉 : E× E−→R, 〈(~x1, ~x2, · · · , ~xn), (~y1, ~y2, · · · , ~yn) 〉 = 〈~x1, ~y1 〉1 + 〈(~x2, ~y2 〉2 + · · ·+ 〈(~xn, ~yn 〉n
Να δειχθεί ότι το Ϲέυγος (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος.

΄Ενας συµµετρικός πίνακας A = (aij) ∈ Mn(R) καλείται ϑετικά ορισµένος, αν :

∀X =


x1
x2
...
xn

 ∈ Rn : tX ·A ·X ≥ 0 και tX ·A ·X = 0 =⇒ X = O

όπου:

tX ·A ·X =
(
x1 x2 · · · xn

)
·


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an1 · · · ann

 ·

x1
x2
...
xn

 =
n∑

i,j=1

xixjaij

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος καιB = {~ε1, · · · , ~εn} µια ϐάση του E. Θεωρούµε τον πίνακα:

A = (aij), aij = 〈~εi, ~εj〉, 1 ≤ i, j ≤ n
Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι :

〈~x, ~y〉 = tX ·A · Y
όπου :

X =


x1
x2
.
.
.

xn

 και Y =


y1
y2
.
.
.

yn


είναι οι συνιστώσες των διανυσµάτων ~x, ~y στη ϐάση B, και ο πίνακας A είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω E έναςR-διανυσµατικός χώρος καιB = {~ε1, · · · , ~εn} µια ϐάση του E. ΑνA = (aij) ∈ Mn(R),
τότε ορίζουµε απεικόνιση :

〈, 〉 : E× E−→R, (~x, ~y) 7−→ 〈~x, ~y〉 = tX ·A · Y
όπου :

X =


x1
x2
.
.
.

xn

 και Y =


y1
y2
.
.
.

yn


είναι οι συνιστώσες των διανυσµάτων ~x, ~y στη ϐάση B. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση 〈, 〉 είναι ένα εσωτερικό

γινόµενο επί του E αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος.
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΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 2 0
1 2 2
0 2 5


Να εξετασθεί αν η απεικόνιση

〈, 〉∗ : R3 × R3−→R, (~x, ~y) 7−→ 〈~x, ~y 〉∗ = tX ·A · Y

όπου ~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3) ∈ R3
, και :

X =

x1x2
x3

 και Y =

y1y2
y3


ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3

. Αν η απάντηση είναι ϑετική, τότε :

(1) Να προσδιορισθούν τα µήκη, καθώς και οι µεταξύ τους γωνίες, των διανυσµάτων της κανονικής ϐάσης

του R3
ως προς αυτό το εσωτερικό γινόµενο.

(2) Να ϐρεθούν όλα τα διανύσµατα ~x = (x1, x2, x3) ∈ R3
έτσι ώστε :

〈(1, 1, 1), (x1, x2, x3)〉∗ = 0

΄Ασκηση 11. Να εξετασθεί αν απεικόνιση

〈 , 〉∗ : R3 × R3 → R, 〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉∗ = −x2y1 + x3y1 − x1y2 + x1y3 + x3y3

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3
.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω (E, 〈 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος.

(1) Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι : ‖~x‖ = ‖~y‖ ⇐⇒ 〈~x+ ~y, ~x− ~y 〉 = 0. Ποιά είναι η γεωµετρική ερµηνεία της

ισοδυναµίας ;

(2) Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι :

‖~x‖ = ‖~y‖ ⇐⇒ ∀a, b ∈ R : ‖a~x+ b~y‖ = ‖b~x+ a~y‖

(3) Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι : ∣∣‖~x‖ − ‖~y‖∣∣ ≤ ‖~x− ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖
Ποιά είναι η γεωµετρική ερµηνεία της ανισότητας ;

(4) ΄Εστω ότι f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός, όπου dimR E <∞, έτσι ώστε ‖f(~x)‖ ≤ ‖~x‖, ∀~x ∈ E.

(αʹ) Να δειχθεί ότι για κάθε λ ∈ R µε |λ| > 1, ο ενδοµορφισµός f − λIdE του E είναι αντιστρέψιµος.

(ϐʹ) Να δειχθεί ότι αν λ είναι µια ιδιοτιµή του f , |λ| ≤ 1.

΄Ενας µετρικός χώρος είναι ένα Ϲεύγος (E, d) αποτελούµενο από ένα µη-κενό σύνολο X και από µια
απεικόνιση

d : E × E−→R, (x, y) 7−→ d(x, y)

έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι εξής ιδιότητες :
(1) ∀x, y ∈ E: d(x, y) ≥ 0. (Μη-αρνητικότητα)
(2) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.
(3) ∀x, y ∈ E: d(x, y) = d(y, x). (Συµµετρία)
(4) ∀x, y, z ∈ E: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (Τριγωνική ανισότητα)

Η απεικόνιση d καλείται µετρική.
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΄Ασκηση 13. ΄Εστω ότι (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος. Ορίζουµε απεικόνιση

d : E× E−→R, (x, y) 7−→ d(x, y) = ‖~x− ~y‖ (απόσταση των ~x, ~y)

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση d είναι µια µετρική και άρα το Ϲεύγος (E, d) είναι ένας µετρικός χώρος.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι a1, a2, · · · , an είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Να δειχθεί ότι :

n2 ≤
(
a1 + a2 + · · ·+ an

) ( 1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)

΄Ασκηση 15. ΄Εστω η απεικόνιση 〈 , 〉′ : R3 × R3 → R η οποία ορίζεται ως εξής :

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉′ = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3

(1) ∆είξτε ότι η παραπάνω απεικόνιση ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3
.

(2) Να ϐρεθούν όλα τα διανύσµατα του R3
τα οποία είναι κάθετα, ως προς το εσωτερικό γινόµενο 〈 , 〉′, µε

κάθε διάνυσµα του υπόχωρου

V =
{
(x, y, z) | x− y + z = 0

}
Υπενθυµίζουµε ότι ένα σύνολο διανυσµάτων C =

{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉) καλείται :

(1) ορθογώνιο, αν : 1 ≤ i 6= j ≤ n =⇒ 〈~ei, ~ej〉 = 0.
(2) ορθοκανονικό, αν είναι ορθογώνιο και, ∀i = 1, 2, · · · , n: ‖~ei‖ = 1.
(3) ορθοκανονική ϐάση, αν είναι ϐάση και ορθοκανονικό σύνολο.

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο

(
R2[t], 〈 〉

)
εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο〈

P (t), Q(t)〉 =
∫ 1

0
P (t)Q(t)dt

(1) Να ϐρεθούν τα µήκη και οι γωνίες των διανυσµάτων t, 1 + t.
(2) Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

P (t) = 1, Q(t) = t− 1

2
, R(t) = t2 − t+ 1

6

είναι µια ορθογώνια ϐάση του R2[t].
(3) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R2[t].

΄Ασκηση 17. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉), και ~x ∈ E

ένα µη-µηδενικό διάνυσµα. Αν θi είναι η γωνία των διανυσµάτων ~x και ~ei, 1 ≤ i ≤ n, να δειχθεί ότι :

cos2θ1 + cos2θ2 + · · ·+ cos2θn = 1

΄Ασκηση 18. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και C =
{
~ε1, · · · , ~εm

}
ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυ-

σµάτων του E. Να δείξετε ότι, ∀ ~y ∈ E:

〈~y, ~ε1〉2 + · · ·+ 〈~y, ~εm〉2 ≤ ‖~y‖2

και :

〈~y, ~ε1〉2 + · · ·+ 〈~y, ~εm〉2 = ‖~y‖2 ⇐⇒ m = dimRE
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΄Ασκηση 19. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x, ~y ∈ E. Να δειχθεί ότι :〈
~x, ~y
〉
= 0 ⇐⇒ ‖~x‖ ≤ ‖~x+ λ~y‖, ∀λ ∈ R

΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ E. Ο πίνακας Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn
ορίζεται ως εξής :

G(~x1, ~x2, · · · , ~xn) =


〈~x1, ~x1〉 〈~x1, ~x2〉 · · · 〈~x1, ~xn〉
〈~x2, ~x1〉 〈~x2, ~x2〉 · · · 〈~x2, ~xn〉

...
...

. . .
...

〈~xn, ~x1〉 〈~xn, ~x2〉 · · · 〈~xn, ~xn〉


και η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn ορίζεται ως η ορίζουσα του πίνακα Gram:

∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈~x1, ~x1〉 〈~x1, ~x2〉 · · · 〈~x1, ~xn〉
〈~x2, ~x1〉 〈~x2, ~x2〉 · · · 〈~x2, ~xn〉

...
...

. . .
...

〈~xn, ~x1〉 〈~xn, ~x2〉 · · · 〈~xn, ~xn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
΄Ασκηση 20. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x1, ~x2, · · · , ~xn ∈ E. Να δειχθεί ότι :∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)∣∣ 6= 0 ⇐⇒ το σύνολο διανυσµάτων

{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο

΄Ασκηση 21. ΄Εστω ότι a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, και c1, c2, · · · , cn είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αν c1, c2, · · · , cn >
0, να δειχθεί ότι : ∣∣∣ n∑

i=1

ciaibi

∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

cia2i ·

√√√√ n∑
i=1

cib2i

΄Ασκηση 22. ΄Εστω ότι (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος. Να δείξετε ότι, ∀~z, ~x, ~y ∈ E:∥∥~z − ~x∥∥2 + ∥∥~z − ~y∥∥2 = 1

2
‖~x− ~y‖2 + 2

∥∥∥∥~z − 1

2
(~x+ ~y)

∥∥∥∥2 (Ταυτότητα του Απολλώνιου)

Τι εκφράζει γεωµετρικά η ταυτότητα του Απολλλώνιου ;

΄Ασκηση 23. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x, ~y, ~z τρία διανύσµατα του E. Να δειχθεί ότι :

‖~x− ~y‖ · ‖~z‖ ≤ ‖~y − ~z‖ · ‖~x‖+ ‖~z − ~x‖ · ‖~y‖ (Ανισότητα του Πτολεµαίου)

΄Ασκηση 24. ΄Εστω ότι (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος. Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι :

(1)
2‖~x‖2 + 2‖~y‖2 = ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 (Νόµος του Παραλληλογράµµου)

Τι εκφράζει γεωµετρικά ο Νόµος του παραλληλογράµµου ;

(2)

〈~x, ~y 〉 = ‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2

4
Τι εκφράζει αλγεβρικά η παραπάνω ταυτότητα ;

Αν E είναι ένας R-διανυσµατικός χώρος, τότε µια απεικόνιση

‖ · ‖ : E−→R, ~x 7−→ ‖~x‖
καλείται στάθµη επί του E, αν και µόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες, ∀~x, ~y ∈ E και ∀λ ∈ R:
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(1) ‖~x‖ ≥ 0, και ‖~x‖ = 0 αν και µόνον αν ~x = ~0.
(2) ‖λ~x‖ = |λ|‖~x‖.
(3) ‖~x+ ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖.

Το Ϲεύγος (E, ‖ · ‖) καλείται σταθµητός χώρος, αν E είναι ένας R-διανυσµατικός χώρος και ‖ · ‖ : E−→R
είναι µια στάθµη επί του E.

Για παράδειγµα, αν (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος, τότε γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση

‖ · ‖ : E−→R, ~x 7−→ ‖~x‖ = +
√
〈~x, ~x 〉

είναι µια στάθµη επί του E. Η στάθµη αυτή καλείται η στάθµη η οποία επάγεται από το εσωτερικό
γινόµενο 〈 , 〉. Εποµένως κάθε Ευκλείδειος χώρος είναι σταθµητός χώρος.

Οι επόµενες δύο Ασκήσεις δείχνουν ότι υπάρχουν στάθµες επί ενός R-διανυσµατικού χώρου οι οποίες δεν
επάγονται από ένα εσωτερικό γινόµενο.

΄Ασκηση 25. Στον διανυσµατικό χώρο Rn
, ϑεωρούµε την απεικόνιση

‖ · ‖∞ : E−→R, ~x = (x1, x2, · · · , xn) 7−→ ‖~x‖∞ = max
{
|x1|, |x2|, · · · , |xn|

}
Να δειχθεί ότι η απεικόνιση ‖ · ‖∞ είναι µια στάθµη επί του Rn

η οποία δεν επάγεται από ένα εσωτερικό γινόµενο.

΄Ασκηση 26. Για κάθε πραγµατικό αριθµό p > 1, ϑεωρούµε την απεικόνιση

‖ · ‖p : Rn−→R, ~x = (x1, x2, · · · , xn) 7−→ ‖~x‖p = p
√
|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση ‖ · ‖p είναι µια στάθµη επί του Rn
.

(2) Να δειχθεί ότι η στάθµη ‖ · ‖p επάγεται από ένα εσωτερικό γινόµενο στον Rn
αν και µόνον αν p = 2.


