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΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν οι ακόλουθες γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ Ευκλείδειων χώρων είναι ισοµετρίες.

(1) f : R2−→R3, f(x, y) = (x, y, 0).
(2) f : R3−→R2, f(x, y, z) = (x, y).
(3) f : R3−→R3, f(x, y, z) = (x− y, y − z, z − x).
(4) f : R3−→R3, f(x, y, z) = (ay, bz, cx), όπου a, b, c ∈ R.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : E −→ E, f(~x) = λ~x

όπου λ ∈ R, λ 6= 0. Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός, αλλά γενικά όχι ισοµετρία. Να ϐρεθεί αναγκαία και
ικανή συνθήκη έτσι ώστε η f να είναι ισοµετρία.

΄Ασκηση 3. (1) ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και υποθέτουµε ότι B =
{
~e1, ~e2, ~e3, ~e4

}
είναι µια

ορθοκανονική ϐάση του E.
΄Εστω f : E −→ E ο µοναδικός ενδοµορφισµός του E έτσι ώστε :

f(~e1) = −~e2, f(~e2) = −~e3, f(~e3) = −~e4, f(~e4) = ~e1

Να εξετασθεί αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία.
(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα f + g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E είναι ισοµετρία.
(3) Να εξετασθεί αν το άθροισµα A+B ή A+B2, όπου A και B είναι δύο n× n ορθογώνιοι πίνακες, είναι

ορθογώνιος πίνακας.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Αν κ ∈ R και ~v ∈ E, να εξεταστεί αν ο ενδοµορφισµός

f : E−→E, f(~x) =

 ~x, αν ~v = ~0

~x+ κ
〈~x,~v〉
〈~v,~v〉

~v, αν ~v 6= ~0

είναι ισοµετρία.

΄Εστω E ένας R-διανυσµατικός χώρος διάστασης dimR E = n. ΄Ενας υπόχωρος V του E καλείται υπερεπίπε-

δο του E, αν έχει διάσταση dimR V = n− 1. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

΄Ενας ενδοµορφισµός f : E−→E καλείται ανάκλαση, αν υπάρχει ένα υπερεπίπεδο V του E έτσι ώστε :
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f(~x) =

{
~x, αν ~x ∈ V

−~x, αν ~x /∈ V

και τότε ο υπόχωρος V καλείται υπερεπίπεδο ανάκλασης για τον f .

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E−→E ένας ενδοµορφι-
σµός του E, όπου f 6= IdE. Να δειχθεί ότι ο f είναι µια ανάκλαση αν και µόνον αν υπάρχει ένα µη-µηδενικό
διάνυσµα ~v ∈ E έτσι ώστε, ∀~x ∈ E:

f(~x) = ~x− 2
〈~x,~v〉
〈~v,~v〉

~v (∗)

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

(1) Αν ~x, ~y είναι δύο διανύσµατα του E έτσι ώστε ‖~x‖ = ‖~y‖, να δείξετε ότι υπάρχει µια ισοµετρία f : E −→ E,
έτσι ώστε : f(~x) = ~y.

(2) Αν ~x, ~y, ~z, ~w είναι τέσσερα διανύσµατα του E έτσι ώστε

‖~x‖ = ‖~y‖ και ‖~z‖ = ‖~w‖

να εξετασθεί αν υπάρχει ισοµετρία f : E −→ E, έτσι ώστε :

f(~x) = ~y και f(~z) = ~w

΄Ασκηση 7. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Αν ~x, ~y, ~z, ~w είναι τέσσερα δια-
νύσµατα του E, να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Υπάρχει µια ισοµετρία f : E−→E έτσι ώστε :

f(~x) = ~y και f(~z) = ~w

(2) Ισχύουν τα εξής :

‖~x‖ = ‖~y‖, ‖~z‖ = ‖~w‖, 〈~x, ~z 〉 = 〈~y, ~w 〉 (∗)

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

µια ισοµετρία. Να δειχθεί ότι αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

f(V) ⊆ V =⇒ f(V⊥) ⊆ V⊥

Ισχύει η αντίστροφη συνεπαγωγή ;

΄Ασκηση 9. (1) Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R4 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και
τους υποχώρους του

V = {(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0}
W = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x− y + w = 0}

Να ϐρεθεί µια ισοµετρία f : (V, 〈, 〉) −→ (R2[t], 〈, 〉) και µια ισοµετρία g : (W, 〈, 〉) −→ (R3, 〈, 〉).
(2) Να εξετασθεί αν υπάρχει ισοµετρία h : (V ∩W, 〈, 〉) −→ (Mn(R), 〈, 〉), για κατάλληλο n ≥ 1.
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΄Ασκηση 10. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(R) έναςm×n πίνακας πραγµατικών αριθµών. ΄Εστω1 σ(A) η ϐαθµίδα
γραµµών του A και γ(A) η ϐαθµίδα στηλών του A. Να δειχθεί ότι αν Λ(Σ) είναι ο χώρος λύσεων του οµογενούς
συστήµατος

(Σ) A ·X = O

τότε :

(1)

Λ(Σ) = L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)⊥

όπου L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm) είναι ο υπόχωρος του Rn ο οποίος παράγεται από τις γραµµές Γ1,Γ2, · · · ,Γm

του πίνακα A.
(2) σ(A) = γ(A).
(3) Υπάρχει µια ισοµετρία :

Λ(Σ) −→ Rn−r(A)

΄Ασκηση 11. ΄Εστω ∈ M2(R) ένας 2× 2 ορθογώνιος πίνακας.

(1) Αν |A| = 1, να δειχθεί ότι ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ιδιοτιµή αν και µόνον αν

A =

(
1 0
0 1

)
ή A =

(
−1 0

0 −1

)
(2) Αν |A| = −1, να δειχθεί ότι ο πίνακας A έχει πάντα πραγµατικές ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1, και

εποµένως ο A είναι διαγωνοποιήσιµος και είναι όµοιος µε τον πίνακα(
1 0
0 −1

)

΄Ασκηση 12. ΄Εστω A ένας ορθογώνιος 2× 2 πίνακας πραγµατικών αριθµών µε ορίζουσα |A| = −1. Να δειχθεί
ότι τα διανύσµατα στήλες

F1 =

(
cos(θ/2)
sin(θ/2)

)
και F2 =

(
− sin(θ/2)
cos(θ/2)

)
είναι ιδιοδιανύσµατα του A τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές 1 και −1 αντίστοιχα. Επιπλέον, να δειχθεί ότι
ϑέτοντας

P =

(
cos(θ/2) − sin(θ/2)
sin(θ/2) cos(θ/2)

)
αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα για τον οποίο ισχύει ότι :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =

(
1/
√

5 2/
√

5

2/
√

5 −1/
√

5

)
είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ε), ο οποίος και να ϐρεθεί. Ποιά είναι η
γωνία την οποία σχηµατίζει ο άξονας µε τον άξονα των x;

1
Υπενθυµίζουµε ότι σ(A) ορίζεται να είναι το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα A και γ(A) είναι το

µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών του πίνακα A. Ισοδύναµα:

σ(A) = dimRL(Σ1,Σ2, · · · ,Σn) και γ(A) = dimRL(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)

όπου L(Σ1,Σ2, · · · ,Σn) είναι ο υπόχωρος του Rm ο οποίος παράγεται από τις στήλες Σ1,Σ2, · · · ,Σn του πίνακα A και

L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm) είναι ο υπόχωρος του Rn
ο οποίος παράγεται από τις γραµµές Γ1,Γ2, · · · ,Γm του πίνακα A.

Από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι γνωρίζουµε ότι σ(A) = γ(A) και η κοινή αυτή τιµή καλείται ϐαθµίδα του πίνακα A και συµβολίζεται

µε r(A). Στην παρούσα ΄Ασκηση δείχνουµε την ισότητα σ(A) = γ(A) µε έναν διαφορετικό απλούστερο τρόπο.
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΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

(
−3/5 −4/5
−4/5 3/5

)
Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, και ακολούθως :

(1) Να εξετασθεί αν ο πίνακας A παριστάνει γεωµετρικά περιστροφή (σε αυτή την περίπτωση να ϐρεθεί η
γωνία περιστροφής) ή συµµετρία ως προς άξονα (σε αυτή την περίπτωση να ϐρεθεί ο άξονας συµµετρίας).

(2) Αν ο πίνακας A παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα, να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)

΄Ασκηση 15. «Στροφές Επιπέδου µετατίθενται»

(1) Αν A και B είναι δύο ορθογώνιοι 2× 2 πίνακες µε ορίζουσα |A| = 1 = |B|, να δειχθεί ότι :

A ·B = B ·A
(2) Αν f, g : E−→E είναι δύο ισοµετρίες επί ενός Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉), έτσι ώστεDet(f) = 1 = Det(g),

να δειχθεί ότι :
f ◦ g = g ◦ f

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τον πίνακα

A =


1√
3

1√
14
∗ ∗

1√
3

2√
14
∗ ∗

1√
3

−3√
14
∗ ∗

0 0 ∗ ∗


Να συµπληρωθεί ο πίνακας A έτσι ώστε να είναι ορθογώνιος.

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε την απεικόνιση

〈 , 〉′ : R3 × R3 −→ R,
〈
(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)

〉′
= 4x1y1 + 2x2y2 + 8x3y3

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση 〈 , 〉′ ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3.
(2) Να δείξετε ότι ο ενδοµορφισµός

f :
(
R3, 〈 , 〉) −→

(
R3, 〈 , 〉′), f(x, y, z) =

(
x

2
,
y√
2
,

z

2
√

2

)
είναι µια ισοµετρία, όπου 〈 , 〉 είναι το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο του R3.

΄Ασκηση 18. Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =

0 1 0
1 0 0
0 0 −1


παριστάνει στροφή επιπέδου περί άξονα κάθετο σ΄ αυτό και να προσδιορισθεί ο άξονας και η γωνία στροφής. Με
ποιόν πίνακα είναι ορθογώνια όµοιος ο πίνακας A;

΄Ασκηση 19. Στον Ευκλείδειο χώρο R3, εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, ϑεωρούµε τον
ενδοµορφισµό

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =

(
2

3
x+

2

3
y + az,

2

3
x− 1

3
y + bz, −1

3
x+

2

3
y + cz

)
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(1) Να υπολογίσούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών a, b και c έτσι ώστε ο f να είναι ισοµετρία η οποία
παριστά στροφή επιπέδου γύρω από άξονα κάθετο σ΄ αυτό.

(2) Αν ο f είναι ισοµετρία,
(αʹ) να υπολογίσθεί η γωνία των διανυσµάτων f(1, 0, 0) και f(0, 1, 0).
(ϐʹ) να ϐρεθεί το επίπεδο και ο άξονας περιστροφής του ερωτήµατος (1).

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε τον 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =
1

9

 8 1 −4
−4 4 −7

1 8 4


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από

άξονα (ε) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ. Να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), άξονας περιστροφής (ε) και
η γωνία περιστροφής θ.

(2) Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


΄Ασκηση 21. Να προσδιορισθούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών a, b, c έτσι ώστε ο πίνακας

A =

1/
√

2 1/
√

2 0
2/3 −2/3 1/3
a b c


να είναι ορθογώνιος. Για ποιές τιµές των a, b, c, ο πίνακας A γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω
από άξονα (ε) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ; Στην περίπτωση αυτή, να ϐρεθεί η γωνία περιστροφής θ.

Οι επόµενες ασκήσεις 22 - 27 είναι αφιερωµένες στην περιγραφή των ιδιοτιµών και των κλάσεων οµοιότητας

ορθογώνιων 2× 2 και 3× 3 πινάκων.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω A ένας 2×2 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών. Τότε |A| = ±1, και οι πραγµατικές
ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :

(1) Αν |A| = 1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του A είναι :
(αʹ) λ1 = 1 (διπλή). Αυτό συµβαίνει αν και µονον αν A = I2.
(ϐʹ) λ1 = −1 (διπλή). Αυτό συµβαίνει αν και µονον αν A = −I2.

(2) Αν |A| = −1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του A είναι : λ1 = 1 και λ2 = −1. Αυτό συµβαίνει αν και
µονον αν

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π).

Σε κάθε άλλη περίπτωση ο πίνακας A είναι της µορφής

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, όπου θ 6= 0, π

και ο A δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές.
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΄Ασκηση 23. Κάθε 2× 2 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών είναι ορθογώνια όµοιος µε έναν και µόνον
έναν από τους ακόλουθους πίνακες :(

1 0
0 1

)
, (στροφή επιπέδου κατά γωνία ίση µε 0)(

−1 0
0 −1

)
, (στροφή επιπέδου κατά γωνία ίση µε π)(

1 0
0 −1

)
, (συµµετρία ως προς τον άξονα των x)(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
όπου θ ∈ [0, 2π) (στροφή επιπέδου κατά γωνία θ 6= 0, π)

΄Ασκηση 24. ΄Εστω f : E−→E µια ισοµετρία του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉), όπου dimR E = 3, και υποθέτουµε
ότι η ορίζουσα της f είναι ίση µε 1, δηλαδή η ορίζουσα του πίνακα της f σε µια τυχούσα ϐάση του E είναι ίση µε
1. Γνωρίζουµε τότε, από το Θεώρηµα του Euler, ότι ο αριθµός λ = 1 είναι ιδιοτιµή του f . Να δειχθεί ότι :

dimRV(1) = 1 ⇐⇒ f 6= IdE

Αν f 6= IdE, να δειχθεί ότι η f έχει όλες τις ιδιοτιµές της πραγµατικές αν και µόνον αν υπάρχει ορθοκανονική
ϐάση B =

{
~e1, ~e2, ~e3

}
του E, έτσι ώστε :

f(~e1) = ~e1, f(~e2) = −~e2, f(~e3) = −~e3

΄Ασκηση 25. Να δειχθεί ότι κάθε ορθογώνιος πίνακας A ∈ M3(R) µε ορίζουσα |A| = 1 είναι όµοιος µε ακριβώς
έναν από τους παρακάτω ορθογώνιους πίνακες

(1) 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον ανA = I3 ή ισοδύναµα η µόνη ιδιοτιµή τουA είναι η λ = 1 µε πολλαπλότητα
ίση µε 3.

(2) 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή διαφορετική της λ = 1.

(3) 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), µε : θ 6= 0, π.

Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1.

΄Εστω f : E−→E µια ισοµετρία του Ευκλειδειου χώρου E, όπου dimR E = 3, και υποθέτουµε ότι Det(f) = 1,
δηλαδή ο f παριστάνει γεωµετρικά στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ ως προς άξονα (ε) κάθετο στο επίπεδο.

Η ισοµετρία A καλείται γνήσια ισοµετρία αν θ 6= 0, π. Ισοδύναµα ισοµετρία f µε Det(f) = 1, είναι γνήσια,
αν f 6= IdE και η f δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, εκτός της λ = 1.

Παρόµοια ανA είναι ένας ορθογώνιος 3×3 πίνακας µε ορίζουσα |A| = 1, δηλαδή οA παριστάνει γεωµετρικά

στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ ως προς άξονα (ε) κάθετο στο επίπεδο. Ο A καλείται γνήσια ορθογώνιος

αν θ 6= 0, π. Ισοδύναµα ο ορθογώνιος πίνακας A µε |A| = 1, είναι γνήσια ορθογώνιος, αν A 6= I3 και ο A δεν

έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, εκτός της λ = 1.
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΄Ασκηση 26. «Γνήσιες Στροφές Επιπέδου στον χώρο µετατίθενται αν και µόνον αν έχουν κοινό άξονα στροφής»

(1) ΄Εστω A και B δύο γνήσια ορθογώνιοι 3× 3 πίνακες.

Να δειχθεί ότι A ·B = B ·A αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί
στην ιδιοτιµή 1, δηλαδή αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό άξονας στροφής.

(2) ΄Εστω f, g : E−→E δύο γνήσιες ισοµετρίες του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉), όπου dimR E = 3.
Να δειχθεί ότι f ◦ g = g ◦ f αν και µόνον αν οι f και g έχουν κοινό ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί

στην ιδιοτιµή 1, δηλαδή αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό άξονας στροφής.

΄Ασκηση 27. Να δειχθεί ότι κάθε ορθογώνιος πίνακαςA ∈ M3(R) µε ορίζουσα |A| = −1 είναι όµοιος µε ακριβώς
έναν από τους παρακάτω ορθογώνιους πίνακες

(1) −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν A = −I3 ή ισοδύναµα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = −1 µε
πολλαπλότητα ίση µε 3.

(2) −1 0 0
0 1 0
0 0 1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή διαφορετική της λ = −1.

(3) −1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 (†)

για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), µε : θ 6= 0, π.
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή του A είναι η λ = −1.


