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‘Aoknon 1. Na efetacdel av ot akofovdeg ypauuucés ancuovioels uetalt Eukicibeiov xwpwv givat 100UeTpleg.
(1) f: RZ —>R3’ f(l"y) = (:U,y,())
@ f: R —R? f(z,y,2) = (,9).
(3) f: R3—>R3’ f(fU,y,Z) = ($ —Y,Yy—z2z—= :E)
@ f:R*—R3, f(z,y,2) = (ay,bz,cx), omov a,b,c € R.

‘Aoxknon 2. 'Eow (&, (,)) évag Eukieibeiog xwpog kal 9ewpoUue Tov evEOU0PPLOUO

f:&—¢& [f(@)=X
omou A € R, X\ # 0. Na 6¢ifete oun f eivar ioopuoppioudg, aiia yevuca oxt woustpia. Na Boedel avaykaia kat
tkavn ovvdnkn étot wote 1 [ va eivai wooustpia.

‘Acknon 3. (1) 'Eow (&, (,)) évag Eukieibeiog xwpog kar umodérovue ot B = {é’l, s, €3, 54} slvat wa
opdoravovikn Baon tou E.
'Eotw [ : € — & o0 povabikdg evbouop@ioudg tou & £tot wote:

f(e1) = —e2, f(ea) = —€3,  f(€3) = —eéy, f(er) = e

Na e&etaocdei av o evbouopeioudg f eivai woouetpia.

(2) Na e€etacdei av 10 adpowoua f + g dvo wouerpwwv f, g: € — & elvar wouetpia.

(3) Na &etaodei av 10 adpotoua A + B 14 A + B2, émou A ka1 B sivai §vo n x n opdoyeuviol mivaksg, siva
opdoywuiog mivakag.

‘Aoknon 4. Eow (&, (,)) évag Eukieibeiog xwpog. Av k € R kat v € €, va efetaotel av o ev60UOPPLOUOS

z, av 7=0

1 E— ¢, r) = ) S

/ /(@) f+/<a<a_;,1i;z7, av 7410
U, v

glvat 1oousTpia.

"Eotww € évag R-6lavuopatikog xopog diactaocng dimg € = n. 'Evag unioxwpog V tou € kaleital unieperine-
80 tou &, av éxet 6idotaon dimg V =n — 1. Eow (&, (,)) évag Euxkleibelog xmpog renepaopévng diaotaong.
"Evag evbopoppiopog f: € — € kadeitar avarAaon, av uvndpyxet éva ureperninedo V tou € £tol oote:



f(f)Z{ T, av €V

—Z, av £ ¢V

Kat tote 0 unoxwpog V kaleital unepeninedo avakidaong yia twov f.

‘Aoknon 5. 'Eoto (&, (,)) évag Eukieibeiog xapog nenepaouévng biaotaong, kat f: € — € évag evbopop@r-
oudg tou &, omou f # Ide. Na beydel oni o f eivar pia avaxiaon av kai uOvov av Umdoxel va un-undeviko
Sravvoua v € € grot wote, VI € E:
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‘Aoxknon 6. 'Eow (&, (,)) évag Eukieibeiog xwpog nenspaopsvng Sidotaong.

(1) AvZ, ¥ eivar 6vo siavvouata tou € étot wote || T = ||
et wote: f(T) = 4.

(2) Av Z, ¥, Z, W eivar téoogpa ravvouata tou € €10t Oote

, va 6¢iete ot unapyet yuia wouctpia f: € — €&,

1] = {7 kar ||Z]] = [
va e€etacdei av urmapyet woouctpia f: € — &, €10l wote:

@ =7 k()=

‘Aoknon 7. 'Eow (&, (,)) évac Eukileibeiog ywpog nenepaouévng diaotaong. Av T, 7, Z, W eivar téooepa b1a-
vuouata tou €, va deixdel ot ta axkofovda sivat icobvvaua:

(1) Ynapyet wia wouctoia f: € — € érot wote:
f@ =y wra [f(Z)=1d
(2) Ioxvouv ta £éng:

120 =17l W2 = Nl (@, 2) = (g, @) ()

‘Acoknon 8. 'Eowo (&, (,)) évag Eukileibeiog xwpog nenspaouévng biaotaong, kat
f:&€—E&
uia wouetpia. Na 6etydei o1t av 'V eivar gvag undxwpog tou &€, 10te:
v = v cvt

Ioxvet n avtiotpogpn ovvertaywyn ;

‘Aoknon 9. (1) Bswpouvpe tov EukAeibeio xwpo R4 £POSIAOUEVO UE TO OUVNOLOUEVO E0WDTEPIKO YIWOUEVO Kal
TOUG UTIOYX WPOUG TOU
V = {(z,y,z,w) € R*| 22+ 3y + 2 = 0}
W = {(z,y,z,w) €ERY |z —y+w=0}

Na Bpedet pa wopetpia f: (Vv <7 >) — (RQ[t]v <7 >) Kat pa wouetpia g: (W> (7 >) — (R37 <) >)
(2) Na geraodet av urapyet wouctpia h: (VNW, (,)) — (M, (R), (,)), yta katadinion > 1.
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‘Aoknon 10. 'Eoto A = (a;;) € Myxn(R) évagm x n nivaxag npaypatkov apducv. 'Eote’ o(A) n faduisa
yoauuav wou A kary(A) n Baduiba omAov tou A. Na beydei ot av A(X) givar o xaopog AVoewL 10U OUOYEVOUS
oUOTHUATOg
(X)) A-X=0
0te:
(1)
A(Z) = L(F17P27 T 7Fm)J—
ormov L(I',Tg,--- ,T'y,) elvat o unoxwpog tou R™ o onoiog mapayetar and g yoauués 'y, T, -+ Ty
tou Tivaxa A.
@ o(A4) = (A).
(3) Ymapyet pa woouerpia:
A(D) — RPTA)

‘Aoknon 11. 'Eotw € My(R) évag 2 X 2 opdoyauviog mivarag.

(1) Av |A| = 1, va 6edei ou o mivarag A gxet TOUAAXIOTOV pia Tpayuatiky 6oty av Kat Hovov av

10 , (-1 0
=0y 0 a=(o )

(2) Av |A| = —1, va bedei ou o mivarag A éyet navia npayuatikég botuss A = 1 kat Ay = —1, kat
emougvac o A sival Si1ayovonomouog Kat eivat Opolog Ue Tov mivaka

b )

‘Acoxknon 12. 'Ectw A £vag opdoyoviog 2 X 2 mivakxag mpayuatkav apduov ue opifovoa |A| = —1. Na beydei

ot ta Stavvouara otmjeg
_ [cos(0/2) _ (—sin(6/2)
Fr= (sin(0/2) rar Fr= cos(6/2)
elvat 161061avvouata v A ta omola aviiotoyovv ot botuss 1 xar —1 avtiotoyya. Emimiéov, va Seiydel ot

Ystovtag
~ [cos(0/2) —sin(0/2)
P= (sin(0/2) cos(9/2))

AMOKTOUUE £VAV 0PJOYWOVIO TIVAKa yia Tov OTolo oY UEL OTL:

. (1 0
pare ()

‘Aoknon 13. Na Seydei on o mivakag

-1 2%

elvat 0pAOYWVIOG Kal YEOUETPUKA TTAPLOTAVEL OUUUETPLA w¢ Tipog afova (€), o omoiog kat va Bpedel. Iow eival n
yavia v onoia oxnuati¢er o afovag e tov afova Iov x;

ertsveuuigouus ou 0(A) opitetat va eivat to péyloto mAfbog ypappikd avefdpuev omdov tou mivaka A kat y(A) eivat to
péyioto TMARB0g ypapikd ave§aptntov ypappov tou mivaka A. Iooduvapa:
O'(A) :dimRL(El,22,~~~ ,Zn) Kat ’Y(A) :dimRL(Fl,Fg,--- ,Fm)
orou L£(X1,X2,---,X,) elvat o unoxepos tou R,, o omoiog mapdyetat and ug owdeg X1, X2, -, X, U mivaka A Kkat
L(T1,T2, -+ ,T'm) eival o unidxwpog tou R™ o oroiog apdayetat ard ug ypappég ', Iy, - -+, 'y, toU mivaka A.
An6 ) Fpappiky) AdyeBpa I yvapidoupe 6t 0(A) = v(A) xat ) kowr) aut) tpr) kadettar Babpida tou nivaka A katr oupBoAiletat
pe r(A). Ty napovoa Acknor) Seixvoupe myv wétta o(A) = v(A) pe évav 51apopetikd armdovotepo TPOIO.



‘Aornon 14. Gzwpouvue oV Tivaka

a= (202 R

Na 6e1xdei ou o mivaxag A eivail 0pdoywviog, kat axoovdwg:
(1) Na efetaodei av o mivaxag A mapiotavel yeouetpicd Teplatpon (0e avtn v Tepintwon va Boedei n
ywvia Teplotpodrg) 1 ovpuepia wg Tpog afova (o avtn v Tepintwon va Lpedei o afovag ovppetpiag).
(2) Av o mivakag A mapiotaver ouppctpia we mpog afova, va Poedeil opdoywuiog mivakag P tol dote:

. (10
P ()

‘Aornon 15. Jipopeég Emnédou uerarievranm

(1) Av A kat B eivair 600 opdoyavior 2 X 2 mivakeg ue opifovoa |A| = 1 = | B|, va beixdei oti:
A-B=B-A
(2) Avf,g: &€ — € eivar 6V0 wouetpisg eni evdg Evkieibeou xapou (€, (, ), étot wote Det(f) = 1 = Det(yg),
va beydel ot:

fog=gof
‘Aornon 16. Gzwpouvue oV ivaka
e EEC I
vi v < F
0 0 * =

Na ovuninowdei o wivarxag A £tot wate va givai 0pdoydviog.

‘Aoknon 17. Oswpouvue Y anetovion
(,) R® x R® — R, <($17$27$3),(y1792,y3)>, =4dx1y1 + 2x2ys + 83Yy3

(1) Na 6etxdei or n anewcdvion { , ) opilet éva eowtepicd ywdpevo otov R3.
(2) Na éb¢iete O11 0 eVOOUOP PLOUOG

Fr®LG) — ®LG)), faye) = (2 2 m)

elvar pa wopetpia, omou (, ) eivai 10 CUVNIIOUEVO ETOTEPUKO YIVOUEVO TOU R3.

‘Aornon 18. Na 6eiydei ot o mivakag

01 O
A=1[1 0 O
0 0 -1

Taplotavel otpo@n emimeédou epi afova KAdeTo 0’ auto Kat va mpoodioptodei o afovag kat 1 yovia otpogrg. Me
TOWV Tivaka eivar opdoyavia ouoiog o ivaxag A;

‘Aornon 19. Zwov Eukeibeio xapo R3, epodiaousvo ue 10 OUUNOIOUEVO EOWTIEPIKO YIVOUEVO, I€WOPOUUE TOV
gvOOUOP PLOUO

fiR — R f(z,y,2) = <

2 +2 . 2 1 b 1 +2 n
33@ 3y az, 3:13 3y 2z, 395 3y cz
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(1) Na vmoAoyicouv ot TiuES TV Tpayuatkav apduav a,b kat ¢ 1ot wote o f va gival wouctpia n omoia
maplota otpoPn emmedov yUup® ano afova KAdeto 0’ auto.

(2) Avo f elvat ioouctpia,
(@) va vmofoyiodei n yovia twv stavvoudrov f(1,0,0) xat £(0,1,0).
(B) va Bpedei 10 eminebo kar o afovag mepiotpoPric U epatiuatog (1).

‘Aornon 20. Oswpouue tov 3 X 3 mivaka mpayuatkov aptduov

1 8 1 —4
1 8 4

(1) Na beydei ou o mivarag A givai 0pdoywviog kai yeouetpika napiotavet otpon emnébou (1) yupe ano
aéova (€) kadeto oto eninebo (I1) kard ywvia 0. Na Boedei 1o eninebo (I1), afovag mepiotpopric (€) kat
1 yovia nepiotpodr|g 6.

(2) Na Bpedei opdoywviog mivakxag P 1ot wote

1 0 0
tP.A-P=10 cosf —sinf
0 sinf cos 6

‘Aornon 21. Na mpoobiopiodoUv Ot TIHEC TV TOAYUATIKOV apdU® a, b, ¢ €101 dote o mivakag

1/vV2 1/V/2 0
A= 2/3 -2/3 1/3
a b c
va etvat 0pdoyaviog. I'a moég tués v a, b, ¢, o mivakag A yewuetoucd napiotdvet otpo@r emnebou (1) yupo
ano afova (€) kadeto oto eninebdo (1) kata yovia 0; Znv nepintwon avty, va Bedei n ywvia nepiotpopric b.

O1 enopeveg aoKroelg 22 - 27 eival aPplep@PEVES OTNV TIEPTYPAPT] TOV 1010TIHAOV KAl TOV KAACEDV 0P1010TNTAG
opBoyaviov 2 X 2 kat 3 X 3 mvdarav.

‘Acoxknon 22. 'Eoww A évag 2 X 2 opdoywviog mivakag mpayuatikav apduev. Tote |A| = £1, kai ot npaypatucég
161011uES Tou mivaka A elvai ot e§ri¢:

(1) Av |A| = 1, 161e o1 mpaypatukég brotpés ou A eivar:
(@) A\ =1 (6imn). Avto ovubaivet av kat povov av A = Is.
B) A\ = —1 (mn)). Autd ouubaiver av kat povov av A = —Io.
(2) Av |A| = —1, 10t 01 mpayuatkeg botuss ou A givar: A\ = 1 kat Ay = —1. Auvto ovpbaiver av ka

LOVOV av
cosf sind
4= <sin9 —cosc9>

Ze kade aifn mepintwon o wivaxag A elvai e Uoperic
_ <cos 6 —sind

yia wa povabkn yovia 6 € [0, 27).

sind cos @

), omou 0 # 0,7

Kat o A Sev €yl mMOayUatKkeg 1610THUEG.
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‘Agrnon 23. Kdde 2 X 2 0pdoydviog Tivakag mpayuatkov aplduav elvat opdoywuia Opolog e vav Kat povov
gvav ano ToUg akoAovdoug TIVaKeg:

10 , . . o,

0 1) (otpogn) emmébou kata yovia ion pe 0)
-1 0 , . . o

0 —1)° (otpogr; emmebou kata yovia ion e )

1 0 , .
0 -1/ (oupuetpia wg mpog tov afova twv )

cosf —sind , , , . ,
<sin 0 cosd ) ormou 0 € [0,27m) (orpoen emnébou kata yovia 6 # 0, 1)
‘Acoxknon 24. 'Eowo f: & — & pa wopetpia 1ou Evkileibeiou yapou (€, (,)), omou dimg € = 3, kar unodétouue
oun opifovoa g f eivar ion ue 1, dniadn n opifouoa tou mivara mg f oe pia twyovoa Baon tou & elvat ion ue
1. I'vwpilouue tote, amd 1o Bewpnua tou Euler, 61t 0 apiduog A = 1 elvar ibiotun tou f. Na Serydei ote:
dimgV(1) =1 <= f#ld¢

Av f # Ide, va beiydei ot f éxer 0eg TG 1HI0TUES TG TOAYUATIKES AV KAl HOVOV AV UTAPXEL 0PHOKAVOVIKN
Baon B = {é’l,é’g,é’g} wou &, &0t wote:

f(er) =e1, f(éa) =—é2, f(e3) = —e3

‘Aoknon 25. Na beixdei ou kade opdoyaviog mivaxag A € M3(R) pe opidovoa |A| = 1 eivar duoiog pe axpibog
£vav ano ToU¢ TapaKdi® opdOyWVIOUG TIVAKES

(1)
1 00
010
0 0 1
Auto oupbaiver av kar uovov av A = I3 1 10odvvaua n povn ibrotun tov A sivarn A = 1 pe nojdaniomia
ion ue 3.
2)
1 0 0
0 —1 0
0 0 -1
Auto oupbaiver av kat uovov av o mivakag A €yet touAayiotov wa ibotiun dtagopetikn e A = 1.
3)

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf  cosf
yia pa povabikr yovia 0 € [0, 2w), ue: 6 # 0, .
Auto oupbaivel av kat uovov av n povn sotiur) v A givarn A = 1.

‘Eow f: & — & pa wopetpia tou Euxkdedetou xwpou &, orou dimg € = 3, kat urobétoupe 6u Det(f) = 1,
dndadn o f mapiotavel yeopetpikd otpogty eruredou (II) xatd yeovia 6 og mpog dova (€) xabeto oto ertinedo.
H 1oopetpia A xadeital yviola woopetpia av 0 # 0, 7. Iooduvapa wopetpia f pe Det(f) = 1, eivat yvhowa,
av f # Ide ka1 n f Bev éxel mpaypatikeg 1810tpég, ektog g A = 1.

[Mapoépoia av A sivat évag opBoyoviog 3 x 3 riivakag pe opiouvoa |A| = 1, 8ndadn o A napiotdvet yeopetpikd
otpoor) eruredou (I1) katd yevia § wg npog agova (€) kabeto oto eminedo. O A kaleitatl yvijora opOoywviog
av 6 # 0, 7. Iooduvapa o opboyeviog riivakag A pe |[A| = 1, eivat yvijola opBoyeviog, av A # I3 kat o A dev
£XEL TIPAYHATIKEG 1610TIREG, eKTOG NG A = 1.



‘Aoknon 26. [vrioleg Z1po@E EMnéESou OTov XWpo ETATIBEVTAl AV Kal UOVOV av €XouV Koivé dova otpo@rigr
(1) 'Eotw A kat B 6vo yvrjoia opdoyavior 3 X 3 mivakeg.

Na beiydeiont A- B = B- A av kai uovov av ot A kat B €xouv kowo 151061dvvoua 1o onoio avtiototyel
o bouun 1, éndadn av kar povov av ot A kar B éyouv rkowod afovag otoorig.
(2) 'Eow f,g: &€ — & U0 yvnoieg wopetpies tou Evkieibeou xwpou (&, (,)), omou dimg € = 3.
Na 6e1xd¢ei 61t f o g = g o f av kat uovov av ot f kar g £xouv Koo 161061AVUCUA TO OTOI0 AVTIOTOLYEL
ot botuun 1, bndadn av kar uovov av ot A kar B éyouv rxowod afovag otooprig.

‘Aoknon 27. Na 6eiydei 0t kade opdoyaviog mivakag A € M3(R) ue opidovoa |A| = —1 eivar duoiog ue arpibog
vav ano ToUg TapaKaI® OpdOYyDUIOUS TIVAKES

(1)

-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
Auto oupbaiver av kat povov av A = —I3 1 wodvvaua n povn 6ot wov A gvarn A = —1 ue
rnoAAanAomta ion ue 3.
@)
-1 0 O
010
0 01
Auto oupbaivel av kat uovov av o mivaxag A éxet toufdyiotov wa botuun drapopetucr g A = —1.
3)
-1 0 0
0 cos —sind (1)
0 sinf  cosf

ya wa povabikn yovia 0 € [0,27), ue: 0 # 0, .
Auto oupbaivet av kat uovov av n uovn mpayuatikr ot tov A givain A = —1.



