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΄Ασκηση 1. Αν f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης (E, 〈, 〉),
τότε :

ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία ⇐⇒ f∗ ◦ f = IdE

δηλαδή ο f είναι ισοµετρία αν και µόνον αν ο f είναι ισοµορφισµός και f∗ = f−1.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθεί ότι :

〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀ ~x ∈ E ⇐⇒ f∗ = −f

Αν f∗ = −f , ποιές είναι οι πραγµατικές ιδιοτιµές της f ;

΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈 , 〉) καλείται αντισυµµετρικός αν και µόνον

αν ισχύει ότι : f∗ = −f .

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι ένας ενδοµορφισµός f : E −→ E του Ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης
(E, 〈 , 〉) είναι αντισυµµετρικός αν και µόνον αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµ-
µετρικός.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο. ΄Εστω
f : R3 −→ R3 ο µοναδικός ενδοµορφισµός του οποίου ο πίνακας στην κανονική ϐάση του R3 είναι ο πίνακας

A =

2 1 4
3 0 3
4 2 1


Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗ : R3 −→ R3 του f .

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο. ΄Εστω
f : R3 −→ R3 ένας ενδοµορφισµός για τον οποίο ισχύει ότι :

f(1, 0, 1) = (1, 4, 1), f(1, 0,−1) = (−3, 0, 3), f(0, 1, 0) = (2,−1, 2)

Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗ : R3 −→ R3 του f .
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΄Ασκηση 6. Στον Ευκλείδειο χώρο M2(R) εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : M2(R) −→ M2(R), f

(
x y
z w

)
=

(
x z
y w

)
Να εξετάσετε αν ο f είναι : (α) ισοµετρία, και (β) αυτοπροσαρτηµένος.

Η προηγούµενη ΄Ασκηση είναι ειδική περίπτωση της ακόλουθης ΄Ασκησης.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος Mn(R) ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό
γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό
f : Mn(R) −→ Mn(R), f(A) = tA

Τότε ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος και ισοµετρία.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f , g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Αν λ, µ ∈ R, να δειχθούν τα εξής :

(1)

0∗ = 0 και Id∗E = IdE

(2)

(λf + µg)∗ = λf∗ + µg∗
(3)

(f∗)∗ = f

΄Ασκηση 9. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f , g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

(2) Ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον ο ενδοµορφισµός f∗ είναι ισοµορφισµός, και τότε :

(f∗)−1 = (f−1)∗

΄Ασκηση 10. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E−→E ένας ενδοµορφι-
σµός του E. Να δειχθεί ότι δύο από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες συνεπάγουν την τρίτη συνθήκη:

(1) Ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία.
(2) Ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος.
(3) f2 = IdE.

Ιδιαίτερα, για έναν πίνακα A ∈ Mn(R), δύο από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες συνεπάγουν την τρίτη συνθήκη:

(1) Ο πίνακας A είναι ορθογώνιος.
(2) Ο πίνακας A είναι συµµετρικός.
(3) A2 = In.
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΄Ασκηση 11. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω ο R-διανυσµατικός
χώρος

L(E) =
{
f : E−→E | f : ενδοµορφισµός του E

}
των ενδοµορφισµών του E. Να δειχθεί ότι ορίζοντας1

〈〈 , 〉〉 : L(E)× L(E) −→ R, 〈〈 f, g 〉〉 = Tr(f ◦ g∗)
αποκτούµε ένα εσωτερικό γινόµενο στον R-διανυσµατικό χώρο L(E) και άρα το Ϲεύγος (L(E), 〈〈, 〉〉) είναι ένας
Ευκλείδειος χώρος. Επιπλέον να δειχθεί ότι οι Ευκλείδειοι χώροι (L(E), 〈〈, 〉〉) και (Mn(R), 〈, 〉), όπου 〈A,B〉 =
Tr(A · tB), είναι ισοµετρικά ισόµορφοι.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. ΄Εστω

U =
{
f : E−→E | f∗ = f

}
και V =

{
f : E−→E | f∗ = −f

}
τα υποσύνολα του L(E) τα οποία αποτελούνται από τους αυτοπροσαρτηµένους και αντισυµµετρικούς ενδοµορφι-
σµούς αντίστοιχα.

(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα U και V είναι υπόχωροι του L(E).
(2) Να δειχθεί ότι

L(E) = U⊕ V και U⊥V

(3) Να δειχθεί ότι U⊥ = V και V⊥ = U.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω ο R-διανυσµατικός
χώρος

L(E) =
{
f : E−→E | f : ενδοµορφισµός του E

}
των ενδοµορφισµών του E. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός

Φ: L(E)−→L(E), Φ(f) = f∗

είναι αυτοπροσαρτηµένος και ισοµετρία, όπου ο Ευκλείδειος χώρος L(E) είναι εφοδιασµένος µε το εσωτερικό
γινόµενο της ΄Ασκησης 11.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό
χώρο

E∗ =
{
φ : E−→R | φ : γραµµική

}
(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ: E−→E∗, Φ(~x) = 〈~x,−〉, όπου 〈~x,−〉(~y) = 〈~x, ~y〉
είναι ισοµορφισµός.

(2) Να ορισθεί επί του E∗ κατάλληλο εσωτερικό γινόµενο έτσι ώστε ο ισοµορφισµός Φ να είναι ισοµετρία.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E ένας αντισυµµε-
τρικός ενδοµορφισµός ενδοµορφισµός του E, δηλαδή: f∗ = −f .

(1) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός

IdE + f : E −→ E,
(
IdE + f

)
(~x) = ~x+ f(~x)

είναι ισοµορφισµός.

1
Το ίχνος Tr(h) ενός ενδοµορφισµού h : E−→E ορίζεται να είναι το ίχνος Tr(A) του πίνακα A του h σε µια ϐάση B του E. Επειδή,

όπως γνωρίζουµε από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι, όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ίχνος, αν C είναι µια άλλη ϐάση του E και αν B είναι ο

πίνακας του h στην C, τότε Tr(A) = Tr(B).
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(2) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός(
IdE − f

)
◦
(
IdE + f

)−1
: E −→ E

είναι ισοµετρία.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας αντισυµµετρικός n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών.

(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας In +A είναι αντιστρέψιµος.
(2) Να δειχθεί ότι ο πίνακας (In −A)(In +A)−1 είναι ορθογώνιος.

΄Ασκηση 17 (Μηδενοδύναµος + Συµµετρικός = Μηδενικός). (1) ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπε-
ϱασµένης διάστασης και f : E −→ E ένας αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός. Να δειχθεί ότι αν fm = 0,
τότε f = 0.

(2) Αν A ∈ Mn(R) είναι ένας συµµετρικός πίνακας και Am = O, να δειχθεί ότι A = O.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

Ker(f∗) = Im(f)⊥

(2)

Ker(f) = Im(f∗)⊥

(3)

Im(f∗) = Ker(f)⊥

(4)

Im(f) = Ker(f∗)⊥

(5) Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

f(V) ⊆ V ⇐⇒ f∗(V⊥) ⊆ V⊥

΄Ασκηση 19. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

r(f) = r(f∗)

(2)

Ker(f) = Ker(f∗ ◦ f) και Ker(f∗) = Ker(f ◦ f∗)
(3)

r(f∗ ◦ f) = r(f) = r(f∗) = r(f ◦ f∗)

΄Ασκηση 20. ΄Εστω A ∈ Mn(R). Να δειχθεί ότι :

r(A · tA) = r(tA ·A) = r(A) = r(tA)
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Λύση. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X
Γνωρίζουµε τότε ότι f∗A = ftA, και

r(fA) = r(A) και r(f∗A) = r(ftA) = r(tA)

΄Αρα από την ΄Ασκηση 19, έπεται ότι r(A) = r(tA). ΄Εστω B η κανονική ϐάση του Rn. Τότε :

MB
B (f∗A ◦ fA) = MB

B (f∗A) ·MB
B (fA) = tA ·A και MB

B (fA ◦ f∗A) = MB
B (fA) ·MB

B (f∗A) = A · tA
Επειδή r(fA) = r(MB

B (fA) και r(f∗A) = r(MB
B (f∗A), από τις παραπάνω σχέσεις, και την ΄Ασκηση 19, ϑα

έχουµε:

r(A · tA) = r(A) = r(tA) = r(tA ·A) �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E −→ E ένας ενδοµορ-
ϕισµός του E. Να δειχθεί ότι για κάθε k,m ∈ N:

(f∗ ◦ f)k = 0 ⇐⇒ f = 0 ⇐⇒ (f ◦ f∗)m = 0

΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E καλείται

κανονικός, αν :

f ◦ f∗ = f∗ ◦ f
Για παράδειγµα κάθε αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E είναι προφανώς κανονικός.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E −→ E ένας κανονικός
ενδοµορφισµός του E.

(1) Να δειχθεί ότι : ∀~x ∈ E:
‖f∗(~x)‖ = ‖f(~x)‖

(2) Να δειχθεί ότι αν P (t) ∈ R[t] είναι ένα πολυώνυµο, τότε ο πολυωνυµικός ενδοµορφσιµός P (f) είναι
κανονικός.

(3) Να δειχθεί ότι :
Ker(f) ∩ Im(f) =

{
~0
}

(4) Αν ο f είναι µηδενοδύναµος, δηλαδή fm = 0, για κάποιο m ∈ N, τότε : f = 0.

΄Ασκηση 23. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E.

(1) Να δειχθεί ότι οι ενδοµορφισµοί
f ◦ f∗, f∗ ◦ f : E−→E

είναι αυτοπροσαρτηµένοι.
(2) Να δειχθεί ότι οι ενδοµορφισµοί f ◦ f∗ και f∗ ◦ f είναι µη-αρνητικοί.
(3) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f◦f∗ είναι ϑετικός αν και µόνον αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός.
(4) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f∗◦f είναι ϑετικός αν και µόνον αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 24. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R) υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες P και Q και διαγώνιοι πίνακες ∆ και
Γ, έτσι ώστε :

tP ·A · tA · P = ∆ και tQ · tA ·A ·Q = Γ

Επιπλέον οι πίνακες A · tA και tA ·A είναι µη-αρνητικοί, και :

A · tA > 0 ⇐⇒ |A| 6= 0 ⇐⇒ tA ·A > 0
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΄Ασκηση 25. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµµετρικός, να
δειχθεί ότι ο πίνακας του f σε κάθε ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµµετρικός.

΄Ασκηση 26. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας. Να δειχθεί ότι υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P
και πίνακας B µε την ιδιότητα ο πίνακας B2 να είναι διαγώνιος, έτσι ώστε :

tP ·B · P = A

΄Ασκηση 27. (1) ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι :

f ◦ g : αυτοπροσαρτηµένος ⇐⇒ f ◦ g = g ◦ f
(2) ΄Εστω A και B δύο συµµετρικοί n× n πίνακες πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι :

A ·B : συµµετρικός ⇐⇒ A ·B = B ·A

΄Ασκηση 28. ΄Εστω E ένας R-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E−→E ένας ενδοµορφι-
σµός του E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο ενδοµορφισµός f είναι διαγωνοποιήσιµος.
(2) Υπάρχει ένα εσωτερικό γινόµενο 〈, 〉 επί του E έτσι ώστε ο f είναι ένας αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός

του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).

΄Ασκηση 29. ΄Εστω A ένας n×n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.
(2) Υπάρχει ένα εσωτερικό γινόµενο 〈〈, 〉〉 επί του Rn έτσι ώστε, ∀X ∈ Rn:

〈〈A ·X, Y 〉〉 = 〈〈X, A · Y 〉〉

΄Ασκηση 30. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Υποθέτουµε ότι ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος ισοµορφισµός, ο g είναι αντισυµµετρικός,
και ισχύει ότι :

f ◦ g = g ◦ f
(1) Να δειχθεί ότι, ∀~x, ~y ∈ E: 〈

f(~x), g(~y)
〉

= −
〈
g(~x), f(~y)

〉
και εποµένως, ∀~x ∈ E: 〈

f(~x), g(~x)
〉

= 0

(2) Για κάθε ~x ∈ E:
‖(f + g)(~x)‖ = ‖(f − g)(~x)‖

(3) Οι ενδοµορφισµοί f + g και f − g είναι αντιστρέψιµοι.
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(4) Ο ενδοµορφισµός
(f + g) ◦ (f − g)−1 : E−→E

είναι ισοµετρία.

Η επόµενη ΄Ασκηση αποτελεί γενίκευση της ΄Ασκησης 16 (η τελευταία προκύπτει ϑέτοντας A = In στην

παρακάτω ΄Ασκηση).

΄Ασκηση 31. ΄Εστω A,B ∈ Mn(R) και υποθέτουµε ότι :
tA = A, |A| 6= 0, tB = −B, A ·B = B ·A

(1) Να δειχθεί ότι, ∀X,Y ∈ Rn: 〈
A ·X,B · Y

〉
= −

〈
B ·X,A · Y

〉
και εποµένως, ∀X ∈ Rn: 〈

A ·X,B ·X
〉

= 0

(2) Οι πίνακες A+B και A−B είναι αντιστρέψιµοι.
(3) Για κάθε X ∈ Rn:

‖(A+B) ·X‖ = ‖(A−B) ·X‖
(4) Ο πίνακας

(A+B) · (A−B)−1

είναι ορθογώνιος.

΄Ασκηση 32. στω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι :

∀~x ∈ E : 〈f(~x), ~x 〉 = 〈g(~x), ~x 〉 =⇒ f = g

Υπενθυµίζουµε ότι αν f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈 , 〉), τότε ο f

καλείται ορθογώνια προβολή αν υπάρχει ένας υπόχωρος V του E, έτσι ώστε f(~v) = ~v, ∀~v ∈ V και f(~u) = ~0,
∀~u ∈ V⊥. Τότε ο f καλείται ορθογώνια προβολή στον V παράλληλα µε τον V⊥.

΄Ασκηση 33. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Αν ο f είναι µια προβολή, δηλαδή f2 = f , να δειχθεί ότι ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος
αν και µόνον αν ο f είναι ορθογώνια προβολή.

΄Ασκηση 34. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

΄Εστω
AE>0(E) =

{
f : E−→E | f : ϑετικός αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E

}
IP(E) =

{
〈〈 , 〉〉 : E× E−→R | 〈〈 , 〉〉 : εσωτερικό γινόµενο επί του E

}
Να δειχθεί ότι η απεικόνιση :

Φ : AE>0(E) −→ IP(E), Φ(f) = 〈〈 , 〉〉f : E× E−→R, 〈〈 ~x, ~y 〉〉f = 〈f(~x), ~y 〉
είναι «1-1» και «επί».
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΄Ασκηση 35. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης n και έστω B µια ορθοκανονική
ϐάση του E. Θεωρούµε το σύνολο

S>0
n (R) =

{
A ∈ Mn(R) | tA = A > 0

}
των ϑετικών συµµετρικών n× n πινάκων.

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

G : IP(E) −→ S>0
n (R), G(〈〈 , 〉〉) =

(
〈〈~ei, ~ej 〉〉

)
= ο πίνακας Gram των διανυσµάτων της ϐάσης B

είναι «1-1» και «επί».


