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΄Ασκηση 1. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E, όπου E 6= {~0} είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος.

Υποθέτουµε ότι κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα του E είναι ιδιοδιάνυσµα του f . Να δειχθεί ότι υπάρχει λ ∈ K έτσι

ώστε

f(~x) = λ · ~x, ∀~x ∈ E

΄Ασκηση 2. ΄ΕστωA ένας n×n-πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµαK. Υποθέτουµε ότι το άθροισµα των στοιχείων

καθεµιάς γραµµής του είναι ίσο µε 1.

(1) Να δειχθεό ότι το 1 είναι ιδιοτιµή του A.

(2) Αν κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα στήλη του χώρου Kn είναι ιδιοδιάνυσµα του A, να δειχθεί ότι ο A είναι ο

µοναδιαίος πίνακας : A = In.

΄Ασκηση 3. ΄Ενας πίνακας B = (bij) ∈ Mn×n(K) καλείται δίκαιος αν :

(a) bij > 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , n.
(b) bijbjk = bik, ∀i, j, k = 1, 2, · · · , n.

Για τους δίκαιους πίνακες να δειχθούν τα εξής :

(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

1 1 · · · 1


είναι δίκαιος.

(2) Να δειχθεί ότι αν B είναι ένας δίκαιος πίνακας, τότε : B2 = nB.

(3) Να δειχθεί ότι κάθε δίκαιος πίνακας είναι όµοιος µε τον A.

(4) Να δειχθεί ότι κάθε δίκαιος πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος και να προσδιορισθεί ένας αντιστρέψιµος

πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας

P−1 ·B · P
να είναι διαγώνιος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;
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΄Ασκηση 4. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x, ~y ∈ E. Να δειχθεί ότι :〈
~x, ~y
〉
= 0 ⇐⇒ ‖~x‖ ≤ ‖~x+ λ~y‖, ∀λ ∈ R

΄Ασκηση 5. ΄Εστω a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, και c1, c2, · · · , cn πραγµατικοί αριθµοί. Αν c1, c2, · · · , cn > 0,
να δειχθεί ότι : ∣∣ n∑

i=1

ciaibi
∣∣ ≤

√√√√ n∑
i=1

cia2i ·

√√√√ n∑
i=1

cib2i

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Να δειχθεί η ισότητα του Απολλώνιου :∥∥~z − ~x∥∥2 + ∥∥~z − ~y∥∥2 = 1

2

∥∥~x− ~y∥∥2 + 2
∥∥~z − 1

2
(~x+ ~y)

∥∥2
∀~z, ~x, ~y ∈ E.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Να δείξετε ότι για κάθε γραµµική απεικόνιση f : E −→ E,

υπάρχουν ενδοµορφισµοί g, h : E −→ E έτσι ώστε :

f = g + h, όπου : g∗ = g και h∗ = −h
Επιπλέον αν g′, h′ : E −→ E είναι ενδοµορφισµοί, έτσι ώστε f = g′ + h′, όπου : (g′)∗ = g′ και (h′)∗ = −h′,
τότε g = g′ και h = h′.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθεί ότι

αν η f ικανοποιεί δύο από τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

(1) ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος.

(2) ο f είναι ισοµετρία.

(3) f2 = IdE.

τότε ικανοποιεί και την τρίτη. Τι µορφή έχει ο ενδοµορφισµός f αν ικανοποιούνται οι παραπάνω ιδιότητες ;

΄Ασκηση 9. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Αν f : E −→ E είναι ένας ενδοµορφισµός του E, για τον

οποίο ισχύει ότι :

f ◦ f∗ = f∗ ◦ f
να δειχθεί ότι :

Ker(f) = Ker(f∗) και Im(f) = Im(f∗)

E = Ker(f)⊕ Im(f) και Ker(f) ⊥ Im(f)

΄Ασκηση 10. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας συµµετρικός πίνακας. Αν A2 = A, να δειχθεί ότι :

(1) Οι ιδιοτιµές του A είναι 0 ή 1.
(2) Η ϐαθµίδα r(A) του A είναι ίση µε το ίχνος Tr(A) του A.

(3) Πότε ο A είναι ϑετικός ;

΄Ασκηση 11. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας συµµετρικός πίνακας. Αν A3 = A2
, να δειχθεί ότι :

A2 = A
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΄Ασκηση 12. ΄Εστω ο πίνακας πραγµατικών αριθµών

A =

(
1 a/n
a/n 1

)
όπου a ∈ R και nN.

(1) Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας
tP ·A · P να είναι διαγώνιος.

(2) Να ϐρεθούν οι τιµές του a ∈ R για τις οποίες ο πίνακας A είναι ϑετικός, και για τις τιµές αυτές του a να

ϐρεθεί µια n-οστή ϱίζα του πίνακα A.

(3) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του A.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και έστω

f : E−→E

ένας ενδοµορφισµός του E. Υποθέτουµε ότι υπάρχει λ ∈ R έτσι ώστε :

f∗ = λf

Να δειχθεί ότι είτε ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος (f∗ = f ) είτε ο f είναι αντισυµµετρικός (f∗ = −f ).

΄Ασκηση 14. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένςη διάστασης και έστω

f : E−→E

ένας ενδοµορφισµός του E, έτσι ώστε : f∗ = λf , όπου λ 6= 0.

(1) Να δειχθεί ότι

E = Ker(f)⊕ Im(f) και Ker(f)⊥ Im(f)

(2)

Ker(f) = Ker(f2) και Im(f) = Im(f2)

(3) Αν λ = −1, να δειχθεί ότι η ϐαθµίδα r(f) του f είναι άρτιος αριθµός :

r(f) : άρτιος

(4) Να δειχθεί ότι η ϐαθµίδα κάθε αντισυµµετρικού πίνακα πραγµατικών αριθµών είναι άρτιος αριθµός.

Αν A ∈ Mn(C) είναι ένας πίνακας µιγαδικών αριθµών, τότε ορίζουµε τον πίνακα:

A∗ := tA

δηλαδή αν

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann

 , τότε A∗ =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

a1n a2n · · · ann


Ο πίνακας A∗ καλείται ο συζυγής ανάστροφος του A. Παρατηρούµε ότι : A∗ = tA = tA.

Η παρακάτω άσκηση περιγράφει τις κυριότερες ιδιότητες του ανάστροφου συζυγή ενός πίνακα µιγαδικών

αριθµών.

΄Ασκηση 15. A,B ∈ Mn(C), τότε :
(1) (A∗)∗ = A.

(2) (A ·B)∗ = B∗ ·A∗.
(3) (µ ·A)∗ = µ ·A∗.
(4) Αν Z ∈ Mn×1(C), τότε Z∗ · Z ∈ R και Z∗ · Z = 0 αν και µόνον αν Z = O.
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(5) Αν A ∈ Mn(R) ⊆ Mn(C), τότε A∗ = tA.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας, δηλαδή:
tA = −A.

(1) Να δείξετε ότι οι ιδιοτιµές του A (στο C) είναι της µορφής : λi, λ ∈ R.

(2) Να δείξετε ότι οι πίνακες In +A και In −A είναι αντιστρέψιµοι.

(3) Να δείξετε ότι ο πίνακας (A+ In) · (A− In)−1 είναι ορθογώνιος.


