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Υπενθυµίζουµε τη µορφή του χαρακτηριστικού πολυώνύµου ενός 2× 2 πίνακα A =

(
a b
c d

)
∈ M2(K):

PA(t) =

∣∣∣∣a− t b
c d− t

∣∣∣∣ = t2 − (a+ b)t+ (ad− bc) = t2 − Tr(A)t+ |A|

΄Ασκηση 1. ΄Εστω A ∈ Mn(C). Να δειχθεί ότι η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 0 αν και µόνον αν An = 0.

Λύση. Αν η µόνη ιδιοτιµή του πίνακα A είναι η λ = 0, έπεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα
A είναι : PA(t) = (−1)ntn. Τότε από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton προκύπτει ότι PA(A) = An = O.

Αντίστροφα, έστω ότι An = 0. Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = tn και τότε έχουµε Q(A) = O. Γνωρίζουµε
τότε ότι QA(t) | Q(t) και εποµένως QA(t) = tk για κάποιο 1 ≤ k ≤ n. Η µόνη ϱίζα του QA(t) είναι η
λ = 0. Επειδή το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο του A έχουν τις ίδιες ϱίζες και οι ϱίζες του
χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι οι ιδιοτιµές του A, έπεται ότι η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 0. �

΄Ασκηση 2. Να δείξετε ότι ένας µηδενοδύναµος πίνακαςA ∈ Mn(K), δηλαδή υπάρχειm ≥ 1 έτσι ώστεAm = O,
είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µονον αν A = O.

Λύση. ΄Εστω ότι Am = O για κάποιο m ≥ 1 και υποθέτουµε ότι ο µηδενοδύναµος πίνακας A είναι διαγωνο-
ποιήσιµος. Τότε γνωρίζουµε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων
παραγόντων. ΄Εστω το πολυώνυµο Q(t) = tm. Τότε έχουµε ότι Q(A) = Am = O και άρα

QA(t) | Q(t) =⇒ QA(t) = tk, 1 ≤ k ≤ m
΄Οµως επειδή το QA(t) είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων έπεται ότι QA(t) = t. Ε-
ποµένως από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε ότι QA(A) = A = O. Το αντίστροφο προκύπτει
άµεσα. �

΄Ασκηση 3. Να εξετασθεί αν υπάρχει 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K έτσι ώστε A3 = O και A2 6= O.

Λύση. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας πίνακας A ώστε A3 = O και A2 6= O. Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = t3.
Τότε Q(A) = A3 = O και άρα QA(t) | Q(t). Εποµένως QA(t) = t ή QA(t) = t2 ή QA(t) = t3. Αν
QA(t) = t3, τότε degQA(t) = 3 και καταλήγουµε σε άτοπο διότι degQA(t) ≤ degPA(t) = 2. Αν QA(t) = t,
τότε O = QA(A) = A και τότε A2 = O το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση. Παρόµοια αν QA(t) = t2, τότε
O = QA(A) = A2 = O το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση. ΄Αρα όλες οι περιπτώσεις οδηγούν σε άτοπο και
εποµένως δεν υπάρχει 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K έτσι ώστε A3 = O και A2 6= O. �
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΄Ασκηση 4. Αν A ∈ Mn(K) και ισχύει ότι Ak = O, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k, να δειχθεί ότι : An = 0.

Λύση. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(1) Αν k ≤ n, τότε n− k ≥ 0 και τότε ϑα έχουµε

An = Ak+n−k = AkAn−k = O ·An−k = O

(2) Αν k > n, τότε ϑεωρούµε το πολυώνυµο P (t) = tk. Προφανώς τότε έχουµε P (A) = O και εποµένως
το πολυώνυµο P (t) διαρείται από το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του πίνακα A. Αυτό σηµαίνει ότι
QA(t) = tr, για κάποιον ϑετικό ακέραιο r ≤ k, και ιδιαίτερα r = degQA(t). Επειδή QA(t) | PA(t) και
degPA(t) = n, έπεται ότι r ≤ n. Τότε O = QA(A) = Ar και όπως στην πρώτη περίπτωση An = O. �

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A ∈ M2(K).

(1) Αν Tr(A2) = 5 και Tr(A) = 3, να ϐρεθεί η ορίζουσα |A| του πίνακα A.
(2) Αν r(A) = 1 και Tr(A) = 5, να ϐρεθεί το ίχνος Tr(A2) του πίνακα A2.
(3) Αν B ∈ M2(K) είναι ένας πίνακας όµοιος µε τον A, τότε : Tr(A) = Tr(B).
(4) Αν ο A έχει ϑετικές ακέραιες ιδιοτιµές και ορίζουσα |A| = 5, να ϐρεθεί το ίχνος Tr(A) του πίνακα A.

Λύση. (1) ΄Εστω ότι Tr(A2) = 5 και Tr(A) = 3. Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι

A2 − 3A+ |A|I2 = O =⇒ A2 − 3A = |A|I2 =⇒ Tr(A2 − 3A) = Tr(|A|I2)

Επειδή η απεικόνιση Tr : M2(K)−→K είναι γραµµική ϑα έχουµε:

Tr(A2)− Tr(3A) = 2|A| =⇒ 5− 3Tr(A) = 2|A| =⇒ 5− 3 · 3 = 2|A| =⇒ |A| = −2

(2) Πρώτος Τρόπος: ΄Εστω ότι r(A) = 1 και Tr(A) = 5. Επειδή r(A) = 1, έπεται ότι οι στήλες του A είναι
γραµµικά εξαρτηµένες, δηλαδή η µια από τις δύο στήλες είναι πολλαπλάσιο της άλλης µε ένα στοιχείο
k του σώµατος K. Εποµένως, ο πίνακας A είναι της µορφής

A =

(
a ka
b kb

)
=⇒ A2 =

(
a ka
b kb

)(
a ka
b kb

)
=

(
a2 + kab 2kab
ab+ kb2 kab+ k2b2

)
Τότε ϑα έχουµε:

Tr(A2) = a2 + 2kab+ (kb)2 = (a+ kb)2 = Tr(A)2

΄Οµως επειδή Tr(A) = (a+ kb), από την υπόθεση έχουµε Tr(A) = 5, και τότε :

Tr(A2) = 25

∆εύτερος Τρόπος µε χρήση Θεωρήµατος Cayley-Hamilton: Επειδή r(A) = 1, έπεται προφανώς ότι |A| = 0
και τότε από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton προκύπτει ότι :

A2 − Tr(A)A = O =⇒ A2 = Tr(A)A =⇒ Tr(A2) = Tr(Tr(A)A) = Tr(A)Tr(A) = (Tr(A))2 = 25

(3) Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο, έπεται ότι

PA(t) = PB(t) =⇒ t2 − Tr(A)t+ |A| = t2 − Tr(B)t+ |B| =⇒

{
Tr(A) = Tr(B)

|A| = |B|

(4) ΄Εστω ότι ο A έχει ϑετικές ακέραιες ιδιοτιµές λ1 και λ2 και ορίζουσα |A| = 5.
(αʹ) Αν λ1 6= λ2, τότε ο πίνακας A έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές και άρα είναι διαγωνοποιήσιµος.

Εποµένως ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον διαγώνιο πίνακα
(
λ1 0
0 λ2

)
. Επειδή όµοιοι πίνακες

έχουν το ίδιο ίχνος και την ίδια ορίζουσα, έπεται ότι

Tr(A) = λ1 + λ2 και |A| = λ1λ2 = 5

Επειδή από την υπόθεση οι ιδιοτιµές λ1 και λ2 είναι ϑετικές και ακέραιες, έπεται ότι λ1 = 1 και
λ2 = 5. Εποµένως :

Tr(A) = 1 + 5 = 6
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(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι λ1 = λ2 := λ και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Αν A =

(
a b
c d

)
, τότε η µοναδική

ιδιοτιµή λ είναι διπλή ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του A:

PA(t) = t2 − Tr(A)t+ |A| = t2 − (a+ b)t+ (ad− bc) = t2 − (a+ b)t+ 5

΄Αρα ϑα έχουµε:
λ2 − (a+ b)λ+ 5 = 0

΄Οµως το τριώνυµο t2−(a+b)t+5 έχει διπλή ϱίζα αν και µόνον αν η διακρίνουσά του (a+b)2−20 = 0

και άρα (a+ b)2 = 20. Τότε η διπλή ϱίζα είναι ίση µε λ =
a+ b

2
, και εποµένως ϑα έχουµε (2λ)2 =

20, δηλαδή 4λ2 = 20 και τότε λ2 = 5. Επειδή προφανώς η τελευταία σχέση δεν ικανοποιείται στο
σύνολο των ακέραιων, καταλήγουµε σε άτοπο.

Εποµένως :
Tr(A) = 6 �

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A και B δύο 2× 2 πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι (AB)2 = O. Να
εξετασθεί αν (BA)2 = O.

Λύση. Θέτουµε:
M = AB και N = BA

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton για τους πίνακες M και N έχουµε:

M2 − Tr(M)M + |M |I2 = O και N2 − Tr(N)N + |N |I2 = O (†)
Επειδή |M2| = |(AB)2| = |O| = 0, ϑα έχουµε

0 = |O| = |(AB)2| = |(AB)(AB)| = |AB| · |AB| = |AB|2 =⇒ |AB| = |A| · |B| = 0 =⇒

=⇒ |A| = 0 ή |B| = 0 =⇒ |BA| = |B| · |A| = 0

Τότε |N | = |BA| = 0, και άρα από τη σχέση (†) προκύπτει ότι :

Tr(M)M = O και N2 − Tr(N)N = O (††)
Από την πρώτη σχέση προκύπετι ότι είτε Tr(M) = 0 είτεM = O. Και στις δύο περιπτώσεις έχουµε Tr(M) = 0.
Επειδή1

Tr(AB) = Tr(BA) (?)

ϑα έχουµε
Tr(M) = Tr(N) =⇒ Tr(N) = 0

Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι :

N2 = O, δηλαδή : BA = O �

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A και B δύο 2× 2 πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι :

A = AB −BA
Να δειχθεί ότι :

A2 = O

1΄Εστω A =

(
a b
c d

)
και B =

(
x y
z w

)
. Τότε :

AB =

(
ax+ bz ay + bw
cx+ dz cy + dw

)
και BA =

(
xa+ yc xb++yd
za+ wc zb+ wd

)
Εποµένως :

Tr(AB) = ax+ bz + cy + dw = xa+ yc+ zb+ wd = Tr(BA) (?)
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Λύση. Επειδή για το ίχνος πινάκων ικανοποιείται η σχέση Tr(C + D) = Tr(C) + Tr(D), ∀C,D ∈ Mn(K),
χρησιµοποιώντας τη σχέση (?), ϑα έχουµε:

A = AB −BA =⇒ Tr(A) = Tr(AB −BA) = Tr(AB)− Tr(BA) = 0

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται τότε ότι :

A2 − Tr(A)A+ |A|I2 = O =⇒ A2 + |A|I2 = O =⇒ A2 = −|A|I2 (∗)

Από τη σχέση A = AB −BA ϑα έχουµε:

A = AB −BA =⇒ A2 = A(AB −BA) = A2B −ABA και A2 = ABA−BA2

Προσθέτοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουµε άµεσα ότι :

2A2 = A2B −BA2 (∗)
=⇒ 2A2 = (−|A|I2)B −B(−|A|I2) = −|A|B + |A|B = O

΄Αρα 2A2 = O και τότε προφανώς2 ϑα έχουµε A2 = O. �

΄Ασκηση 8. ΄Εστω A ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι :

|A| = 0 και Tr(A) 6= −1

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A+ I2 είναι αντιστρέψιµος και :

A−1 = I2 −
1

1 + Tr(A)
A

Λύση. Επειδή |A| = 0, από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton, ϑα έχουµε:

A2 − Tr(A)A = O =⇒ A2 = Tr(A)I2)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση, ϑα έχουµε:

(A+ I2) ·
(
I2 −

1

1 + Tr(A)
A

)
= A− 1

1 + Tr(A)
A2 + I2 −

1

1 + Tr(A)
A =

= A− Tr(A)

1 + Tr(A)
A+ I2 −

1

1 + Tr(A)
A =

(
1− Tr(A)

1 + Tr(A)
− 1

1 + Tr(A)

)
A+ I2 = I2

Γνωρίζουµε τότε ότι ο πίνακας A+ I2 είναι αντιστρέψιµος και

A−1 = I2 −
1

1 + Tr(A)
A �

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
1 −1
2 3

)
και έστω ο πίνακας

B = A4 − 3A3 + 3A2 − 2A+ 8I2

(1) Να δειχθεί ότι :
B2 = −I2

(2) Είναι ο πίνακας B ή ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του R;
(3) Είναι ο πίνακας B ή ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του C;

Αν είναι στις παραπάνω περοιπτώσεις ο πίνακας B ή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος, να διαγωνοποιηθεί.

2Υπενθυµίζουµε ότι το σώµα K είναι ένα εκ των Q, R, και C. Υπάρχουν σώµατα K για τα οποία ισχύει ότι 2a = 0, ∀a ∈ K, για
παράδειγµα το σώµα Z2. Για ένα τέτοιο σώµα K, ισχύει ότι 2C = O για κάθε πίνακα C µε στοιχεία από το K.
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Λύση. (1) Θα υπολογίσουµε πρώτα τον πίνακα B = A4 − 3A3 + 3A2 − 2A+ 8I2.

Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυλώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣1− t −1
2 3− t

∣∣∣∣ = t2 − 4t+ 5

Ακολούθως για να υπολογίσουµε τον πίνακα B εκτελούµετην Ευκλείδεια διαίρεση του πολυωνύµου
P (t) = t4 − 3t3 + 3t2 − 2t+ 8 µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) = t2 − 4t+ 5 του πίνακα A:

P (t) = PA(t)Q(t) +R(t) =⇒ t4 − 3t3 + 3t2 − 2t+ 8 = (t2 − 4t+ 5)(t2 + t+ 2) + t− 2

΄Αρα P (t) = PA(t)Q(t) + (t − 2). Επειδή P (A) = B, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα των Cayley-
Hamilton ϑα έχουµε:

B = P (A) = PA(A)Q(A) + (A− 2I2) και PA(A) = O =⇒ B = A− 2I2

και τότε :

B = A− 2I2 =

(
1 −1
2 3

)
− 2

(
1 0
0 1

)
=⇒ B =

(
−1 −1

2 1

)
Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B:

PB(t) =

∣∣∣∣−1− t −1
2 1− t

∣∣∣∣ = t2 + 1

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton προκύπτει ότι

O = PB(B) = B2 + I2 =⇒ B2 = −I2

(2) Επειδή PB(t) = t2 +1, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B δεν έχει καµµία πραγµατική τιµή
και άρα ο πίνακας B δεν είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του R.

(3) Επειδή PB(t) = t2 + 1 = (t − i)(t + i), το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B έχει δύο διακε-
κριµένες ϱίζες λ1 = i και λ2 = −i υπεράνω του C και εποµένως ο πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος
υτπεράνω του C.

• Για τον ιδιοχώρο V(i) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(B − iI2)X = O =⇒
(
−1− i −1

2 1− i

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

(
x
y

)
=

(
−1

1 + i

)
Εποµένως ϑα έχουµε:

V(i) =

〈(
−1

1 + i

)〉
• Για τον ιδιοχώρο V(i) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(B + iI2)X = O =⇒
(
−1 + i −1

2 1 + i

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

(
x
y

)
=

(
1

−1 + i

)
Εποµένως ϑα έχουµε:

V(−i) =

〈(
1

−1 + i

)〉
Θέτοντας P =

(
−1 1

1 + i −1 + i

)
, αποκτούµε έναν αντιστρέψιµο πίνακα µιγαδικών αριθµών έτσι

ώστε :

P−1B P =

(
i 0
0 −i

)
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(4) Επειδή B = A− 2I2, ϑα έχουµε:

P−1B P =

(
i 0
0 −i

)
=⇒ P−1 (A− 2I2)P =

(
i 0
0 −i

)
=⇒ P−1AP − P−1(2I2)P =

(
i 0
0 −i

)
=⇒ P−1AP − 2I2 =

(
i 0
0 −i

)
=⇒ P−1AP = 2I2 +

(
i 0
0 −i

)
=

(
2 0
0 2

)
+

(
i 0
0 −i

)
=⇒

=⇒ P−1AP =

(
2 + i 0

0 2− i

)
Εποµένως ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του C καθώς είναι όµοιος µε τον πίνακα(

2 + i 0
0 2− i

)
και δεν είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του R διότι το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο

PA(t) = t2 − 4t+ 5 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες. �

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του πίνακα A =

(
6 2
3 7

)
∈ M2(K), δηλαδή να ϐρεθεί ένας

πίνακας B ∈ M2(K) έτσι ώστε B2 = A.

Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣6− t 2
3 7− t

∣∣∣∣ = t2 − 13t+ 36

Επειδή, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα t2− 13t+ 36 = (t− 9)(t− 4), οι ϱίζες του PA(t) είναι οι 9 και 4 και
εποµένως οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι λ1 = 4 και λ2 = 9. Επειδή οι ιδιοτιµές του A είναι διακεκριµένες,
έπεται ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP =

(
4 0
0 9

)
Παρατηρούµε ότι

P−1AP =

(
4 0
0 9

)
=

(
2 0
0 3

)2

=⇒ A = P

(
2 0
0 3

)2

P−1 =⇒ A =

(
P

(
2 0
0 3

)
P−1

)2

Εποµένως, ϑέτοντας :

B = P

(
2 0
0 3

)
P−1 (†)

αποκτούµε έναν 2× 2 πίνακα B έτσι ώστε : B2 = A. Θα προσδιορίσουµε τους πίνακες P , P−1.

• Για τον ιδιοχώρο V(4) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(A− 4I2)X = O =⇒
(

2 2
3 3

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒ x+ y = 0 =⇒

(
x
y

)
=

(
1
−1

)
Εποµένως ϑα έχουµε:

V(4) =

〈(
1
−1

)〉
• Για τον ιδιοχώρο V(9) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(A− 9I2)X = O =⇒
(
−3 2
3 −2

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒ 3x− 2y = 0 =⇒

(
x
y

)
=

(
2
3

)
Εποµένως ϑα έχουµε:

V(9) =

〈(
2
3

)〉
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Θέτουµε

P =

(
1 2
−1 3

)
και τότε P−1 =

1

5

(
3 −2
1 1

)
Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι :

B = P

(
2 0
0 3

)
P−1 =

(
1 2
−1 3

) (
2 0
0 3

)
1

5

(
3 −2
1 1

)
και τελικά:

B =
1

5

(
12 2
3 13

)
�

΄Ασκηση 11. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και B µια
ϐάση του E. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του E και P (t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο. Τότε :

MB
B

(
P (f)

)
= P

(
MB

B (f)
)

Λύση. ΄Εστω P (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ am−1t

m−1 + amt
m. Τότε :

P (MB
B (f)) = a0In + a1M

B
B (f) + a2M

B
B (f)2 + · · ·+ am−1M

B
B (f)m−1 + amM

B
B (f)m (†)

Υπενθυµίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι, ότι αν B είναι µια ϐάση του E, τότε η απεικόνιση

Φ : L(E,E) −→ Mn(K), Φ(f) = MB
B (f)

είναι ισοµορφισµός K-διανυσµατικών χώρων, όπου n = dimKE. Επιπλέον η Φ στέλνει την σύνθεση γραµµικών
απεικονίσεων στο γινόµενο των αντίστοιων πινάκων, δηλαδή ισχύει :

Φ(f ◦ g) = Φ(f) · Φ(g) = MB
B (f) ·MB

B (g)

Ιδιαίτερα ϑα έχουµε:

Φ(fk) = Φ(f ◦ f ◦ · · · ◦ f) = Φ(f) · Φ(f) · · · · · Φ(f) = Φ(f)k = MB
B (f)k

Επίσης η Φ και στέλνει τον ταυτοτικό ενδοµορφισµό IdE στον µοναδιαίο n× n πίνακα In:

Φ(IdE) = In

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ιδιότητες του ισοµορφισµού Φ, η σχέση (†) δίνει :

P (MB
B (f)) = a0Φ(IdE) + a1Φ(f) + a2Φ(f)2 + · · ·+ anΦ(f)m =

= Φ(a0IdE + a1f + a2f
2 + · · ·+ amf

m) = Φ(P (f)) = MB
B (P (f)) �

΄Ασκηση 12. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρουE, όπου dimK E < ∞. Να
δειχθεί ότι το ελάχιστο πολυώνυµο της f συµπίπτει µε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακά της σε µια τυχούσα
ϐάση B του E:

Qf (t) = QMB
B

(f)(t)

Λύση. ΄Εστω A = MB
B (f). Τότε ϑέτοντας P (t) = Qf (t) στην ΄Ασκηση 11, ϑα έχουµε:

MB
B (Qf (f)) = Qf (MB

B (f)) = Qf (A)

Επειδή Qf (f) = 0 και ο πίνακας του µηδενικού ενδοµορφισµού ως προς τυχούσα ϐάση είναι ο µηδενικός,
έπεται ότι Qf (A) = O, δηλαδή το ελάχιστο πολυώνυµο της f µηδενίζει τον πίνακα A. Τότε όµως ϑα έχουµε:

QA(t) | Qf (t) (1)

Από την άλλη πλευρά, ϑέτοντας P (t) = QA(t) στην ΄Ασκηση 11, ϑα έχουµε:

MB
B (QA(f)) = QA(MB

B (f)) = QA(A)
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Επειδή QA(A) = O και επειδή ο µοναδικός ενδοµορφισµός µε µηδενικό πίνακα σε τυχούσα ϐάση είναι ο µη-
δενικός ενδοµορφισµός, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός QA(f) είναι ο µηδενικός, δηλαδή το ελάχιστο πολυώνυµο
του A µηδενίζει τον ενδοµορφισµό f . Τότε όµως ϑα έχουµε:

Qf (t) | QA(t) (2)

Επειδή τα πολυώνυµα QA(t) και Qf (t) είναι κανονικά, από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι QA(t) = Qf (t),
δηλαδή: QMB

B
(f)(t) = Qf (t). �

΄Ασκηση 13. (1) ΄Εστω Q(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + amt

m ∈ K[t] και A ∈ Mn(K). Τότε για κάθε
αντιστρέψιµο πίνακα P ∈ Mn(K) ισχύει ότι :

Q(P−1AP ) = P−1Q(A)P

(2) Να δειχθεί ότι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο.
(3) Να δειχθεί ότι3, για κάθε τετραγωνικό πίνακα A, οι πίνακες A και tA έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο.

Λύση. (1) Χρησιµοποιώντας ότι (P−1AP )k = P−1AkP , ∀k ≥ 1, ϑα έχουµε:

Q(P−1AP ) = a0In + a1(P−1AP ) + a2(P−1AP )2 + · · ·+ am(P−1AP )m =

= a0In + a1(P−1AP ) + a2(P−1A2P ) + · · ·+ am(P−1AmP ) =

= a0In + P−1a1AP + P−1a2A
2P + · · ·+ P−1amA

mP =

= P−1
(
a0In + a1A+ a2A

2 + · · ·+ amA
m
)
P = P−1Q(A)P

(2) ΄Εστω ότι A και B είναι όµοιοι πίνακες. Τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακς P έτσι ώστε P−1AP = B.
Θέτοντας P (t) = QB(t) και P (t) = QA(t) στο µέρος (1) να είναι τα ελάχιστα πολυώνυµα των πινάκων
B και A, έπεται ότι :

O = QB(B) = QB(P−1AP ) = P−1QB(A)P =⇒ QB(A) = O =⇒ QA(t) | QB(t) (†)
QA(B) = QA(P−1AP ) = P−1QA(A)P = P−1OP = O =⇒ QA(B) = O =⇒ QB(t) | QA(t) (††)

Επειδή τα ελάχιστα πολυώνυµαQA(t) καιQB(t) είναι κανονικά, από τις σχέσεις (†) και (††) προκύπτει
ότι : QA(t) = QB(t).

(3) ΄Εστω ότι QtA(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + ak−1t

k−1 + tk είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του tA. Τότε,
χρησιµοποιώντας ότι η απεικόνιση Mn(K)−→Mn(K), A 7−→ tA είναι γραµµική και t(Am) = (tA)m,
∀m ≥ 0, ϑα έχουµε:

O = QtA(tA) = a0In + a1
tA+ a2(tA)2 + · · ·+ ak−1(tA)k−1 + (tA)k =

= a0In + a1
tA+ a2

t(A2) + · · ·+ ak−1
t(Ak−1) + t(Ak) =

= t(a0In + a1A+ a2A
2 + · · ·+ ak−1A

k−1 +Ak) = QtA(A)

Εποµένως :
QA(t) | QtA(t) (∗)

Παρόµοια, έστω ότι QA(t) = b0 + b1t + b2t
2 + · · · + bm−1t

m−1 + tm είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του
A. Τότε :

O = QA(A) = b0In + b1A+ b2A
2 + · · ·+ bm−1A

m−1 +Am =⇒
=⇒ t(b0In + b1A+ b2A

2 + · · ·+ bm−1A
m−1 +Am) = O =⇒

=⇒ b0In + b1
tA+ b2

t(A2) + · · ·+ bm−1
t(Am−1) + t(Am) = O =⇒

=⇒ b0In + b1
tA+ b2(tA)2 + · · ·+ bm−1(tA)m−1 + (tA)m = O QA(tA) = O

Εποµένως :
QtA(t) | QA(t) (∗∗)

Επειδή τα ελάχιστα πολυώνυµα QA(t) και QtA(t) είναι κανονικά, από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) προ-
κύπτει ότι : QA(t) = QtA(t). �

3Αποδεικνύεται ότι οι πίνακες A κα tA είναι όµοιοι.
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΄Ασκηση 14. Βρείτε τα ελάχιστα πολυώνυµα των ακόλουθων πινάκων πραγµατικών αριθµών:

A =


3 −4 0 0
4 −5 0 0
1 0 3 −2
0 1 2 −1

 και B =

 4 0 −1
0 4 −1
−1 −1 5


Λύση. 1. Για τον πίνακα A έχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− t −4 0 0

4 −5− t 0 0
1 0 3− t −2
0 1 2 −1− t

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3− t −4
4 −5− t

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣3− t −2
2 −1− t

∣∣∣∣ = (t+ 1)2(t− 1)2

Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) διαιρεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
PA(t), και τα πολυώνυµα QA(t) και PA(t) έχουν τις ίδιες ϱίζες. ΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο του A
είναι ένα εκ των :

(t+ 1)(t− 1), (t+ 1)2(t− 1), (t+ 1)(t− 1)2, (t+ 1)2(t− 1)2

Στη συνέχεια για να προσδιορίσουµε το ελάχιστο πολυώνυµο, υπολογίζουµε ποιο από τα παρακάτω
γινόµενα πινάκων δίνει το µηδενικό πίνακα:

(A+ I4)(A− I4), (A+ I4)2(A− I4), (A+ I4)(A− I4)2, (A+ I4)2(A− I4)2

Εύκολα υπολογίζουµε ότι

(A+ I4)(A− I4) 6= O, (A+ I4)2(A− I4) 6= O, (A+ I4)(A− I4)2 6= O

΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το

QA(t) = (t+ 1)2(t− 1)2

Πραγµατικά:

(A+ I4)2(A− I4)2 =


4 −4 0 0
4 −4 0 0
1 0 4 −2
0 1 2 0


2

2 −4 0 0
4 −6 0 0
1 0 2 −2
0 1 2 −2


2

= · · · =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


δηλαδή το (t+ 1)2(t− 1)2 µηδενίζει τον πίνακα A και είναι το κανονικό πολυώνυµο µε τον µικρότερο
ϐαθµό το οποίο µηδενίζει τον πίνακα A. Εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A είναιQA(t) =
(t+ 1)2(t− 1)2.

2. Για τον πίνακα B έχουµε:

PB(t) =

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1

0 4− t −1
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1
−(4− t) 4− t 0
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (4− t)

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1
−1 1 0
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+Γ3

(4− t)

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1
−2 0 5− t
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (4− t)
∣∣∣∣4− t −1
−2 5− t

∣∣∣∣ = (4− t)(t2− 9t+ 18) = (4− t)(t− 3)(t− 6)

Συνεπώς, αφού το ελάχιστο πολυώνυµο QB(t) έχει τις ίδιες ϱίζες µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
PB(t) έπεται ότι

QB(t) = (4− t)(t− 3)(t− 6) �
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΄Ασκηση 15. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) του πίνακα

A =

 1 2 3
−1 0 4

0 2 2


και στη συνέχεια µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να υπολογίσετε τον πίνακα

B = A23 − 3A22 − 4A21 + 10A20 −A6 + 3A5 + 4A4 − 11A3 + 4A2 + 5A+ I3

Λύση. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t 2 3
−1 −t 4
0 2 2− t

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −t3 + 3t2 + 4t− 10

Θεωρούµε το πολυώνυµο

R(t) = t23 − 3t22 − 4t21 + 10t20 − t6 + 3t5 + 4t4 − 11t3 + 4t2 + 5t+ 1

∆ιαιρώντας το πολυώνυµο R(t) µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) ϑα έχουµε:

R(t) = PA(t)(−t20 + t3 + 1) + (t2 + t+ 11) (∗)
Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε ότι PA(A) = 0. Εποµένως, από τη σχέση (∗) έχουµε:

B = R(A) = PA(A)(−A20 +A3 + I3) + (A2 +A+ 11I3)

=⇒ B = A2 +A+ 11I3

...

=⇒ B =

 11 10 20
−2 17 9
−2 6 25

 �

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός n× n πίνακας. Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και
µόνον αν ο σταθερός όρος του ελαχίστου πολυωνύµου QA(t) του A είναι µη-µηδενικός.

Λύση. ‘‘⇐=’’ Υποθέτουµε πρώτα ότι ο σταθερός όρος του ελαχίστου πολυωνύµου του πίνακα A είναι µη-
µηδενικός και εποµένως, αν QA(t) = b0 + b1t+ b2t

2 + · · ·+ bk−1t
k−1 + tk, τότε b0 6= 0. Επειδή QA(A) = O,

ϑα έχουµε:

b0In + b1A+ b2A
2 + · · ·+ bk−1A

k−1 +Ak = O =⇒ b1A+ b2A
2 + · · ·+ bk−1A

k−1 +Ak = −b0In =⇒(
−b1
b0
In −

b2
b0
A− · · · − bk−1

b0
Ak−2 − 1

b0
Ak−1

)
A = In

Αυτό σηµαίνει ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και

A−1 = −b1
b0
In −

b2
b0
A− · · · − bk−1

b0
Ak−2 − 1

b0
Ak−1

‘‘=⇒’’ ΄Εστω ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Γνωρίζουµε τότε ότι ο σταθερός όρος a0 του χαρακτηρι-
στικού πολυωνύµου PA(t) του A είναι µη-µηδενικός. ΄Εστω ότι :

PA(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ an−1t

n−1 + (−1)ntn και QA(t) = b0 + b1t+ b2t
2 + · · ·+ bk−1t

k−1 + tk

Επειδή QA(t) | PA(t), έπεται ότι υπάρχει πολυώνυµο R(t) = c0 + c1t+ · · ·+ cmt
m έτσι ώστε :

PA(t) = QA(t)R(t) =⇒ a0 = b0c0

Επειδή a0 6= 0 έπεται ότι b0 6= 0. �
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω A =

(
2 −5
−1 3

)
. Με τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να εκφράσετε τον

αντίστροφο του πίνακα
B = A4 + 5A3 − 48A2 − I2

στη µορφή κA+ λI2, όπου κ, λ ∈ R είναι κατάλληλοι πραγµατικοί αριθµοί.

Λύση. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣2− t −5
−1 3− t

∣∣∣∣ = (2− t)(3− t)− 5 = t2 − 5t+ 1

Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = t4 + 5t3 − 48t2 − 1 και εκτελούµε τη διαίρεση του R(t) µε το PA(t):

R(t) = PA(t)(t2 + 10t+ 1) + (−5t− 2)

Εποµένως, από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε:

B = R(A) = PA(A)(A2 + 10A+ I2) + (−5A− 2I3) = −5A− 2I2

Εποµένως :

B =

(
−12 25

5 −17

)
Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B. ΄Εχουµε:

PB(t) =

∣∣∣∣−12− t 25
5 −17− t

∣∣∣∣ = (−12− t)(−17− t)− 125 = t2 + 29t+ 79

Συνεπώς από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε:

PB(B) = 0 =⇒ B2 + 29B + 79I2 = 0

=⇒ B(B + 29I2) = −79I2

=⇒ B(− 1

79
(B + 29I2)) = I2

=⇒ B−1 = − 1

79
(B + 29I2)

=⇒ B−1 = − 1

79
(−5A− 2I2 + 29I2)

=⇒ B−1 =
5

79
A− 27

29
I2

΄Αρα εκφράσαµε τον αντίστροφο του πίνακα B στη µορφή κA+ λI2, όπου κ = 5
79 και λ = −27

29 . �

΄Ασκηση 18. ΄Εστω A ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από το K, και έστω k ένας ϕυσικός αριθµός, k > 2. Με τη
ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να αποδειχθεί ότι

Ak = 0 =⇒ A2 = 0

Λύση. Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = tk. Τότε από υπόθεση έπεται ότι R(A) = Ak = 0. Συνεπώς το
ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του πίνακα A διαιρεί το πολυώνυµο g(t) και άρα QA(t) = tn όπου 1 ≤ n ≤ k.
΄Οµως ο ϐαθµός του QA(t) δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος του 2 διότι QA(t)/PA(t) και degPA(t) = 2. ΄Αρα
έχουµε ότι 1 ≤ n ≤ 2. Αν n = 1 τότε QA(t) = t και από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε

QA(A) = 0 =⇒ A = 0 =⇒ A2 = 0

που είναι η τετριµµένη περίπτωση.

Αν n = 2 τότε QA(t) = t2 και από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι

QA(A) = 0 =⇒ A2 = 0

και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο. �
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΄Ασκηση 19. Αν A είναι ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών, όπου n είναι περιττός, να δειχθεί ότι

A2 + In 6= O

Λύση. Υποθέτουµε ότι A2 + In = O και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = t2 + 1.
Τότε Q(A) = O και εποµένως

QA(t) | t2 + 1

Επειδή το πολυώνυµο t2 + 1 είναι ανάγωγο, έπεται ότι QA(t) = t2 + 1. Το πολυώνυµο t2 + 1 δεν έχει
πραγµατικές ϱίζες. Από την άλλη πλευρά, επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι περιττού ϐαθµού,
έπεται ότι4 έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα. Επειδή το ελάχιστο και χαρακτηριστικό πολυλωνυµο έχουν
τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) = t2 + 1 έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα, και
αυτό είναι άτοπο. Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι A2 + In = O. ΄Αρα A2 + In 6= O. �

΄Ασκηση 20. ΄Εστω R(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k ένα πολυώνυµο υπεράνω του K µε a0 6= 0.

(1) ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E, όπου E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης
διάστασης. Αν R(f) = 0, να δειχθεί ότι ο f είναι ισοµορφισµός και να υπολογισθεί ο f−1.

(2) Αν A ∈ Mn(K) και R(A) = 0, να δεχιθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να υπολογισθεί ο A−1.

Λύση. Συµβολίζουµε µε IdE : E −→ E τον ταυτοτικό ενδοµορφισµό του E. Επειδή a0 6= 0 έχουµε:

R(f) = a0IdE + a1f + · · ·+ akf
k = 0

=⇒ a1f + · · ·+ akf
k = −a0IdE

=⇒ f ◦ (a1IdE + · · ·+ akf
k−1) = −a0IdE

=⇒ f ◦ (−a1

a0
IdE − · · · −

ak
a0
fk−1) = IdE

Παρόµοια ϑα έχουµε: (−a1
a0
IdE − · · · − ak

a0
fk−1) ◦ f = IdE.

΄Αρα ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο ενδοµορφισµό

f−1 = −a1

a0
IdE − · · · −

ak
a0
fk−1

Παρόµοια εργαζόµαστε στη περίπτωση του ερωτήµατος (2). Εναλλακτικά χρησιµοποιούµε τον ενδοµορφι-
σµό fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX. �

΄Ασκηση 21. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος (α) υπεράνω του R; (β) υπεράνω του C;

Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
−t 0 1
1 −t 0
0 1 −t

∣∣∣∣∣∣ = −t3 + 1

1. Επειδή, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα PA(t) = −t3 + 1 = −(t − 1)(t2 + t + 1), η µόνη ϱίζα του
PA(t) υπεράνω του R είναι η λ = 1 και εποµένως ο πίνακας A δεν διαγωνοποιείται υπεράνω του R.

Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι όπως γνωρίζουµε διαιρέτης του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
PA(t) = −t3 +1. Οι µόνοι διαιρέτες, εκτός του σταθερού πολυωνύµου 1, υπεράνω του R του −t3 +1 =

4Θεωρούµε γνωστό ότι : «κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα».
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−(t− 1)(t2 + t+ 1) είναι οι t− 1, t2 + t+ 1, και (t− 1)(t2 + t+ 1) = t3 − 1. Προφανώς QA(t) 6= t− 1
διότι διαφορετικά ϑα είχαµε

O = QA(A) = A− I2 =

−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1


και αυτό είναι άτοπο.

Αν QA(t) = t2 + t+ 1 τότε ϑα είχαµε

O = QA(A) = A2 +A+ I2 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα QA(t) 6= t2 + t+ 1 και εποµένως : QA(t) = (t− 1)(t2 + t+ 1) = t3 − 1.

2. Εργαζόµενοι υπεράνω του C, έχουµε

PA(t) = −(t− 1)(t2 + t+ 1) = −(t− 1) (t− ω)
(
t− ω2

)
όπου

ω =
−1 + i

√
3

2
και ω2 =

−1− i
√

3

2
είναι οι κυβικές µιγαδικές ϱίζες της µονάδας. ΄Ετσι οι ιδιοτιµές του A υπεράνω του C είναι διακεκρι-
µένες, έπεται ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του C, και άρα υπάρχει αντιστρέψιµος
πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP =

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2


• Για τον ιδιοχώρο V(1) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(A− I3)X = O =⇒

−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒


−x+ z = 0

x− y = 0

y − z = 0

=⇒

=⇒

xy
z

 =

xx
x

 = x

1
1
1

 , x ∈ C

Εποµένως ϑα έχουµε:

V(1) =

〈1
1
1

〉

• Για τον ιδιοχώρο V(ω) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(A− ωI3)X = O =⇒

−ω 0 1
1 −ω 0
0 1 −ω

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒


−ωx+ z = 0

x− ωy = 0

y − ωz = 0

=⇒

=⇒

xy
z

 =

 x
ω2x
ωx

 = x

 1
ω2

ω

 , x ∈ C

Εποµένως ϑα έχουµε:

V(ω) =

〈 1
ω2

ω

〉
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• Για τον ιδιοχώρο V(ω2) έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(A− ω2I3)X = O =⇒

−ω2 0 1
1 −ω2 0
0 1 −ω2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒


−ω2x+ z = 0

x− ω2y = 0

y − ω2z = 0

=⇒

=⇒

xy
z

 =

 x
ωx
ω2x

 = x

 1
ω
ω2

 , x ∈ C

Εποµένως ϑα έχουµε:

V(ω2) =

〈 1
ω
ω2

〉

Θέτοντας

P =

1 1 1
1 ω2 ω
1 ω ω2


αποκτούµε έναν αντιστρέψιµο ππινακα µιγαδικών αριθµών έτσι ώστε :

P−1AP =

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2


Επειδή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του C, το ελάχιστο πολυώνυµοQA(t) του A είναι
γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων και έχει ως ϱίζες τις ιδιοτιµές του A. Εποµένως :
QA(t) = (t− 1)(t2 + t+ 1) = t3 − 1.

Συνοψίζοντας, το ελάχιστο πολυώνυµο του A, υπεράνω του R ή του C είναι το :

QA(t) = t3 − 1 �

΄Ασκηση 22. ΄Εστω ο n× n πίνακας

A =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1

nA είναι ταυτοδύναµος, δηλαδή ( 1
nA)2 = 1

nA.
(2) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του 1

nA.
(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1

nA είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

Λύση. Για το πρώτο ερώτηµα έχουµε:

(
1

n
A

)2

=

(
1

n
A

)(
1

n
A

)
=

1

n2


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 =
1

n2


n n · · · n
n n · · · n
...

...
. . .

...
n n · · · n

 =
1

n
A

και άρα ο πίνακας 1
nA είναι ταυτοδύναµος.

΄Εστω λ µια ιδιοτιµή του πίνακα B = 1
nA. Συνεπώς, υπάρχει ένα µη-µηδενικο διάνυσµα στήλη X έτσι ώστε

BX = λX. Επειδή B2 = B από το πρώτο ερώτηµα, τότε έχουµε:

BX = λX =⇒ B2X = λBX =⇒ BX = λ2X =⇒ λX = λ2X =⇒ (λ− λ2)X = 0
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και επειδή το X 6= 0 έπεται ότι λ(1 − λ) = 0, δηλαδή λ = 0 ή λ = 1. Αντίστροφα εύκολα ϐλέπουµε ότι
πράγµατι οι αριθµοί 0, 1 είναι ιδιοτιµές του B. Εποµένως, ο πίνακας B = 1

nA έχει ιδιοτιµές : λ1 = 0, λ2 = 1

µε κατάλληλες πολλαπλότητες. Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = t2 − t. Τότε

R(B) = B2 −B = B −B = 0

και άρα το ελάχιστο πολυώνυµο QB(t) του πίνακα B διαιρεί το πολυώνυµο R(t). Εποµένως, έχουµε:

QB(t) / R(t) =⇒ QB(t) = 1 ή QB(t) = t− 1 ή QB(t) = t(t− 1)

Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχουν τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι

QB(x) = t(t− 1)

΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο του A έχει διακεκριµένες ϱίζες και και συνεπώς από γνωστό κριτήριο διαγωνο-
ποίησης έπεται ότι ο πίνακας B = 1

nA είναι διαγωνοποιήσιµος. Εποµένως ο πίνακας B είναι όµοιος µε έναν
διαγώνιο πίνακας στη διαγώνιο του οποίου είναι τα στοιχεία 0 και 1. Για να προσδιορίσουµε πόσες ϕορές
εµφανίζεται το 1 και πόσες ϕορές εµφανίζεται το 0, αρκεί να προσδιορίσουµε την αλγεβρική πολλαπλότητα
τους ως ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του B.

Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B:

P 1
n
A(t) = | 1

n
A− tIn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
n − t

1
n

1
n · · · 1

n
1
n

1
n

1
n − t

1
n · · · 1

n
1
n

1
n

1
n

1
n − t · · ·

1
n

1
n

...
...

...
. . .

...
...

1
n

1
n

1
n · · · 1

n − t
1
n

1
n

1
n

1
n · · · 1

n
1
n − t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ1→Σ1+Σ2+···+Σn//

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− t 1
n

1
n · · · 1

n
1
n

1− t 1
n − t

1
n · · · 1

n
1
n

1− t 1
n

1
n − t · · ·

1
n

1
n

...
...

...
. . .

...
...

1− t 1
n

1
n · · · 1

n − t
1
n

1− t 1
n

1
n · · · 1

n
1
n − t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1−t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
n

1
n · · · 1

n
1
n

1 1
n − t

1
n · · · 1

n
1
n

1 1
n

1
n − t · · ·

1
n

1
n

...
...

...
. . .

...
...

1 1
n

1
n · · · 1

n − t
1
n

1 1
n

1
n · · · 1

n
1
n − t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−Γ1, Γ3→Γ3−Γ1,

··· ,Γn−Γ1

//

(1− t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
0 −t 0 · · · 0 0
0 0 −t · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · −t 0
0 0 0 · · · 0 −t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1(1− t)tn−1

΄Αρα
PAn(t) = (−1)ntn−1(1− t)

και εποµένως οι ιδιοτιµές του B = 1
nA είναι οι λ1 = 1 µε πολλαπλότητα 1 και λ2 = 0 µε πολλαπλότητα n− 1.

Επειδή ο πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος, έπεται ότι dimK V(1) = 1 και dimK V(0) = n − 1. Εποµένως ο
πίνακας B = 1

nA είναι όµοιος µε τον διαγώνιο πίνακα

1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0


�
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Υπενθυµίζουµε ότι η σχέση οµοιότητας n × n πινάκων είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Mn(K). Η
κλάση οµοιότητας ενός πίνακα A ∈ Mn(K) αποτελείται από το σύνολο ολων των n × n πινάκων µε στοιχεία
από το σώµα K οι οποίοι είναι όµοιοι µε τον A.

΄Ασκηση 23. Να περιγραφούν οι διαφορετικές κλάσεις οµοιότητας ενός πίνακα A ∈ Mn(K) για τον οποίο ισχύει

A3 = A

Λύση. Θεωρούµε το πολυώνυµο

Q(t) = t3 − t

Τότε προφανώς ϑα έχουµε ότι Q(A) = O και εποµένως το πυλώνυµο Q(t) διαιρείται από το ελάχιστο πολυ-
ώνυµο QA(t):

QA(t) | Q(t)

Επειδή Q(t) = t(t2 − 1) = t(t− 1)(t+ 1), οι διαιρέτες του Q(t), εκτός του σταθερού πολυωνύµου 1, είναι οι :
t, t− 1, t+ 1, t(t− 1), t(t+ 1), (t− 1)(t+ 1), και t(t− 1)(t+ 1), ϑα έχουµε ότι το QA(t) ϑα είναι ένα εκ των
πολυωνύµων:

t, t− 1, t+ 1, t(t− 1), t(t+ 1), (t− 1)(t+ 1), t(t− 1)(t+ 1)

(1) Αν QA(t) = t, τότε O = QA(A) = A = O, και άρα: A = O.
(2) Αν QA(t) = t− 1, τότε O = QA(A) = A− In = O, και άρα: A = In.
(3) Αν QA(t) = t+ 1, τότε O = QA(A) = A+ In = O, και άρα: A = −In.
(4) ΑνQA(t) = t(t−1), τότεO = QA(A) = A(A−In) = O, και άρα ο πίνακαςA είναι ταυτοδύναµος : A2 =

A. Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων
έπεται ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα ο A είναι όµοιος µε έναν διαγώνιο πίνακα στη
διαγώνιου του οποίου υπάρχουν τα στοιχεία 0 και 1.

(5) ΑνQA(t) = t(t+1), τότεO = QA(A) = A(A+In) = O, και άρα για τον πίνακαA ισχύει ότι : A2 = −A.
Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων έπεται
ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα ο A είναι όµοιος µε έναν διαγώνιο πίνακα στη
διαγώνιου του οποίου υπάρχουν τα στοιχεία 0 και −1.

(6) Αν QA(t) = (t − 1)(t + 1), τότε O = QA(A) = A2 − I2 = O, και άρα: A2 = I2. Επειδή το ελάχιστο
πολυώνυµο του A είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων έπεται ότι ο πίνακας A
είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα ο A είναι όµοιος µε έναν διαγώνιο πίνακα στη διαγώνιου του οποίου
υπάρχουν τα στοιχεία 1 και −1.

(7) Αν QA(t) = t(t− 1)(t+ 1), τότε O = QA(A) = A(A2− I2) = O, και άρα: A3 = A. Επειδή το ελάχιστο
πολυώνυµο του A είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων έπεται ότι ο πίνακας A
είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα ο A είναι όµοιος µε έναν διαγώνιο πίνακα στη διαγώνιου του οποίου
υπάρχουν τα στοιχεία 0, 1 και −1.

Εποµένως υπάρχουν οι ακόλουθες 7 διαφορετικές κλάσεις οµοιοότητας για την πίνακα A, δηλαδή ο πίνακας
A είναι όµοιος µε έναν και µόνον έναν εκ των παρακάτων 7 διαγώνιων πινάκων:

O =



0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0


, In =



1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


, −In =



−1 0 0 · · · 0 0
0 −1 0 · · · 0 0
0 0 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · −1 0
0 0 0 · · · 0 −1
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A1 =



0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 · · · 0 0 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 · · · 0 1 0 0 0
0 0 · · · 0 0 1 0 0
...

... · · ·
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 0 0 1


, A2 =



0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 · · · 0 0 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 · · · 0 −1 0 0 0
0 0 · · · 0 0 −1 0 0
...

... · · ·
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 0 0 −1


,

A3 =



1 0 · · · 0 0 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 0 0 0 0
0 0 · · · 0 −1 0 0 0
0 0 · · · 0 0 −1 0 0
...

... · · ·
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 0 0 −1


, A4 =



0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0 −1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 −1


Επειδή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος, η πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής είναι ίση µε την διάσταση του

αντίστοιχου ιδιοχώρου και εποµένως η πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής συµπίπτει µε το πλήθος των εµφανίσεών
της στον διαγώνιο πίνακα ο οποίος είναι όµοιος µε τον A. Επειδή η διάσταση του ιδιοχώρου V(λ) συµπίπτει µε
τη διάσταση του χώρου των λύσεων Λ(Σ(λ)), όπου Σ(λ) είναι το οµογενές γραµµικό σύστηµα (A−λIn)X = O,
έπεται ότι : dimK V(λ) = n− r(A− λIn).

Εποµένως ϑα έχουµε:

(1) Στον πίνακα O η µόνη ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n ϕορές.
(2) Στον πίνακα In η µόνη ιδιοτιµή 1 εµφανίζεται n ϕορές.
(3) Στον πίνακα −In η µόνη ιδιοτιµή −1 εµφανίζεται n ϕορές.
(4) Στον πίνακα A1 η ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n− r(A) ϕορές και η ιδιοτιµή 1 εµφανίζεται r(A) ϕορές.
(5) Στον πίνακα A2 η ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n− r(A) ϕορές και η ιδιοτιµή −1 εµφανίζεται r(A) ϕορές.
(6) Στον πίνακα A3 η ιδιοτιµή 1 εµφανίζεται n−r(A−In) ϕορές και η ιδιοτιµή −1 εµφανίζεται r(A−In) =

n− r(A+ In) ϕορές.
(7) Στον πίνακα A4 η ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n−r(A) ϕορές, η ιδιοτιµή 1 εµφανίζεται n−r(A− In) ϕορές,

και η ιδιοτιµή −1 εµφανίζεται n− r(A+ In) ϕορές. �

΄Ασκηση 24. Θεωρούµε τον πίνακα A =

1 2 −1
1 0 1
4 −4 5

.

(1) Να ϐρεθεί µη-µηδενικό πολυώνυµο Q(t) έτσι ώστε Q(A) = 0.
(2) Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί πολυώνυµο P (t) έτσι ώστε P (A) = A−1.

Λύση. Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t 2 −1

1 −t 1
4 −4 5− t

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −t3 + 6t2 − 11t+ 6



18

και άρα από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε:

PA(A) = 0 =⇒ −A3 + 6A2 − 11A+ 6I3 = 0

=⇒ A3 − 6A2 + 11A = 6I3

=⇒ A(
1

6
(A2 − 6A+ 11I3)) = I3

=⇒ A−1 =
1

6
A2 −A2 +

11

6
I3

Εποµένως ϐρήκαµε πολυώνυµα Q(t) = −t3 + 6t2 − 11t+ 6 και P (t) = 1
6 t

2 − t+ 11
6 έτσι ώστε

Q(A) = 0 και P (A) = A−1

Να σηµειώσουµε ότι από τον υπολογισµό του χαρακτηριστικού πολυωνύµου PA(t) = −t3 + 6t2 − 11t + 6
γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος διότι |A| = 6, όπου 6 είναι ο σταθερός όρος του πολυωνύµου
PA(t). �

΄Ασκηση 25. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

2 −1 −1
0 −2 −1
0 3 2


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί πολυώνυµο P (t) έτσι ώστε :

A−2 = P (A)

(2) Να δειχθεί ότι
A2018 − 2A2017 = A2 − 2A

Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
2− t −1 −1

0 −2− t −1
0 3 2− t

∣∣∣∣∣∣ = (2− t)
∣∣∣∣−2− t −1

3 2− t

∣∣∣∣ = (2− t)
(
(−2− t)(2− t) + 3

)
= (2− t)(t2 − 1)

Εποµένως
PA(t) = −(t− 2)(t− 1)(t+ 1) = −t3 + 2t2 + t− 2 = −(t3 − 2t2 − t+ 2)

Εποµένως ο πίνακας A έχει τρεις διακεκριµένες ιδιοτιµές, τις λ1 = 1, λ2 = −1, και λ3 = 2, και εποµένως είναι
διαγωνοποιήσιµος. Επειδή ο πίνακας A δεν έχει τον αριθµό 0 ως ιδιοτιµή, έπεται ότι ο A είναι αντιστρέψιµος.
Πράγµατι έχουµε |A| = PA(0) = −2 6= 0. ΄Ετσι υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας A−1 και εποµένως υπάρχουν
οι πίνακες (A−1)n = A−n, ∀n ≥ 1.

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι :

O = PA(A) = A3 − 2A2 −A+ 2I2 =⇒ A3 − 2A2 −A = −2I2 =⇒ A

(
−1

2
(A2 − 2A− I2)

)
= I2

Εποµένως :

A−1 = −1

2

(
A2 − 2A− I2

)
=⇒ A−2 = (A−1)2 =

(
− 1

2

(
A2 − 2A− I2

) )2
=⇒

=⇒ A−2 =
1

4

(
A4 − 4A3 + 2A2 + 4A+ I2

)
Επειδή A3 = 2A2 +A− 2I2, ϑα έχουµε:

A4 = 2A3 +A2 − 2A =⇒ A4 − 4A3 + 2A2 + 4A+ I2 = 2A3 +A2 − 2A− 4A3 + 2A2 + 4A+ I2 =

= −2A3 + 3A2 + 2A+ I2 = −2(2A2 +A− 2I2) + 3A2 + 2A+ I2 = −4A2 − 2A+ 4I2 + 3A2 + 2A+ I2 =

= −A2 + 5I2
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Εποµένως :

A−2 =
1

4

(
−A2 + 5I2

)
= −1

4
A2 +

5

4
I2

΄Αρα ϑεωρώντας το πολυώνυµο

P (t) = −1

4
t2 +

5

4
προκύπτει ότι :

P (A) = A−2

Από τη σχέση A3 − 2A2 −A+ 2I2 προκύπτει ότι :

A3 − 2A2 = A− 2I2 =⇒ A4 − 2A3 = A2 − 2A (1)

∆είχνουµε µε επαγωγή ότι, ∀k ≥ 1:
A2k − 2A2k−1 = A2 − 2A (∗)

Η σχέση (∗) είναι προφανώς αληθής αν k = 1, και η σχέση (1) δείχνει ότι η Ϲητούµενη σχέση (∗) είναι αληθής
αν k = 2.

Υποθέτουµε ότι k > 2 και ότι η σχέση (∗) είναι αληθής. Τότε πολλαπλασιάζοντας τη σχέση (∗) µε A2

προκύπτει ότι :

A2k+2 − 2A2k+1 = A4 − 2A3 (1)
=⇒ A2(k+1) − 2A2(k+1)−1 = A2 − 2A

δηλαδή η σχέση (∗) ισχύει και για k + 1. Εποµένως η σχέση (∗) ισχύει για κάθε k ≥ 2. Θέτοντας k = 1009
στη σχέση (2) έχουµε:

A2018 − 2A2017 = A2 − 2A

Γενικότερα, εργαζόµενοι παρόµοια δείχνουµε ότι, ∀n ≥ 2:

An+1 − 2An =

{
A2 − 2A, αν n : περιττός
A− 2I2, αν n : άρτιος

�

΄Ασκηση 26. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

2− a a a− 3
1 0 −1
0 1 −1


Είναι ο A διαγωνοποιήσιµος ;

Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
2− a− t a a− 3

1 −t −1
0 1 −1− t

∣∣∣∣∣∣ = −t3 − (a− 1)t2 + t+ a− 1

Εποµένως
PA(t) = −(t2 − 1)(t+ (a− 1)) = −(t− 1)(t+ 1)

(
t− (1− a)

)
Εξετάζουµε περιπτώσεις :

1. Αν 1 − a 6= ±1, δηλαδή a 6= 0 και a 6= 2. Τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) έχει τρεις
διακεκριµένες ϱίζες, τις 1, −1, και 1 − a. ΄Αρα ο πίνακας A έχει τρειςε διακεκριµένες ιδιοτιµές, τις
λ1 = 1, λ2 = −1, και λ3 = 1 − a, και εποµένως ο A είναι διαγωνοποιήσιµος. Επειδή το ελάχιστο
πολυώνυµο QA(t) του πίνακα A έχει τις ίδιες ϱίζες µε το PA(t), έπεται ότι :

QA(t) = t3 + (a− 1)t2 − t+ 1− a
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και υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1AP =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1− a


Εύκολα ϐλέπουµε, επιλύοντας τα αντίστοιχα οµογενή γραµµικά συστήµατα, ότι :

V(1) =

〈3
2
1

〉 , V(−1) =

〈1
0
1

〉 , V(1− a) =

〈a2 − 3a+ 3
2− a

1

〉
Εποµένως

P =

3 1 a2 − 3a+ 3
2 0 2− a
1 1 1


2. ΄Εστω a = 0. Τότε :

A =

2 0 −3
1 0 −1
0 1 −1


PA(t) = −(t− 1)(t+ 1)(t− 1) = −(t− 1)2(t+ 1)

Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του A είναι ένα εκ διαιρετών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, και
άρα ϑα είναι ένα εκ των :

(t− 1), (t+ 1), (t− 1)(t+ 1), (t− 1)2, (t− 1)2(t+ 1)

(αʹ) Επειδή

A− I2 =

2 0 −3
1 0 −1
0 1 −1

−
1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

1 0 −3
1 −1 −1
0 1 −2

 6= O =⇒ QA(t) 6= t− 1

(ϐʹ) Επειδή

A+ I2 =

2 0 −3
1 0 −1
0 1 −1

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

3 0 −3
1 1 −1
0 1 0

 6= O =⇒ QA(t) 6= t+ 1

(γʹ) Επειδή

(A− I2)(A+ I2 =

1 0 −3
1 −1 −1
0 1 −2

3 0 −3
1 1 −1
0 1 0

 =

3 −3 −3
2 −2 −2
1 −1 −1

 6= O =⇒ QA(t) 6= (t− 1)(t+ 1)

(δʹ) Επειδή

(A− I2)2 =

1 0 −3
1 −1 −1
0 1 −2

1 0 −3
1 −1 −1
0 1 −2

 =

1 −3 3
0 0 0
1 −3 3

 6= O =⇒ QA(t) 6= (t− 1)2

΄Αρα το πολυώνυµο που µένει (t− 1)2(t+ 1) είναι αναγκαστικά το ελάχιστο πολυώνυµο του A:

QA(t) = (t− 1)2(t+ 1)

Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A δεν είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παρα-
γόντων, έπεται ότι ο πίνακας A δεν είναι διαγωνοποιήσιµος.

3. ΄Εστω a = 2. Τότε :

A =

0 2 −1
1 0 −1
0 1 −1


PA(t) = −(t− 1)(t+ 1)(t+ 1) = −(t+ 1)2(t− 1)
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Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του A είναι ένα εκ διαιρετών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, και
άρα ϑα είναι ένα εκ των :

(t− 1), (t+ 1), (t− 1)(t+ 1), (t+ 1)2, (t− 1)2(t+ 1)

(αʹ) Επειδή

A− I2 =

0 2 −1
1 0 −1
0 1 −1

−
1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

−1 2 −1
1 −1 −1
0 1 −2

 6= O =⇒ QA(t) 6= t− 1

(ϐʹ) Επειδή

A+ I2 =

0 2 −1
1 0 −1
0 1 −1

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

1 2 −1
1 1 −1
0 1 0

 6= O =⇒ QA(t) 6= t+ 1

(γʹ) Επειδή

(A− I2)(A+ I2) =

−1 2 −1
1 −1 −1
0 1 −2

1 2 −1
1 1 −1
0 1 0

 =

1 −1 −1
0 0 0
1 −1 −1

 6= O =⇒ QA(t) 6= (t− 1)(t+ 1)

(δʹ) Επειδή

(A+ I2)2 =

1 2 −1
1 1 −1
0 1 0

1 2 −1
1 1 −1
0 1 0

 =

3 3 −3
2 2 −2
1 1 −1

 6= O =⇒ QA(t) 6= (t+ 1)2

΄Αρα το πολυώνυµο που µένει (t+ 1)2(t− 1) είναι αναγκαστικά το ελάχιστο πολυώνυµο του A:

QA(t) = (t+ 1)2(t− 1)

Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A δεν είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παρα-
γόντων, έπεται ότι ο πίνακας A δεν είναι διαγωνοποιήσιµος.

Συνοψίζουµε :

QA(t) =


t3 + (a− 1)t2 − t+ 1− a, αν a 6= 0, 2

(t− 1)2(t+ 1), αν a = 0

(t+ 1)2(t− 1), αν a = 2

και
Ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ⇐⇒ a 6= 0, 2

και τότε ο A είναι όµοιος µε τον διαγώνιο πίνακα1 0 0
0 −1 0
0 0 1− a

 �

΄Ασκηση 27. ΄Εστω ότιA ∈ Mn(K) είναι ένας πίνακας τέτοιος ώστεA3 = 2A. Αν οA είναι πίνακας πραγµατικών
αριθµών, δηλαδή αν K = R, να δειχθεί ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

Αν ο A είναι πίνακας ϱητών αριθµών, δηλαδή αν K = Q, είναι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος ;

Λύση. Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = t3 − 2t = t(t2 − 2). Τότε προφανώς ϑα έχουµε:

Q(A) = A3 − 2A = O =⇒ QA(t) | Q(t) =⇒ QA(t) | t(t2 − 2)

(1) Αν K = Q, τότε, επειδή το πολυώνυµο t2 − 2 είναι ανάγωγο υπεράνω του Q, και δεν έχει ϱίζες στο Q,
έπεται ότι είτε QA(t) = t είτε QA(t) = t2 − 2 είτε QA(t) = t(t2 − 2). Η µόνη περίπτωση για να έχει το
QA(t) διακεκριοµένες ϱίζες στο Q, είναι η περίπτωση QA(t) = t και τότε A = 0. ΄Αρα αν K = Q, τότε
ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του Q αν και µόνον αν A = O.
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(2) Υποθέτουµε ότι K = R. Τότε, t(t2 − 2) = t(t −
√

2)(t +
√

2) και εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο
QA(t) είναι ένα εκ των :

t, t−
√

2, t+
√

2, t(t−
√

2), t((t+
√

2), t2 − 2 = (t−
√

2)(t+
√

2), t(t−
√

2)(t−
√

2)

ΣΕ κάθε περίπτωση το ελάχιστο πολυώνυµο είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβάθµιων παραγόντων
και εποµένως ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του R.

Επειδή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος, η πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής είναι ίση µε την
διάσταση του αντίστοιχου ιδιοχώρου και εποµένως η πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής συµπίπτει µε το
πλήθος των εµφανίσεών της στον διαγώνιο πίνακα ο οποίος είναι όµοιος µε τον A. Επειδή η διάσταση
του ιδιοχώρου V(λ) συµπίπτει µε τη διάσταση του χώρου των λύσεων Λ(Σ(λ)), όπου Σ(λ) είναι το
οµογενές γραµµικό σύστηµα (A− λIn)X = O, έπεται ότι : dimK V(λ) = n− r(A− λIn).

Εποµένως ϑα έχουµε:
(αʹ) Αν QA(t) = t, τότε A = O και η διαγώνια µορφή του πίνακα είναι ο µηδενικός πίνακας O και άρα

η µόνη ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n ϕορές.
(ϐʹ) Αν QA(t) = t−

√
2, τότε A =

√
2In και η διαγώνια µορφή του πίνακα είναι ο διαγώνιος πίνακας√

2In, όπου η ιδιοτιµή
√

2 εµφανίζεται n ϕορές.
(γʹ) Αν QA(t) = t+

√
2, τότε A = −

√
2In και η διαγώνια µορφή του πίνακα είναι ο διαγώνιος πίνακας

−
√

2In, όπου η ιδιοτιµή −
√

2 εµφανίζεται n ϕορές.
(δʹ) Αν QA(t) = t(t −

√
2), τότε A2 = A

√
2In και στη διαγώνια µορφή του πίνακα A, η ιδιοτιµή 0

εµφανίζεται n− r(A) ϕορές και η ιδιοτιµή
√

2 εµφανίζεται r(A) ϕορές.
(εʹ) Αν QA(t) = t(t +

√
2), τότε A2 = −A

√
2In και στη διαγώνια µορφή του πίνακα A η ιδιοτιµή 0

εµφανίζεται n− r(A) ϕορές και η ιδιοτιµή −
√

2 εµφανίζεται r(A) ϕορές.
(ϛʹ) Αν QA(t) = (t−

√
2)(t+

√
2), τότε A2 = 2In και στη διαγώνια µορφή του πίνακα A η ιδιοτιµή

√
2

εµφανίζεται n− r(A−
√

2I2) ϕορές και η ιδιοτιµή −
√

2 εµφανίζεται r(A+
√

2I2) ϕορές.
(Ϲʹ) Αν QA(t) = t(t −

√
2)(t +

√
2), τότε A3 = 2A και στη διαγώνια µορφή του πίνακα A, η ιδιοτιµή

0 εµφανίζεται n− r(A) ϕορές, η ιδιοτιµή
√

2 εµφανίζεται n− r(A−
√

2I2) ϕορές, και η ιδιοτιµή
−
√

2 εµφανίζεται n− r(A+
√

2I2) ϕορές. �

΄Ασκηση 28. ΄Εστω A ένας 4× 4 πίνακας πραγµατικών αριθµών για τον οποίο ισχύουν τα εξής :

A ·


1
0
1
0

 =


0
0
0
0

 , A ·


0
0
0
1

 =


0
0
0
−1

 , A ·


0
2
0
1

 =


0
4
0
2

 , A ·


1
0
−2

1

 =


2
0
−4

2

 .

Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.

Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα

B =


1 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 −2
0 1 1 1


και ϑέτουµε :

E1 =


1
0
1
0

 , E2 =


0
0
0
1

 , E3 =


0
2
0
1

 , E4 =


1
0
−2

1
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Εύκολα υπολογίζουµε ότι |B| = −6 6= 0 και άρα ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως το σύνολο
{E1, E2, E3, E4} αποτελεί ϐάση του R4 και ιδιαίτερα έχουµε:

E1 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ1 = 0 διότι : A · E1 = 0 · E1

E2 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ2 = −1 διότι : A · E2 = −1 · E2

E3 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ3 = 2 διότι : A · E3 = 2 · E3

E4 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ3 = 2 διότι : A · E4 = 2 · E4

Επειδή η ϐάση {E1, E2, E3, E4} αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A έπεται ότι ο A διαγωνοποιείται.
Επειδή ο χαρακτηριστικό πολυώνυµο και τπ ελάχιστο πολυώνυµο του A έχουν τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι το
ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A είναι

QA(t) = t(t+ 1)(t− 2)

Τέλος να σηµειώσουµε ότι µπορούµε να υπολογίσουµε το πίνακα A. Πράγµατι έχουµε:

B−1 ·A ·B =


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 =⇒ A = B ·


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ·B−1

=⇒ A =


1 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 −2
0 1 1 1

 ·


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ·


2
3 0 1

3 0
−1

3 −1
2

1
3 1

0 1
2 0 0

1
3 0 −1

3 0

 = · · · =


2
3 0 −2

3 0
0 2 0 0
−4

3 0 4
3 0

1 3
2 −1 −1

 �

Υπενθυµίζουµε ότι :
(1) ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E−→E καλείται µηδενοδύναµος αν: fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Ο πίνακας A ∈ Mn(K) καλείται µηδενοδύναµος αν: Am = 0, για κάποιο m ≥ 1.

΄Ασκηση 29. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος διάστασης dimKE = n και f : E−→E ένας ενδοµορφισµός
του E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο f είναι µηδενοδύναµος : fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή του f είναι η µηδενική.
(3) fn = 0.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) του f είναι της µορφής : Qf (t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.

Λύση. (1) =⇒ (2) Αν fm = 0, τότε το πολυώνυµο Q(t) = tm µηδενίζει τον f και άρα διαιρείται από το ελάχιστο
πολυώνυµο Qf (t). Προφανώς τότε το ελάχιστο πολυώνυµο της f είναι της µορφής Qf (t) = tk, για κάποιο
k ≤ m, του οποίου η µοναδική ϱίζα είναι η λ = 0. Επειδή οι ϱίζες του ελαχίστου πολυωνύµου είναι οι ιδιοτιµές
της f έπεται ότι η µόνη ιδιοτιµή του f είναι η µηδενική.

(2) =⇒ (3) Αν η µόνη ιδιοτιµή του f είναι η µηδενική, τότε προφανώς το ελάχιστο πολυώνυµο του f
ϑα είναι της µορφής Qf (t) = tm για κάποιο 1 ≤ m ≤ n. Επειδή το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο
πολυώνυµο έχουν τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι Pf (t) = (−1)ntn. Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton ϑα
έχουµε: 0 = Pf (f) = (−1)nfn και άρα fn = 0.

(3) =⇒ (4) Αν fn = 0, τότε το πολυώνυµο Q(t) = tn µηδενίζει τον f και άρα διαιρείται το από το ελάχιστο
πολυώνυµο Qf (t) της f . Προφανώς τότε Qf (t) = tm για κάποιο 1 ≤ m ≤ n.

(4) =⇒ (1) Αν το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) είναι της µορφής Qf (t) = tm, για κάποιο m ≥ 1, τότε
0 = Qf (f) = fm. �
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΄Ασκηση 30. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας τετραγωνικός πίνακας. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο A είναι µηδενοδύναµος : Am = O, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η µηδενική.
(3) An = O.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι της µορφής : QA(t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.

Λύση. Η λύση προκύπτει χρησιµοποιώντας τον ενδοµορφισµό fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX, την ΄Ασκηση 29,
και τα γνωστά µας αποτελέσµατα: (α) Ο πίνακας του fA στην κανονική ϐάση του Kn είναι ο A, (β) Am = O
αν και µόνον αν fmA = 0, (γ) οι ιδιοτιµές του A συµπίπτουν µε τις ιδιοτιµές του fA, και (δ) το ελάχιστο
πολυώνυµο του fA συµπίπτει µε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα της σε τυχούσα ϐάση του Kn. �

΄Ασκηση 31. Αν A,B ∈ Mn×n(K). Τότε οι πίνακες AB και BA έχουν το ίδιο χαρακτηρισικό πολυώνυµο :

PAB(t) = PBA(t)

Λύση. • Πρώτη Περίπτωση: ΄Ενας εκ των πινάκων A, B είναι αντστρέψιµος. ΄Εστω ότι ο A είναι αντιστρέψιµος.
Τότε :

BA = A−1ABA = A−1(AB)A

και εποµένως οι πίνακες AB και BA είναι όµοιοι. Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηρσιτικό
πολυώνυµο, έπεται ότι : PAB(t) = PBA(t). Παρόµοια αν ο B είναι αντιστρέψιµος, τότε AB = B−1BAB =
B−1(BA)B, δηλαδή οι πίνακες AB και BA είναι όµοιοι και άρα PAB(t) = PBA(t).

• ∆εύτερη Περίπτωση: Υποθέτουµε ότι ο A δεν είναι αντιστρέψιµος. Τότε η ϐαθµίδα του είναι r(A) := r < n.
Από την Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι γνωρίζουµε ότι ο A είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα

Ĩr :=

(
Ir Or×n−r

On−r×r On−r×n−r

)
∆ηλαδή υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες Q1, P1 ∈ Mn(K) έτσι ώστε :

Q1AP1 = Ĩr

Θέτοντας Q = Q−1
1 και P := P−1

1 ϑα έχουµε τότε :

A = QĨrP (3)

Θεωρούµε τον πίνακα C := PBQ τον οποίο τον χωρίζουµε σε υποπίνακες :

C = PBQ =

(
C11 C12

C21 C22

)
όπου

C11 ∈ Mr(K), C12 ∈ Mr×n−r(K), C21 ∈ Mn−r×r(K), C22 ∈ Mn−r(K)

και τότε

B = P−1CQ−1 = P−1

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1

Εποµένως :

AB = AP−1

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 = QĨrPP

−1

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 = QĨr

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1

Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

Ĩr

(
C11 C12

C21 C22

)
=

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
και εποµένως ϑα έχουµε:

AB = Q

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
Q−1
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∆ηλαδή ο πίνακας AB είναι όµοιος µε τον πίνακα

M =

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
Επίσης :

BA = P−1CQ−1A = P−1

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 QĨrP = P−1

(
C11 C12

C21 C22

)
ĨrP

Εύκολα ϐλέπουµε ότι : (
C11 C12

C21 C22

)
Ĩr =

(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
΄Αρα ϑα έχουµε

BA = P−1

(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
P

∆ηλαδή ο πίνακας BA είναι όµοιος µε τον πίνακα

N =

(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα έχουµε

PAB(t) = PM (t)

PBA(t) = PN (t)

΄Οµως:

PM (t) =

∣∣∣∣ C11 − tIr C12

r×r On−r×n−r − tIn−r×n−r

∣∣∣∣ = (−1)n−rPC11(t)

και

PN (t) =

∣∣∣∣ C11 − tIr Or×n−r
C21 On−r×n−r − tIn−r×n−r

∣∣∣∣ = (−1)n−rPC11(t)

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι PM (t) = PN (t) και εποµένως

PAB(t) = PBA(t) �

΄Ασκηση 32. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω f, g : E −→ E δύο
ενδοµορφισµοί του E. Τότε οι ενδοµορφισµοί f ◦ g και g ◦ f έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο :

Pf◦g(t) = Pg◦f (t)

Λύση. ΄Εστω B µια ϐάση του E και A = MB
B (f) και B = MB

B (g). Τότε από την ΄Ασκηση 31 έχουµε: PAB(t) =
PBA(t). Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο µιας γραµµικής απεικόνισης συµπίπτει µε το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο του πίνακά της σε τυχούσα ϐάση, έπεται ότι :

Pf (t) = PA(t) και Pg(t) = PB(t)

Επειδή ο πίνακας της f ◦ g στην ϐάση B είναι ο AB, δηλαδή MB
B (f ◦ g) = AB, και ο πίνακας της g ◦ f στην

ϐάση B είναι ο BA, δηλαδή MB
B (g ◦ f) = BA, ϑα έχουµε:

Pf◦g(t) = PAB(t) = PBA(t) = Pg◦f (t) �

΄Ασκηση 33. ΄Εστω A ένας 2 × 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K και υποθέτουµε ότι οι ιδιοτιµές του A
είναι 3 και −1. ΄Εστω n ≥ 0. Να ϐρεθεί ο πίνακας An, ∀n ∈ Z, συναρτήσει των πινάκων A και I2, σε δύο µέρη:

(1) Να ϐρεθούν αριθµοί an, bn ∈ K έτσι ώστε : An+1 = anA+ bnI2.
(2) Να ϐρεθούν αριθµοί cn, dn ∈ K έτσι ώστε : A−n−1 = cnA+ dnI2.
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Λύση. Επειδή οι ιδιοτιµές του A είναι οι αριθµοί 3 και −1, έπεται ότι το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο ϑα
είναι

PA(t) = (t− 3)(t+ 1) = t2 − 2t− 3

Επειδή ο A έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές, έπεται ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος και άρα είναι όµοιος µε
τον πίνακα (

3 0
0 −1

)
(1) Προφανώς ϑα έχουµε:

A = 1A+ 0I2 =⇒ a0 = 1 και b0 = 0

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι PA(A) = O, και εποµένως :

PA(A) = O =⇒ A2 − 2A− 3I2 = O =⇒ A2 = 2A+ 3I2 =⇒ a1 = 2 και b1 = 3

Πολλαπλασιάζοντας την προηγούµενη σχέση προκύπτει ότι :

A2 = 2A+ 3I2 =⇒ A3 = 2A2 + 3A = 2(2A+ 3I2) + 3A = 7A+ 6I2 =⇒ a2 = 7 και b2 = 6

Υποθέτουµε ότι έχουµε προσδιορίσει τις ακολουθίες αριθµών
{
an
}
n≥0

και
{
bn
}
n≥0

έτσι ώστε An+1 =

anA+ bnI2. Τότε :

an+1A+ bn+1I2 = An+2 = A ·An+1 = A(anA+ bnI2) = anA
2 + bnA = an(2A+ 3I2) + bnA =⇒

=⇒ an+1A+ bn+1I2 = (2an + bn)A+ 3anI2 (†)
Ισχυρισµός: Οι πίνακες A, I2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα στοιχεία του χώρου M2(K).

Πράγµατι αν οι πίνακες A, I2 είναι γραµµικά εξαρτηµένοι, τότε υπάρχουν αριθµοί (x, y) 6= (0, 0)
έτσι ώστε : xA + yI2 = O. Αν x = 0, τότε ϑα έχουµε yI2 = 0 από όπου άµεσα προκύπτει ότι y = 0
και αυτό είναι άτοπο διότι (x, y) 6= (0, 0). ΄Αρα x 6= 0 και τότε A = − y

xI2 και αυτό σηµαίνει ότι

A =

(
λ 0
0 λ

)
, όπου λ = − y

x , ιδιαίτερα έπεται οτι η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ µε πολλαπλότητα

ίση µε δύο. Αυτό είναι άτοπο διότι ο πίνακας έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές. Εποµένως οι πίνακες
A, I2 είναι γραµµικά ανεξάρτητοι.

Από τη γραµµική ανεξαρτησία των πινάκων A, I2 και τη σχέση (†) έπεται ότι :

an+1 = 2an + bn και bn+1 = 3an (††)
Η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα:(

an+1

bn+1

)
=

(
2 1
3 0

)(
an
bn

)
= B

(
an
bn

)
όπου B =

(
2 1
3 0

)
(††)

Τότε ϑα έχουµε:(
an+1

bn+1

)
= B

(
an
bn

)
= B2

(
an−1

bn−1

)
= B3

(
an−2

bn−2

)
= · · · = Bn

(
a1

b1

)
= Bn

(
2
3

)
Θα προσδιορίσουµε την n-οστή δύναµη του πίνακα B. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα

B είναι

PB(t) = |B − t2| =
∣∣∣∣2− t 1

3 −t

∣∣∣∣ = −2t+ t2 − 3 = t2 − 2t− 3

Επειδή t2−2t−3 = (t−3)(t+1), έπεται ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα B είναι οι αριθµοί λ1 = 3 και λ2 =
−1. Επειδή ο πίνακας B έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές, έπεται ότι ο πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος.

• Για τον ιδιοχώρο V(3), ϑεωρούµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα(
−1 1

3 −3

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

{
−x+ y = 0

3x− 3y = 0
=⇒ x = y

(
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
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΄Αρα

V(3) =

{
x

(
1
1

)
∈ K2 | x ∈ K

}
=

〈(
1
1

)〉
• Για τον ιδιοχώρο V(−1), ϑεωρούµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα(
3 1
3 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

{
3x+ y = 0

3x+ y = 0
=⇒ −3x = y

(
x
y

)
=

(
x

−3x

)
= x

(
1
−3

)
΄Αρα

V(−1) =

{
x

(
1
−3

)
∈ K2 | x ∈ K

}
=

〈(
1
−3

)〉
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι µια ϐάση του ιδιοχώρου V(3) είναι η στήλη

(
1
1

)
και µια ϐάση του

ιδιοχώρου V(−1) είναι η στήλη
(

1
−3

)
. Εποµένως, ϑέτοντας

P =

(
1 1
1 −3

)
αποκτούµε έναν αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε :

P−1BP =

(
3 0
0 −1

)
=⇒ B = P

(
3 0
0 −1

)
P−1 =⇒

=⇒ Bn = P

(
3 0
0 −1

)n
P−1 = P

(
3n 0
0 (−1)n

)
P−1

Υπολογίζουµε έυκολα ότι :

P−1 =
1

4

(
3 1
1 −1

)
Εποµένως ϑα έχουµε:

Bn =

(
1 1
1 −3

) (
3n 0
0 (−1)n

)
1

4

(
3 1
1 −1

)
=

1

4

(
3n+1 + (−1)n 3n − (−1)n

3n+1 − 3(−1)n 3n + 3(−1)n

)
Τότε από τη σχέση (††) προκύπτει ότι :(
an+1

bn+1

)
= Bn

(
2
3

)
=

1

4

(
3n+1 + (−1)n 3n − (−1)n

3n+1 − 3(−1)n 3n + 3(−1)n

)(
2
3

)
=

1

4

(
3n+2 + (−1)n+1

3n+2 + 3(−1)n

)
Εποµένως :

an =
3n+1 + (−1)n

4
και bn =

3n+1 + 3(−1)n−1

4
και άρα, ∀n ≥ 0:

An+1 =
3n+1 + (−1)n

4
A +

3n+1 + 3(−1)n−1

4
I2

(2) Επειδή ο αριθµός 0 δεν είναι ιδιοτιµή του A, έπεται ότι ο A είναι αντιστρέψιµος. Επειδή όπως είδαµε
A2 − 2A− 3I2 = O, ϑα έχουµε:

A2 − 2A = 3I2 =⇒ A(A− 2I2) = 3I2 =⇒ A
(1

3
A− 2

3
I2

)
= I2 =⇒

=⇒ A−1 =
1

3
A− 2

3
I2 =

1

3

(
A− 2I2

)
Τότε :

A−n−1 =

(
1

3

)n+1 (
A− 2I2

)n+1
=

1

3n+1

(
A− 2I2

)n+1
(?)

΄Αρα αρκεί να υπολογίσουµε την n-οστή δύναµη του πίνακα C = A− 2I2.
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Υπολογίζουµε εύκολα ότι :
C2 = −2A+ 7I2

Υποθέτουµε ότι έχουµε προσδιορίσει τις ακολουθίες αριθµών
{
cn
}
n≥0

και
{
dn
}
n≥0

έτσι ώστε, ∀n ≥ 2:
Cn = cn−1A+ dn−1I2. Τότε :

c0 = 1 και d0 = −2 και c1 = −2 και d1 = 7

cnA+ dnI2 = Cn+1 = C · Cn = (A− 2I2)(cn−1A+ dn−1I2) = · · · = dn−1A+ (3cn−1 − 2dn−1I2)

=⇒ cnA+ dnI2 = dn−1A+ (3cn−1 − 2dn−1I2)

Επειδή όπως είδαµε οι πίνακες A και I2 είναι γραµµικά ανεξάρτητοι, έπεται ότι

cn−1 = dn−1 και dn = 3cn−1 − 2dn−1

Η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα(
cn
dn

)
=

(
0 1
3 −2

)(
cn−1

dn−1

)
(∗)

και εποµένως, ϑέτοντας

D =

(
0 1
3 −2

)
ϑα έχουµε:(

cn
dn

)
= D

(
cn−1

dn−1

)
= D2

(
cn−2

dn−2

)
= D3

(
cn−3

dn−3

)
= · · · = Dn

(
c0

d0

)
= Dn

(
1
−2

)
(∗∗)

Το χαρακτηριστικό πολυλωνυµο του πίνακα D είναι το PD(t) = t2 + 2t − 3 και οι ϱίζες του, δηλαδή
οι ιδιοτιµές του D, είναι οι λ1 = 1 και λ2 = −3. Προφανώς τότε ο πίνακας D είναι διαγωνοποιήσιµος

και άρα είναι όµοιος µε τον πίνακα
(

1 0
0 −3

)
.

Εύκολα υπολογίζουµε

V(1) =

〈(
1
1

)〉
και V(−3) =

〈(
1
−3

)〉
Εποµέµνως ο πίνακας P =

(
1 1
1 −3

)
είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο τον πίνακα P−1 = 1

4

(
3 1
1 −1

)
,

και ικανοποιεί τη σχέση:

P−1DP =

(
1 0
0 −3

)
=⇒ D = P

(
1 0
0 −3

)
P−1 =⇒ Dn = P

(
1 0
0 −3

)n
P−1 =

=

(
1 1
1 −3

) (
1 0
0 (−3)n

)
1

4

(
3 1
1 −1

)
=

1

4

(
3 + (−3)n 1− (−3)n

3 + (−3)n+1 1− (−3)n+1

)
΄Αρα

Dn =
1

4

(
3 + (−3)n 1− (−3)n

3 + (−3)n+1 1− (−3)n+1

)
και τότε από τη σχέση (∗∗) ϑα έχουµε:(

cn
dn

)
= Dn

(
1
−2

)
=

1

4

(
3 + (−3)n 1− (−3)n

3 + (−3)n+1 1− (−3)n+1

)(
1
−2

)
=

1

4

(
1 + 3(−3)n

1 + 3(−3)n+1

)
Εποµένως :

cn =
1 + 3(−3)n

4
και dn =

1 + 3(−3)n+1

4
και άρα, ∀n ≥ 0:

A−n−1 =
1

3n+1
Cn+1 =

1

3n+1

(
cnA+ dnI2

)
=

1

3n+1

(
1 + 3(−3)n

4
A+

1 + 3(−3)n+1

4
I2

)
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Εποµένως :

A−n−1 =
1 + 3(−3)n

4 · 3n+1
A +

1 + 3(−3)n+1

4 · 3n+1
I2

�

΄Ασκηση 34 (Θεώρηµα Cayley-Hamilton). ΄Εστω A ένας n × n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Αν PA(t)
είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A, να δειχθεί ότι :

PA(A) = O

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι το

PA(t) = |A− tIn| = (−1)ntn + an−1t
n−1 + an−2t

n−2 + · · ·+ a2t
2 + a1t+ a0 (†)

Θεωρούµε τον πίνακα A− tIn και τον προσαρτηµένο του πίνακα adj(A− tIn). Γνωρίζουµε ότι5 ϑα έχουµε τότε
την ακόλουθη σχέση µεταξύ πινάκων µε στοιχεία πολυώνυµα µε συντελεστές από το σώµα K:

(A− tIn) · adj(A− tIn) = |A− tIn|In = adj(A− tIn) · (A− tIn)

και εποµένως
(A− tIn) · adj(A− tIn) = PA(t)In = adj(A− tIn) · (A− tIn)

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι :

A · adj(A− tIn)− tadj(A− tIn) = PA(t)In (∗)
Από τον ορισµό του προσαρτηµένου πίνακα, τα στοιχεία του adj(A − tIn) είναι ελλάσσονες ορίζουσες (n −

1)× (n−1) πινάκων µε στοιχεία πολυώνυµα και άρα τα στοιχεία του adj(A− tIn) είναι πολυώνυµα ϐαθµού το
πολύ n−1. Τότε ο πίνακας adj(A−tIn) µπορεί να γραφεί ως πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n−1 µε συντελεστές
n× n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K:

adj(A− tIn) = B0 +B1t+B2t
2 + · · ·+Bn−1t

n−1, Bi ∈ Mn(K), 0 ≤ i ≤ n− 1 (∗∗)
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (*) και (**) ϑα έχουµε:

A
(
B0 +B1t+B2t

2 + · · ·+Bn−1t
n−1
)
− t
(
B0 +B1t+B2t

2 + · · ·+Bn−1t
n−1
)

= PA(t)In

Εποµένως µε αναγωγή οµοίων όρων προκύπτει ότι :

AB0 +
(
AB1 −B0

)
t+
(
AB2 −B1

)
t2 + · · ·+

(
ABn−1 −Bn−2

)
tn−1 −Bn−1t

n = PA(t)In (††)
Από τις σχέσεις (†) και (††) τότε, εξισώνοντας τους συντελεστές των οµοιοβάθµιων όρων, ϑα έχουµε:

AB0 = a0In

AB1 −B0 = a1In

AB2 −B1 = a2In

...
ABn−1 −Bn−2 = an−1In

−Bn−1 = (−1)nIn

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη σχέση µε τον πίνακα In, τη δεύτερη σχέση µε τον πίνακα A, την τρίτη σχέση
µε τον πίνακα A2, · · · , την τελευταία σχέση µε τον πίνακα An, και ακολούθως προσθέτοντας τις σχέσεις που
προκύπτουν, ϑα έχουµε:

a0In + a1A+ a2A
2 + · · · an−1A

n−1 + (−1)nAn = O

5Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε πίνακα A µε στοιχεία από ένα σώµα K, ισχύει η σχέση

A · adj(A) = |A|In = adj(A) ·A

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η παραπάνω σχέση ισχύει και για πίνακες µε στοιχεία πολυώνυµα µε συντελεστές υπεράνω ενός σώµατος.
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Εποµένως :
PA(A) = O �

• • • • •

Ταυτόχρονη ∆ιαγωνοποίηση Πινάκων

Η επόµενη οµάδα ασκήσεων 35 - 40 αφορά ταυτόχρονη διαγωνοποίηση ενδοµορφισµών και τετραγωνικών
πινάκων, µε την ακόλουθη έννοια.

(1) ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο ενδοµορφισµοί
του E. Τότε οι ενδοµορφισµοί f και g καλούνται ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι, αν υπάρχει ϐάση
C του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

(2) ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Οι πίνακες A,B καλούνται
ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι. ∆ηλαδή αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ο οποίος
διαγωνοποιεί ταυτόχρονα τους A,B.

΄Ασκηση 35. ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Αν οι πίνακες A,B είναι
ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι, τότε ισχύει ότι :

AB = BA

Λύση. Υποθέτουµε ότι οι πίνακες A,B είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι. Τότε οι πίνακες είναι διαγωνοποι-
ήσιµοι και υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι. Τότε ϑα έχουµε:

P−1 · (A ·B) · P = P−1 ·A ·B · P = P−1 ·A · P · P−1 ·B · P = ∆1 ·∆2

P−1 · (B ·A) · P = P−1 ·B ·A · P = P−1 ·B · P · P−1 ·A · P = ∆2 ·∆1

Επειδή προφανώς διαγώνιοι πίνακες µετατίθενται, ϑα έχουµε ∆1 ·∆2 = ∆2 ·∆1. Τότε

P−1 · (A ·B) · P = P−1 · (B ·A) · P =⇒ (A ·B) · P = (B ·A) · P =⇒ A ·B = B ·A �

΄Ασκηση 36. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimK E <∞. Υποθέτουµε ότι

E = V⊕W και f(V) ⊆ V

Θεωρούµε τον επαγόµενο ενδοµορφισµό fV = f |V : V−→V, όπου f |V είναι ο περιορισµός του f στον υπόχωρο V.

(1) Να δειχθεί ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QfV(t) του fV διαιρεί το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) του f :

QfV(t) | Qf (t)

(2) Να δειχθεί ότι

Ο f είναι διαγωνοποιήσιµος =⇒ Ο fV είναι διαγωνοποιήσιµος
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Λύση. (1) ΄Εστω Qf (t) = a0 + a1t + · · · am−1t
m−1 + tm το ελάχιστο πολυώνυµο του f , και ϑεωρούµε την

γραµµική απεικόνιση

Qf (fV) = a0IdV + a1fV + · · ·+ am−1(fV)m−1 + (fV)m : V −→ V

Τότε, ∀~v ∈ V: Qf (fV)(~v) = a0(~v)+a1fV(~v)+· · ·+am−1(fV)m−1(~v)+(fV)m(~v). Επειδή fV(~v) = f(~v),
∀~v ∈ V, έπεται ότι ϑα έχουµε: Qf (fV)(~v) = a0(~v) + a1f(~v) + · · ·+ am−1f

m−1(~v) + fm(~v) = (a0IdE +
a1f + · · · am−1f

m−1 + fm)(~v) = Qf (f)(~v) = 0. Αυτό σηµαίναι ότι το πολυώνυµο Qf (t) µηδενίζει την
fV. Τότε όµως το Qf (t) ϑα διαιρείται από το ελάχιστο πολυώνυµο της fV: QfV(t) | Qf (t).

(2) Από το µέρος (1), έχουµε QfV(t) | Qf (t). Επειδή ο f είναι διαγωνοποιήσιµος, έπεται ότι το ελάχιστο
πολυώνυµο Qf (t) του f αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων. Επειδή το
ελάχιστο πολυώνυµο του fV είναι διαιρέτης του Qf (t), έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QfV(t) του
fV αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων. Εποµένως ο fV είναι διαγωνο-
ποιήσιµος. �

΄Ασκηση 37. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimK E <∞. Υποθέτουµε ότι

E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk και f(Vi) ⊆ Vi, 1 ≤ i ≤ k

Θεωρούµε τους επαγόµενους ενδοµορφισµούς fVi
: Vi−→Vi, όπου fVi

= f |Vi
είναι ο περιορισµός του f στον

υπόχωρο Vi. Τότε :

Ο f είναι διαγωνοποιήσιµος ⇐⇒ Ο fVi
είναι διαγωνοποιήσιµος, 1 ≤ i ≤ k

Λύση. Αν ο ενδοµορφισµός f είναι διαγωνοποιήσιµος, τότε από την ΄Ασκηση 36 έπεται ότι κάθε ενδοµορφισµός
fVi

είναι διαγωνοποιήσιµος, 1 ≤ i ≤ k.

Αντίστροφα, έστω Bi µια ϐάση του Vi, 1 ≤ i ≤ k, η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα τοψ fVi
. Από το

ορισµό των ενδοµορφισµών fVi
, έπεται προφανώς ότι τα διανύσµατα κάθε ϐάσης Bi είναι και ιδιοδιανύσµατα

του f . Επειδή το άθροισµα V1 + V2 + · · ·+ Vk είναι ευθύ και µας δίνει τον χώρο E, έπεται ότι το σύνολο

C := B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk

είναι µια ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f . ΄Αρα ο f είναι διαγωνοποιήσιµος. �

΄Ασκηση 38. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο ενδοµορφι-
σµοί του E. Υποθέτουµε ότι οι f και g είναι διαγωνοποιήσιµοι και f ◦ g = g ◦ f . Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση C

του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

Λύση. Επειδή ο g είναι διαγωνοποιήσιµος, όπως γνωρίζουµε ϑα έχουµε:

E = Vg(λ1)⊕ Vg(λ2)⊕ · · · ⊕ Vg(λk)

όπου λ1, · · ·λk είναι οι διακεκριµένες ιδιοτιµές του g και Vg(λi) είναι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι :

Vg(λi) = {~x ∈ E | g(~x) = λi~x}, 1 ≤ i ≤ k

΄Εστω ~x ∈ Vg(λi). Τότε g(~x) = λi~x και εποµένως, ∀i = 1, 2, · · · , k:

f(g(~x)) = f(λi~x) =⇒ (f ◦ g)(~x) = λif(~x) =⇒ (g ◦ f)(~x) = λif(~x) =⇒ g(f(~x)) = λif(~x)

Εποµένως το διάνυσµα f(~x) ∈ Vg(λi), και άρα: f(Vg(λi) ⊆ Vg(λi). Αυτό σηµαίναι ότι µπορούµε να περιο-
ϱίσουµε τον f σε έναν ενδοµορφισµό

fi := f |Vg(λi) : Vg(λi) −→ Vg(λi), fi(~x) = f(~x)

Επειδή ο f είναι διαγωνοποιήσιµος, από την ΄Ασκηση 37 έπεται ότι ο ενδοµορφισµός fi είναι διαγωνοποιήσιµο,
για κάθε i = 1, 2, · · · , k. ΄Εστω Bi µια ϐάση του Vg(λi) η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του fi. Από
το ορισµό των ενδοµορφισµών fi, έπεται προφανώς ότι τα διανύσµατα κάθε ϐάσης Bi είναι και ιδιοδιανύσµατα
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του f . Επειδή το άθροισµα Vg(λ1) + Vg(λ2) + · · ·+ Vg(λk) είναι ευθύ και µας δίνει τον χώρο E, έπεται ότι το
σύνολο

C := B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk

είναι µια ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f . Επειδή Bi ⊆ Vg(λi) έπεται ότι τα
διανύσµατα κάθε ϐάσης Bi είναι και ιδιοδιανύσµατα του g. Καταλήγουµε ότι η ϐάση C του E αποτελείται από
ιδιοδιανύσµατα του f και του g. �

Η ακόλουθη ΄Ασκηση παρουσιάζει ένα κριτήριο ταυτόχρονης διαγωνοποίησης για ενδοµορφισµούς.

΄Ασκηση 39. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο ενδοµορφι-
σµοί του E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Οι f και g είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.
(2) Οι f και g είναι διαγωνοποιήσιµοι και : f ◦ g = g ◦ f .

Λύση. (2) =⇒ (1) Η κατεύθυνση αυτή αποδείχθηκε στην ΄Ασκηση 38.

(1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι οι f και g είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι, δηλαδή υπάρχει ϐάση

C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g, τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1, λ2, · · · , λn
του f και στις ιδιοτιµές µ1, µ2, · · · , µn του g. Τότε :

(f ◦ g)(~ei) = f(g(~ei)) = f(µi~ei) = µif(~ei) = µiλi~ei

(g ◦ f)(~ei) = g(f(~ei)) = g(λi~ei) = λig(~ei) = λiµi~ei

Εποµένως (f ◦ g)(~ei) = (g ◦ f)(~ei), για κάθε διάνυσµα ~ei της ϐάσης C. Τότε όµως προφανώς f ◦ g = g ◦ f . �

Η ακόλουθη ΄Ασκηση παρουσιάζει ένα κριτήριο ταυτόχρονης διαγωνοποίησης για τετραγωνικούς πίνακες.

΄Ασκηση 40. ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(1) Οι πίνακες A και B είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.
(2) Οι πίνακες A και B είναι διαγωνοποιήσιµοι και : AB = BA.

Λύση. (1) =⇒ (2) Η κατεύθυνση αυτή αποδείχθηκε στην ΄Ασκηση 35.

(2) =⇒ (1) Υποθέτουµε ότι οι πίνακες A και B είναι διαγωνοποιήσιµοι και : AB = BA. Θεωρούµε τους
ενδοµορφισµούς

fA, fB : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X και fB(X) = B ·X
Επειδή οι πίνακες A και B είναι διαγωνοποιήσιµοι, έπεται ότι και οι ενδοµορφισµοί fA και fB είναι διαγωνο-
ποιήσιµοι. Επειδή A · B = B · A, έπεται άµεσα ότι fA ◦ fB = fB ◦ fA. Τότε από την ΄Ασκηση 39 έπεται ότι
υπάρχει ϐάση C του Kn η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του fA και του fB. ΄Αρα ο πίνακας του fA
στην C είναι ένας διαγώνιος πίνακας ∆1 και ο πίνακας του fB στην C είναι ένας διαγώνιος πίνακας ∆2. Τότε
όµως υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε οι πίνακας P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2. �

• • • • •

Αλγόριθµος Τριγωνοποίησης Πίνακα
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Οι υπόλοιπες ασκήσεις είναι αφιερωµένες στην τριγωνοποίηση τετραγωνικών πινάκων µε ϐάση τον αλγόριθ-
µο τριγωνοποίησης ο οποίος περιγράφεται στη συνέχεια.

΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας πίνακας και υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του λ1, λ2, · · · , λn ανήκουν στο σώµα
K, έτσι ώστε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A να αναλύεται ως εξής :

PA(t) = (−1)n(t− λ1)a1)(t− λ2)a2 · · · (t− λk)ak

΄Ετσι λ1, λ2, · · · , λk ∈ K είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές του A. Τότε όπως γνωρίζουµε ο πίνακας A είναι
τριγωνοποιήσιµος. Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 A P =


λ1 ε12 · · · ε1n
0 λ2 · · · ε2n
...

...
. . . εn−1n

0 0 · · · λn



Αλγόριθµος Τριγωνοποίησης του A

1. Επιλέγουµε µια ιδιοτιµή λ1 του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα-στήλη E1:

A · E1 = λ1E1

και συµπλήρώνουµε το ιδιοδιάνυσµα E1 σε µια ϐάση

B1 =
{
E1, E2, · · · , En

}
του χώρου των στηλών Kn.

Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P1 =
(
E1E2 · · ·En

)
ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες της ϐάσης B1. Τότε ο πίνακας P−1

1 · A · P1 έχει την ακόλουθη
µορφή:

P−1
1 ·A · P1 =



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


Ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B1 έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K διότι

PA(t) = PP−1
1 ·A·P1

(t) = (λ1 − t)PB1(t)

(αʹ) Αν ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B1 είναι άνω τριγωνικός, ο αλγόριθµος σταµατάει και έχουµε ϐρει
την άνω τριγωνική µορφή του A η οποία είναι ο πίνακας P−1 ·A · P1.

(ϐʹ) Αν ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B1 δεν είναι άνω τριγωνικός, τότε προχωρούµε στο επόµενο ϐήµα:

2. Επιλέγουµε µια ιδιοτιµή λ2 του B1 (η οποία εκ΄ κατασκευής είναι και ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο
ιδιοδιάνυσµα E′2:

B1 · E′2 = λ2E
′
2

και συµπλήρώνουµε το ιδιοδιάνυσµα E′2 σε µια ϐάση

B2 =
{
E′2, E

′
3, · · · , E′n

}
του χώρου των στηλών Kn−1.
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Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο (n− 1)× (n− 1) πίνακα

P2 =
(
E′2E

′
3 · · ·E′n

)
ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες της ϐάσης B2. Τότε ο πίνακας P−1

2 ·B1 ·P2 ϑα έχει την ακόλουθη
µορφή:

P−1
2 ·B1 · P2 =



λ2 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B2
...
0


Ο (n− 2)× (n− 2) πίνακας B2 έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K διότι

PB1(t) = PP−1
2 ·B1·P2

(t) = (λ2 − t)PB2(t)

(αʹ) Αν ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B2 είναι άνω τριγωνικός, ο αλγόριθµος σταµατάει και έχουµε ϐρει
την άνω τριγωνική µορφή του A ως εξής :

Θέτουµε

Q2 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P2
...
0


Τότε ο πίνακας Q2 είναι αντιστρέψιµος, διότι |Q2| = 1|P2| = |P2| 6= 0, και

Q−1
2 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P−1

2
...
0


Επιπλέον έχουµε:

(P1Q2)−1 ·A(P1Q2) = Q−1
2 · (P

−1
1 ·A · P1) ·Q2 =

Q−1
2 ·



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


·Q2 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P−1

2
...
0


·



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


·



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P2
...
0


=
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λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 P−1

2 ·B1 · P2
...
0


=



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 λ2 ∗ ∗ . . . ∗
0 0
...
0 0 B2
...

...
0 0


Επειδή οB2 είναι άνω τριγωνικός, έπεται ότι και οA είναι άνω τριγωνικός και ο τελευταίος πίνακας,
δηλαδή ο πίνακας (P1Q2)−1 ·A(P1Q2) είναι µια άνω τριγωνική µορφή του A.

(ϐʹ) Αν ο (n− 2)× (n− 2) πίνακας B2 δεν είναι άνω τριγωνικός, τότε προχωρούµε στο επόµενο ϐήµα:

3. Το ϐήµα αυτό είναι η επανάληψη του ϐήµατος 2. για τον (n− 2)× (n− 2) πίνακα B2.

4. Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία η οποία µετά από πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων πρπφανώς ϑα
µας οδηγήσει στην άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A. �

Ο παραπάνω αλγόριθµος τριγωνοποίησης δείχνει ότι αν ένας πίνακας A ∈ Mn(K) έχει όλες τις ιδιοτιµές του
στο σώµα K, τότε ο A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα. Αντίστροφα, αν ο πίνακας A είναι όµοιος
µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα τότε προφανώς όλες οι ιδιοτιµές του ανήκουν στο σώµα K καθώς είναι ακριβώς
τα στοιχεία της διαγωνίου της άνω τριγωνικής µορφής του A. ΄Αρα η προηγηθείσα ανάλυση δείχνει ότι τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A ∈ Mn(K) είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα.
(2) Ο πίνακας Α έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο σώµα K.

΄Ασκηση 41. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =

0 1 0
2 −2 2
2 −3 2


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικός.

Λύση. Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
−t 1 0
2 −2− t 2
2 −3 2− t

∣∣∣∣∣∣ = −t
∣∣∣∣−2− t 2
−3 2− t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣2 2
2 2− t

∣∣∣∣ = −t3

Εποµένως η µόνη ιδιοτιµή του πίνακα A είναι η λA = 0 µε αλγεβρική πολλαπλότητα 3. Για τον ιδιόχωρο V(0)
λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:0 1 0

2 −2 2
2 −3 2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 y = 0
2x− 2y + 2z = 0
2x− 3y + 2z = 0

=⇒
{
y = 0
z = −x

και άρα

V(0) =


 x

0
−x

 ∈ R3 | x ∈ R

 =

〈 1
0
−1

〉
Εποµένως ο πίνακας A δεν διαγωνοποιείται διότι

dimRV(0) = 1 6= 3 = πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λA = 0
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Στη συνέχεια, ακολουθώντας τον αλγόριθµο τριγωνοποίησης όπως αυτός περιγράφεται παραπάνω, ϑα ϐρο-
ύµε αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 · A · P να είναι άνω τριγωνικός. Ξεκινάµε πρώτα
συµπληρώνοντας το διάνυσµα της ϐάσης του V(0) σε µια ϐάση του R3. Το σύνολο

B1 =


 1

0
−1

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


αποτελεί µια ϐάση του R3. Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P1 =

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1


ο οποίος σχηµατίστηκε από τις στήλες της ϐάσης B1. Τότε

P−1
1 =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

 και P−1
1 ·A · P1 =

0 1 0
0 −2 2
0 −2 2


Αφού ο πίνακας P−1

1 ·A · P1 δεν είναι άνω τριγωνικός συνεχίζουµε τη διαδικασία του αλγόριθµου τριγωνοπο-
ίησης. Θεωρούµε το πίνακα

B =

(
−2 2
−2 2

)
και τότε

PB(t) =

∣∣∣∣−2− t 2
−2 2− t

∣∣∣∣ = t2

΄Αρα ο πίνακας B έχει ιδιοτιµή την λB = 0 µε πολλαπλότητα 2. Να σηµειώσουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα B
είναι και ιδιοτιµές του A, και άρα η µόνη ιδιοτιµή του B είναι πράγµατι η λB = 0 µε αλγεβρική πολλαπλότητα
2. Για τον ιδιόχωρο V(0) λύνουµε το οµογενές σύστηµα:(

−2 2
−2 2

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒ y = x

και άρα

V(0) =

{(
x
x

)
∈ R2 | x ∈ R

}
=

〈(
1
1

)〉
Συνεπώς ο πίνακας B δεν διαγωνοποιείται διότι

dimRV(0) = 1 6= 2 = πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λB = 0

και άρα συνεχίζουµε τον αλγόριθµο τριγωνοποίησης, δηλαδή συµπληρώνουµε το διάνυσµα της ϐάσης του V(0)
σε µια ϐάση του R2. Το σύνολο

B2 =

{(
1
1

)
,

(
0
1

)}
αποτελεί µια ϐάση του R2 και άρα έχουµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P2 =

(
1 0
1 1

)
Τότε υπολογίζουµε :

P−1
2 ·B · P2 =

(
1 0
−1 1

)
·
(
−2 2
−2 2

)
·
(

1 0
1 1

)
=

(
0 2
0 0

)
δηλαδή ο πίνακας P−1

2 ·B · P2 είναι άνω τριγωνικός και άρα ο αλγόριθµος τριγωνοποίησης σταµατάει. Τέλος
υπολογίζουµε την άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A. Θέτουµε

Q2 =

1 0 0
0 1 0
0 1 1
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και τότε έχουµε:

(P1 ·Q2)−1 ·A · (P1 ·Q2) = · · · =

0 1 0
0 0 2
0 0 0


Εποµένως ϐρήκαµε έναν αντιστρέψιµο πίνακα P := P1 · Q2 έτσι ώστε ο πίνακας P−1 · A · P να είναι άνω
τριγωνικός. �

΄Ασκηση 42. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 8 14 11
−3 −5 −5
−1 −2 0


Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι άνω τριγωνικός.

Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) = −(t− 1)3

και άρα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1 µε αλγεβρική πολλαπλότητα 3.

Εποµένως ο πίνακας A είναι τριγωνοποιήσιµος. Εφαρµόζουµε το Αλγόριθµο Τριγωνοποίησης για να υπο-
λογίσουµε µια άνω τριγωνική µορφή του A:

1. Για την ιδιοτιµής λ = 1, υπολογίζουµε τον ιδιοχώρο

V(1) =


 k
−k/2

0

 ∈ R3 | k ∈ R

 =

〈 2
−1

0

〉
και άρα έβα ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1 είναι το

E1 =

 2
−1

0


Συµπληρώνουµε το E1 σε µια ϐάση B1 του R3, για παράδειγµα:

B1 =

E1 =

 2
−1

0

 , E2 =

0
1
0

 , E3 =

0
0
1


Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα P1 = (E1E2E3):

P1 =

 2 0 0
−1 1 0

0 0 1


Υπολογίζουµε τον αντίστροφο του P1:

P−1
1 =

1/2 0 0
1/2 1 0

0 0 1


και ακολούθως τον πίνακα P−1

1 ·A · P1:

P−1
1 ·A · P1 =

1 7 1/2
0 2 −2
0 −2 0


Ο 2× 2 πίνακας

B1 :=

(
2 −2
−2 0

)
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δεν είναι άνω τριγωνικός, εποµένως προχωρούµε στο επόµενο ϐήµα:

2. Οι ιδιοτιµές του B1 είναι οι ιδιοτιµές του A, και άρα η µόνη ιδιοτιµή του B1 είναι η λ = 1 µε αλγεβρική
πολλαπλότητα 2.

Για την ιδιοτιµής λ = 1 του 2× 2 πίνακα B1, υπολογίζουµε τον ιδιοχώρο

V(1) =

{(
k
−2k

)
∈ R2 | k ∈ R

}
=

〈(
1
−2

)〉
και άρα ένα ιδιοδιάνυσµα του B1 το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1 είναι το

E′2 =

(
1
−2

)
Συµπληρώνουµε το E′2 σε µια ϐάση B2 του R2, για παράδειγµα:

B2 =

{
E′2 =

(
1
−2

)
, E′3 =

(
0
1

)}
Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα P1 = (E′2E

′
3):

P2 =

(
1 0
−2 1

)
Υπολογίζουµε τον αντίστροφο του P2:

P−1
1 =

(
1 0
2 1

)
και ακολούθως τον πίνακα P−1

1 ·A · P1:

P−2
1 ·B1 · P2 =

(
1 1
0 1

)
:= B2

ο οποίος είναι άνω τριγωνικός. ΄Αρα ο αλγόριθµος τριγωνοποίησης σταµατάει και µπορούµε να
υπολογίσουµε την άνω τριγωνική µορφή ως εξής :

Θέτουµε

Q2 =

 1 0 0
0
0 P1

 =

1 0 0
0 1 0
0 −2 1


Τότε µπορούµε να υπολογίσουµε την άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A ως εξής :

(P1Q2)−1 ·A · (P1Q2) =

1 −4 1/2
0 1 1
0 0 1


�


