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΄Ασκηση 1. Αν f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉) πεπερασµένης διάστασης,
τότε :

ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία ⇐⇒ f∗ ◦ f = IdE

δηλαδή ο f είναι ισοµετρία αν και µόνον αν ο f είναι ισοµορφισµός και f∗ = f−1.

Λύση. «=⇒» ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία. Τότε γνωρίζουµε ότι ο f είναι ισοµορφισµός και,
∀~x, ~y ∈ E:

〈~x, IdE(~y)〉 = 〈~x, ~y 〉 = 〈f(~x), f(~y)〉 = 〈~x, f∗(f(~y))〉 = 〈~x, (f∗ ◦ f)(~y))〉 =⇒

=⇒ IdE(~y) = (f∗ ◦ f)(~y) =⇒ f∗ ◦ f = IdE

Γνωρίζουµε τότε ότι f∗ = f−1.

«⇐=» ΄Εστω ότι για τον ενδοµορφισµό f ισχύει ότι f∗ ◦ f = IdE. Η τελευταία σχέση δείχνει άµεσα ότι ο f
είναι µονοµορφισµός και άρα ο f είναι ισοµορφισµός διότι ο χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση. Προφανώς
τότε f∗ = f−1, και ϑα έχουµε ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x), f(~y)〉 = 〈~x, f∗(f(~y))〉 = 〈~x, (f∗ ◦ f)(~y))〉 = 〈~x, (f−1 ◦ f)(~y))〉 = 〈~x, Id(~y))〉 = 〈~x, ~y 〉

Εποµένως ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία. �

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθεί ότι :

〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀ ~x ∈ E ⇐⇒ f∗ = −f

Αν f∗ = −f , ποιές είναι οι πραγµατικές ιδιοτιµές της f ;

Λύση. ΄Εστω f∗ = −f και ~x ∈ E. Τότε :〈
f(~x), ~x

〉
=
〈
~x, f∗(~x)

〉
=

〈
~x,−f(~x)

〉
= −

〈
~x, f(~x)

〉
= −

〈
f(~x), ~x

〉
=⇒ 2 ·

〈
f(~x), ~x

〉
= 0 =⇒

〈
f(~x), ~x

〉
= 0

Αντίστροφα έστω 〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀ ~x ∈ E. Τότε για κάθε ~x, ~y ∈ E έχουµε:
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〈
f(~x+ ~y), ~x+ ~y

〉
= 0 =⇒

〈
f(~x), ~x

〉
+
〈
f(~x), ~y

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
+
〈
f(~y), ~y

〉
= 0

=⇒
〈
f(~x), ~y

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
~x, f∗(~y)

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
f∗(~y), ~x

〉
+
〈
f(~y), ~x

〉
= 0

=⇒
〈
f∗(~y) + f(~y), ~x

〉
= 0, ∀~x ∈ E

=⇒ f∗(~y) = −f(~y), ∀~x ∈ E

=⇒ f∗ = −f

Υποθέτουµε ότι f∗ = −f και έστω λ ∈ R µια ιδιοτιµή του f . Συνεπώς υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα
~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = λ~x. Τότε :

0 =
〈
f(~x), ~x

〉
=
〈
λ~x, ~x

〉
=⇒


λ ·
〈
~x, ~x

〉
= 0

~x 6= ~0
=⇒ λ = 0

Εποµένως αν f∗ = −f τότε η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή του f είναι : λ = 0. �

΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈 , 〉) καλείται αντισυµµετρικός αν και µόνον
αν ισχύει ότι : f∗ = −f .

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι ένας ενδοµορφισµός f : E −→ E του Ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης
(E, 〈 , 〉) είναι αντισυµµετρικός αν και µόνον αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµ-
µετρικός.

Λύση. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E. ΄Εστω MB

B (f) = A = (aij) ο πίνακας του f
στην B. Γνωρίζουµε τότε ότι

MB
B (f∗) = tMB

B (f) = tA

Θα χρησιµοποιήσουµε το γνωστό αποτέλεσµα από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι ότι η απεικόνιση

Φ: L(E)−→Mn(R), f 7−→ Φ(f) = MB
B (f)

είναι ισοµορφισµός, όπου L(E) συµβολίζει τον R-διανυσµατικό χώρο των ενδοµορφισµών του E.
«=⇒» ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αντισυµµετρικός, δηλαδή f∗ = −f . Τότε ϑα έχουµε:

tMB
B (f) = MB

B (f∗) = MB
B (−) = −MB

B (f) =⇒ tA = −A

δηλαδή ο πίνακας A = MB
B (f) είναι αντισυµµετρικός.

«⇐=» ΄Εστω ότι ο πίνακας A = MB
B (f) του ενδοµορφισµού f στην ορθοκανονική ϐάση B είναι αντισυµµε-

τρικός, δηλαδή tA = −A. Τότε ϑα έχουµε:

MB
B (f∗) = tMB

B (f) = tA = −A = −MB
B (f) = MB

B (−f) =⇒ f∗ = −f

δηλαδή ο ενδοµορφισµός f είναι αντισυµµετρικός. �
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΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο. ΄Εστω
f : R3 −→ R3 ο µοναδικός ενδοµορφισµός του οποίου ο πίνακας στην κανονική ϐάση του R3 είναι ο πίνακας

A =

2 1 4
3 0 3
4 2 1


Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗ : R3 −→ R3 του f .

Λύση. Γνωρίζουµε ότι ο πίνακας της f∗ σε µια ορθοκανονική ϐάση B είναι ο ανάστροφος του πίνακα της f
στην B, δηλαδή

Μ
B
B(f∗) = t

Μ
B
B(f)

Επειδή η κανονική ϐάση B =
{

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
}

του R3 είναι ορθοκανονική έπεται ότι

Μ
B
B(f∗) = t

Μ
B
B(f) = tA =

2 3 4
1 0 2
4 3 1


΄Εστω (x, y, z) ∈ R3. Τότε γνωρίζουµε ότι f(x, y, z) = (x′, y′, z′), όπου:x′y′
z′

 =

2 3 4
1 0 2
4 3 1

 ·
xy
z

 =⇒

x′y′
z′

 =

2x+ 3y + 4z
x+ 2z

4x+ 3y + z

 f∗(x, y, z) = (2x+3y+4z, x+2z, 4x+3y+z)

Εποµένως
f∗(x, y, z) =

(
2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z

)
∆εύτερος Τρόπος: Από το πίνακα A έχουµε ότι ο ενδοµορφισµός f ορίζεται ως εξής, ∀(x, y, z) ∈ R3:

f(x, y, z) =
(
2x+ y + 4z, 3x+ 3z, 4x+ 2y + z

)
΄Εστω (x, y, z), (x1, y1, z1) ∈ R3. Τότε έχουµε:〈

(x1, y1, z1), f
∗(x, y, z)

〉
=

〈
f(x1, y1, z1), (x, y, z)

〉
=

〈
(2x1 + y1 + 4z1, 3x1 + 3z1, 4x1 + 2y1 + z1), (x, y, z)

〉
= 2x1x+ y1x+ 4z1x+ 3x1y + 3z1y + 4x1z + 2y1z + z1z

= x1(2x+ 3y + 4z) + y1(x+ 2z) + z1(4x+ 3y + z)

=
〈
(x1, y1, z1), (2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z)

〉
για κάθε (x1, y1, z1) ∈ R3. ΄Αρα ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµνός f∗ : R3 −→ R3 του f ορίζεται ως εξής,
∀(x, y, z) ∈ R3:

f∗(x, y, z) =
(
2x+ 3y + 4z, x+ 2z, 4x+ 3y + z

)
�

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο. ΄Εστω
f : R3 −→ R3 ένας ενδοµορφισµός για τον οποίο ισχύει ότι :

f(1, 0, 1) = (1, 4, 1), f(1, 0,−1) = (−3, 0, 3), f(0, 1, 0) = (2,−1, 2)

Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗ : R3 −→ R3 του f .
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Λύση. ΄Οπως µπορούµε να διαπιστώσουµε εύκολα, το σύνολο C =
{

(1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 0)
}

αποτελεί
ϐάση του R3 η οποία όµως δεν είναι ορθοκανονική. ΄Αρα επειδή γνωρίζουµε τη τιµή της f στα διανύσµατα της
ϐάσης C, µπορούµε να προσδιορίσουµε τον πίνακα του f στη κανονική ϐάση B =

{
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
του R3. ΄Εχουµε: 

(1, 0, 0) = 1
2 · (1, 0, 1) + 1

2 · (1, 0,−1) + 0 · (0, 1, 0)

(0, 1, 0) = 0 · (1, 0, 1) + 0 · (1, 0,−1) + 1 · (0, 1, 0)

(0, 0, 1) = 1
2 · (1, 0, 1) + (−1

2) · (1, 0,−1) + 0 · (0, 1, 0)

και άρα 
f(1, 0, 0) = 1

2 · f(1, 0, 1) + 1
2 · f(1, 0,−1) = (12 , 2,

1
2) + (−3

2 , 0,
3
2) = (−1, 2, 2)

f(0, 1, 0) = 1 · f(0, 1, 0) = (2,−1, 2)

f(0, 0, 1) = 1
2 · f(1, 0, 1) + (−1

2) · f(1, 0,−1)) = (12 , 2,
1
2) + (32 , 0,−

3
2) = (2, 2,−1)

Εποµένως ο πίνακας του f στην κανονική ϐάση B του R3 είναι

A = Μ
B
B(f) =

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1


Υπενθυµίζουµε ότι
Θεωρία: ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E µεταξύ Ευκλείδειων χώρων πεπερασµένης διάστασης είναι αυ-
τοπροσαρτηµένος αν και µόνο αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση B του E είναι συµµετρικός,
δηλαδή:

f = f∗ ⇐⇒ Μ
B
B(f) = t

Μ
B
B(f)

Εποµένως επειδή ο πίνακας A είναι συµµετρικός έπεται ότι f = f∗ και άρα ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός
f∗ του f συµπόιπτει µε τον f : f∗ = f .

∆εύτερος Τρόπος: Παρατηρούµε ότι η ϐάση C είναι ορθογώνια αλλά όχι ορθοκανονική. Για να κάνουµε την C

ορθοκανονική διαιρούµε κάθε διάνυσµα της ϐάσης C µε το µήκος του και έτσι αποκτούµε την ορθοκανονική
ϐάση

D =

{
1√
2

(1, 0, 1),
1√
2

(1, 0,−1), (0, 1, 0)

}
Υπολογίζουµε τον ενδοµορφισµό f στην ορθοκανονική ϐάση D:

f
(

1√
2
(1, 0, 1)

)
= 1√

2
f(1, 0, 1) = 1√

2

(
1, 4, 1

)
f
(

1√
2
(1, 0,−1)

)
= 1√

2
f(1, 0,−1) = 1√

2

(
3, 0,−3

)
f
(
0, 0, 1

)
=
(
2,−1, 2

)
και κατόπιν εκφράζουµε τα διανύσµατα αυτά ως γραµµικό συνδυασµό της ορθοκανονικής ϐάσης D:

f
(

1√
2
(1, 0, 1)

)
= 1√

2

(
1, 4, 1

)
= 1 1√

2

(
1, 0, 1

)
+ 0 1√

2

(
1, 0,−1

)
+ 2
√

2
(
0, 1, 0

)
f
(

1√
2
(1, 0,−1)

)
= 1√

2

(
3, 0,−3

)
= 0 1√

2

(
1, 0, 1

)
− 3 1√

2

(
1, 0,−1

)
+ 0
√

2
(
0, 1, 0

)
f
(
0, 0, 1

)
=
(
2,−1, 2

)
= 2
√

2 1√
2

(
1, 0, 1

)
+ 0 1√

2

(
1, 0,−1

)
− 1
√

2
(
0, 1, 0

)
Εποµένως ο πίνακας της f στην ορθοκανονική ϐάση D είναι :
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Μ
B
B(f) =

 1 0 2
√

2
0 −3 0

2
√

2 0 −1


ο οποίος είναι συµµετρικός. Εποµένως ϑα έχουµε f∗ = f . �

΄Ασκηση 6. Στον Ευκλείδειο χώρο M2(R) εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : M2(R) −→ M2(R), f

(
x y
z w

)
=

(
x z
y w

)
Να εξετάσετε αν ο f είναι : (α) ισοµετρία, και (β) αυτοπροσαρτηµένος.

Λύση. ΄Εχουµε:

‖f
(
x y
z w

)
‖ = ‖

( x z
y w

)
‖ =

√
Tr[
( x z
y w

)
·
(
x y
z w

)
] =

√
Tr[
( x2+z2 xy+zw
yx+wz y2+w2

)
] =

√
x2 + y2 + z2 + w2

και

‖
(
x y
z w

)
‖ =

√
Tr[
(
x y
z w

)
·
( x z
y w

)
] =

√
Tr[
( x2+y2 xz+yw
zx+wy z2+w2

)
] =

√
x2 + y2 + z2 + w2

Εποµένως ο f είναι ισοµετρία.

Η κανονική ϐάση
B =

{
E1 =

(
1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)}
του Ευκλείδειου χώρου M2(R) είναι προφανώς ορθοκανονική. Τότε ο πίνακας της f στη ϐάση B είναι

f
(
1 0
0 0

)
=
(
1 0
0 0

)
= 1 · E1 + 0 · E2 + 0 · E3 + 0 · E4

f
(
0 1
0 0

)
=
(
0 0
1 0

)
= 0 · E1 + 0 · E2 + 1 · E3 + 0 · E4

f
(
0 0
1 0

)
=
(
0 1
0 0

)
= 0 · E1 + 1 · E2 + 0 · E3 + 0 · E4

f
(
0 0
0 1

)
=
(
0 0
0 1

)
= 0 · E1 + 0 · E2 + 0 · E3 + 1 · E4

=⇒ A = Μ
B
B(f) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A είναι A : ορθογώνιος =⇒ f : ισοµετρία

A : συµµετρικός =⇒ f : αυτοπροσαρτηµένος

΄Αρα ο f είναι ισοµετρία και f∗ = f . �

Η προηγούµενη ΄Ασκηση είναι ειδική περίπτωση της ακόλουθης ΄Ασκησης.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος Mn(R) ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό
γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό
f : Mn(R) −→ Mn(R), f(A) = tA

Τότε ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος και ισοµετρία.
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Λύση. Για κάθε n× n πίνακα A ϑα έχουµε:〈
f(A), f(A)

〉
=
〈
tA, tA

〉
= Tr(tA · t(tA)) = Tr(tA ·A)

Γνωρίζουµε ότι για την απεικόνιση ίχνους

Tr : Mn(R−→R, A 7−→ Tr(A), ισχύει ότι : Tr(A ·B) = Tr(B ·A)

Εποµένως η προηγούµενη σχέση γράφεται :〈
f(A), f(A)

〉
= Tr(tA ·A) = Tr(A · tA) =

〈
A,A

〉
και άρα ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε ότι (ϐλέπε την ΄Ασκηση 1):

f−1 = f∗ (∗)

Παρατηρούµε ότι, επειδή, ∀A ∈ Mn(R): f2(A) = f(f(A)) = f(tA) = t(tA) = A, ϑα έχουµε:

f2 = IdMn(R)

απ΄ όπου έπεται ότι

f−1 = f (∗∗)

Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) έπεται ότι :

f∗ = f

και άρα ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος. �

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f , g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Αν λ, µ ∈ R, να δειχθούν τα εξής :

(1)

0∗ = 0 και Id∗E = IdE

(2)

(λf + µg)∗ = λf∗ + µg∗

(3)

(f∗)∗ = f

Λύση. (1) Θα έχουµε:

∀~x, ~y ∈ E : 〈~x, Id∗E(~y)〉 = 〈IdE(~x), ~y〉 = 〈~x, ~y〉 =⇒ ∀~y ∈ E : Id∗E(~y) = ~y =⇒ Id∗E = IdE

∀~x, ~y ∈ E : 〈~x, 0∗E(~y)〉 = 〈0E(~x), ~y〉 = 〈~0, ~y〉 = 0 =⇒ ∀~y ∈ E : 0∗E(~y) ∈ E⊥ =
{
~0
}

=⇒ 0∗E = 0E
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(2) ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε : 〈
~x, (λf + µg)∗(~y)

〉
=

〈
(λf + µg)(~x), ~y

〉
=

〈
λf(~x) + µg(~x), ~y

〉
=

〈
λf(~x), ~y

〉
+
〈
µg(~x), ~y

〉
= λ

〈
f(~x), ~y

〉
+ µ

〈
g(~x), ~y

〉
= λ

〈
~x, f∗(~y)

〉
+ µ

〈
~x, g∗(~y)

〉
=

〈
~x, λf∗(~y)

〉
+
〈
~x, µg∗(~y)

〉
=

〈
~x, λf∗(~y) + µg∗(~y)

〉
=

〈
~x, (λf∗ + µg∗)(~y)

〉
Εφόσον η παραπάνω ισότητα ισχύει για κάθε ~x ∈ E τότε προκύπτει ότι

(λf + µg)∗(~y) = (λf∗ + µg∗)(~y), ∀~y ∈ E =⇒ (λf + µg)∗ = λf∗ + µg∗

(3) Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε:〈
~x, (f∗)∗(~y)

〉
=
〈
f∗(~x), ~y

〉
=
〈
~x, f(~y)

〉
, ∀~x ∈ E

και άρα (f∗)∗(~y) = f(~y) για κάθε ~y ∈ E. Εποµένως : (f∗)∗ = f . �

΄Ασκηση 9. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f , g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)
(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

(2) Ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον ο ενδοµορφισµός f∗ είναι ισοµορφισµός, και τότε :

(f∗)−1 = (f−1)∗

Λύση. (1) Για τυχόντα διανύσµατα ~x, ~y ∈ E, ϑα έχουµε:

〈~x, (f ◦ g)∗(~y)〉 = 〈(f ◦ g)(~x), ~y〉 = 〈f(g(~x)), ~y〉 = 〈g(~x), f∗(~y)〉 = 〈~x, g∗(f∗(~y))〉 = 〈~x, (g∗ ◦ f∗)(~y)〉

Επειδή η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε ~x ∈ E, έπεται ότι : (f ◦ g)∗(~y) = g∗(f∗(~y)) = (g∗ ◦ f∗)(~y),
∀~y ∈ E. Εποµένως :

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

(2) Αν ο f είναι ισοµορφισµός, τότε επειδή f ◦ f−1 = IdE = f−1 ◦ f , από το µέρος (1) και λαµβάνοντας υπ΄
όψιν ότι Id∗E = IdE, ϑα έχουµε:

(f ◦ f−1)∗ = Id∗E = (f−1 ◦ f)∗ =⇒ (f−1)∗ ◦ f∗ = IdE = f∗ ◦ (f−1)∗

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι η f∗ είναι ισοµορφισµός και

(f∗)−1 = (f−1)∗
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Αντίστροφα αν η f∗ είναι ισοµορφισµός, τότε υπάρχει ενδοµορφισµός g : E −→ E έτσι ώστε :

f∗ ◦ g = IdE = g ◦ f∗

δηλαδή g = f−1. Τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε:

(f∗ ◦ g)∗ = Id∗E = (g ◦ f∗)∗ =⇒ g∗ ◦ (f∗)∗ = IdE = (f∗)∗ ◦ g∗

Από την ΄Ασκηση 8, έχουµε (f∗)∗ = f και άρα η παραπάνω σχέση γράφεται :

g∗ ◦ f = IdE = f ◦ g∗

Τότε προφανώς η f είναι ισοµορφισµός, µε αντίστροφη την g∗ = (f−1)∗. �

΄Ασκηση 10. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E−→E ένας ενδοµορφι-
σµός του E. Να δειχθεί ότι δύο από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες συνεπάγουν την τρίτη συνθήκη:

(1) Ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία.
(2) Ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος.
(3) f2 = IdE.

Ιδιαίτερα, για έναν πίνακα A ∈ Mn(R), δύο από τις ακόλουθες τρεις συνθήκες συνεπάγουν την τρίτη συνθήκη:

(1) Ο πίνακας A είναι ορθογώνιος.
(2) Ο πίνακας A είναι συµµετρικός.
(3) A2 = In.

Λύση. • (1) + (2) =⇒ (3) ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος, δηλαδή f∗ = f , και
ισοµετρία. Από την ΄Ασκηση 1 τότε ϑα έχουµε f∗ ◦ f = IdE και εποµένως f ◦ f = f2 = IdE.
• (2) + (3) =⇒ (1) ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος, δηλαδή f∗ = f , και ισχύει ότι
f2 = IdE. Τότε IdE = f ◦ f = f∗ ◦ f και τότε από την ΄Ασκηση 1 έπεται ότι ο ενδοµορφισµός f είναι
ισοµετρία.
• (1) + (3) =⇒ (2) ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία, δηλαδή σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 1

έχουµε f∗ ◦ f = IdE, και ισχύει ότι f2 = IdE, δηλαδή f ◦ f = IdE. Από την τελευταία σχέση τότε έπεται
ότι ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός και f−1 = f , και από τη σχέση f∗ ◦ f = IdE έπεται ότι ο
ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός και f−1 = f∗. ΄Αρα f∗ = f−1 = f , δηλαδή ο ενδοµορφισµός f
είναι αυτοπροσαρτηµένος.

Αν A ∈ Mn(R), ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X

του οποίου ο πίνακας στην κανονική ϐάση του Rn, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A. Εργαζόµενοι
µε τον ενδοµορφισµό fA, ο ισχυρισµός του δεύτερου µέρους της ΄Ασκησης προκύπτει από το πρώτο µέρος,
χρησιµοποιώντας ότι : (α) ένας ενδοµορφισµός f ενός Ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης E είναι
αυτοπροσαρτηµένος αν και µόνον αν ο πίνακας του A σε µια ορθοκανονική ϐάση B είναι συµµετρικός,
(ϐ) ο ενδοµορφισµός είναι ισοµετρία αν και µόνον αν ο πίνακας του A σε µια ορθοκανονική ϐάση B είναι
ορθογώνιος, και (γ) f2 = IdE αν και µόνον αν A2 = MB

B (f)2 = In. �

΄Ασκηση 11. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω ο R-διανυσµατικός
χώρος

L(E) =
{
f : E−→E | f : ενδοµορφισµός του E

}
των ενδοµορφισµών του E. Να δειχθεί ότι ορίζοντας1

〈〈 , 〉〉 : L(E)× L(E) −→ R, 〈〈 f, g 〉〉 = Tr(f ◦ g∗)

1Το ίχνος Tr(h) ενός ενδοµορφισµού h : E−→E ορίζεται να είναι το ίχνος Tr(A) του πίνακα A του h σε µια ϐάση B του E. Επειδή,
όπως γνωρίζουµε από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι, όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ίχνος, αν C είναι µια άλλη ϐάση του E και αν B είναι ο
πίνακας του h στην C, τότε Tr(A) = Tr(B).
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αποκτούµε ένα εσωτερικό γινόµενο στον R-διανυσµατικό χώρο L(E) και άρα το Ϲεύγος (L(E), 〈〈, 〉〉) είναι ένας
Ευκλείδειος χώρος. Επιπλέον να δειχθεί ότι οι Ευκλείδειοι χώροι (L(E), 〈〈, 〉〉) και (Mn(R), 〈, 〉), όπου 〈A,B〉 =
Tr(A · tB), είναι ισοµετρικά ισόµορφοι.

Λύση. ΄Εστω f, g, h : E−→E και k ∈ R.
(1) Θεωρούµε την απεικόνιση

Tr : L(E)−→R, f 7−→ Tr(f) = Tr(A)

όπου A = MB
B (f) είναι ο πίνακας του f σε µια ϐάση B του E. Γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση Tr είναι

γραµµική. ΄Εστω B µια ορθοκανονική ϐάση του E και έστω:

A = MB
B (f), B = MB

B (g), C = MB
B (h)

Τότε γνωρίζουµε ότι :

MB
B (f + g) = MB

B (f) +MB
B (g) = A+B, MB

B (kf) = kMB
B (f) = kA, MB

B (f ◦ g) = MB
B (f) ·MB

B (g) = A ·B
και τότε :

Tr(f ◦ g) = Tr(MB
B (f ◦ g)) = Tr(A ·B) = Tr(B ·A) = Tr(MB

B (g ◦ f)) = Tr(g ◦ f)

Τέλος επειδή MB
B (f∗) = tMB

B (f), ϑα έχουµε:

Tr(f∗) = Tr(MB
B (f∗) = Tr(tMB

B (f)) = Tr(MB
B (f)) = Tr(f)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι για κάθε πίνακα A: Tr(tA) = Tr(A).

Με ϐάση τα παραπάνω, ϑα έχουµε:

〈〈 f + g, h 〉〉 = Tr(f + g) ◦ h∗) = Tr(f ◦ h∗ + g ◦ h∗) = Tr(f ◦ h∗) + Tr(g ◦ h∗) = 〈〈 f, h 〉〉+ 〈〈 g, h 〉〉
〈〈 kf, g 〉〉 = Tr((kf) ◦ g∗) = Tr(k(f ◦ g∗) = kTr(f ◦ g∗) = k 〈〈 f, g 〉〉

〈〈 f, g 〉〉 = Tr(f ◦ g∗) = Tr((f ◦ g∗)∗) = Tr((g∗)∗ ◦ f∗) = Tr(g ◦ f∗) = 〈〈 g, f 〉〉
〈〈 f, f 〉〉 = Tr(f ◦ f∗) = Tr(MB

B (f ◦ f∗)) = Tr(MB
B (f) ·MB

B (f∗)) = Tr(A · tA)

΄Οµως αν A = (aij), τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι :

Tr(A · tA) =

n∑
i,j=1

a2ij ≥ 0 και

και άρα:

Tr(A · tA) = 0 ⇐⇒
n∑

i,j=1

a2ij = 0 ⇐⇒ aij = 0, 1 ≤ i, j ≤ n ⇐⇒ A = MB
B (f) = O ⇐⇒ f = 0

Εποµένως :
〈〈 f, f 〉〉 ≥ 0, και 〈〈 f, f 〉〉 = 0 ⇐⇒ f = 0

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η απεικόνιση 〈〈, 〉〉 είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στον R-διανυσµατικό
χώρο L(E).

Γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση

Φ : L(E) −→ Mn(R), Φ(f) = MB
B (f)

είναι ένας ισοµορφισµός, όπου n = dimR E, και B είναι τυχούσα ϐάση του E. Υποθέτοντας ότι η ϐάση
B είναι ορθοκανονική, ϑα έχουµε:

〈Φ(f),Φ(f)〉 = 〈MB
B (f),MB

B (f)〉 = Tr
(
MB

B (f) · tMB
B (f)

)
= Tr

(
MB

B (f) ·MB
B (f∗)

)
=

= Tr
(
MB

B (f ◦ f∗)
)

= 〈〈 f, f 〉〉
Εποµένως ο ισοµορφισµός Φ είναι ισοµετρία. �
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΄Ασκηση 12. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. ΄Εστω

U =
{
f : E−→E | f∗ = f

}
και V =

{
f : E−→E | f∗ = −f

}
τα υποσύνολα του L(E) τα οποία αποτελούνται από τους αυτοπροσαρτηµένους και αντισυµµετρικούς ενδοµορφι-
σµούς αντίστοιχα.

(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα U και V είναι υπόχωροι του L(E).
(2) Να δειχθεί ότι

L(E) = U⊕ V και U⊥V

(3) Να δειχθεί ότι U⊥ = V και V⊥ = U.

Λύση. (1) ΄Εστω f1, f2 ∈ U, και g1, g2 ∈ V, και κ ∈ R. Τότε ϑα έχουµε:

f∗1 = f1, f∗2 = f2 και g∗1 = −g1, g∗2 = −g2
Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 8 ϑα έχουµε:

0∗E = 0E = −0E =⇒ 0E ∈ U και 0E ∈ V

(f1 − f2)∗ = f∗1 − f∗2 = f1 − f2 =⇒ f1 − f2 ∈ U

(g1 − g2)∗ = g∗1 − g∗2 = −g1 − (−g2) = −g1 + g2 = −(g1 − g2) =⇒ g1 − g2 ∈ V

(kf1)
∗ = kf∗1 = κf1 =⇒ kf1 ∈ U και (kg1)

∗ = kg∗1 = κ(−g1) = −(kg1) =⇒ kg1 ∈ V

Εποµένως τα υποσύνολα U και V είναι υπόχωροι του L(E).
(2) ΄Εστω f ∈ L(E). Θεωρούµε τους ενδοµορφισµούς

g =
f + f∗

2
: E −→ E, g(~x) =

f(~x) + f∗(~x)

2

h =
f − f∗

2
: E −→ E, h(~x) =

f(~x)− f∗(~x)

2
Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 8 ϑα έχουµε:

g∗ =

(
f + f∗

2

)∗
=
f∗ + (f∗)∗

2
=
f∗ + f

2
=
f + f∗

2
= g =⇒ g ∈ U

h∗ =

(
f − f∗

2

)∗
=
f∗ − (f∗)∗

2
=
f∗ − f

2
= −f − f

∗

2
= −h =⇒ h ∈ V

Επειδή

g + h =
f + f∗

2
+
f − f∗

2
= f

έπεται ότι : L(E) = U + V. ΄Εστω f ∈ U ∩ V. Τότε f∗ = f και f∗ = −f και εποµένως f = −f ,
δηλαδή 2f = 0. Τότε, ∀~x ∈ E: 2f(~x) = ~0 και άρα f(~x) = ~0, δηλαδή f = 0. Εποµένως U ∩ V = {0}.
Συνοψίζοντας δείξαµε ότι :

L(E) = U⊕ V

(3) ΄Εστω f ∈ U και g ∈ V. Τότε ϑα έχουµε:

f∗ = f και g∗ = −g
Θα έχουµε:

〈〈 f, g 〉〉 = Tr(f ◦ g∗) = Tr(f ◦ (−g) = Tr
(
− (f ◦ g)

)
= −Tr(f ◦ g) = −Tr(g ◦ f) = −Tr(g ◦ f∗) =

= −〈〈 g, f 〉〉 = −〈〈 f, g 〉〉 =⇒ 2 〈〈 f, g 〉〉 = 0 =⇒ 〈〈 f, g 〉〉 = 0

Εποµένως :
U⊥V

και το ευθύ άθροισµα L(E) = U⊕ V είναι ορθογώνιο ευθύ άθροισµα.
(4) Γνωρίζουµε ότι αν ένας Ευκλείδειος χώρος είναι το ορθογώνιο ευθύ άθροισµα δύο υπόχωρών του, τότε

ο ένας υπόχωρος είναι το ορθογώνιο συµπλήρωµα του άλλου. Εποµένως, επειδή L(E) = U ⊕ V, ϑα
έχουµε U = V⊥ και V = U⊥. �
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΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω ο R-διανυσµατικός
χώρος

L(E) =
{
f : E−→E | f : ενδοµορφισµός του E

}
των ενδοµορφισµών του E. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός

Φ: L(E)−→L(E), Φ(f) = f∗

είναι αυτοπροσαρτηµένος και ισοµετρία, όπου ο Ευκλείδειος χώρος L(E) είναι εφοδιασµένος µε το εσωτερικό
γινόµενο της ΄Ασκησης 11.

Λύση. ΄Εστω f, g ∈ L(E) και k ∈ R. Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 8, ϑα έχουµε:

Φ(f + g) = (f + g)∗ = f∗ + g∗ = Φ(f) + Φ(g)

Φ(kf) = (kf)∗ = kf∗ = kΦ(f)

και εποµένως η απεικόνιση Φ είναι ένας ενδοµορφισµός του L(E). Για κάθε f, g ∈ L(E), ϑα έχουµε

〈〈Φ(f),Φ(g) 〉〉 = 〈〈 f∗, g∗ 〉〉 = Tr(f∗ ◦ (g∗)∗) = Tr(f∗ ◦ g) = Tr(g ◦ f∗) = 〈〈 g, f 〉〉 = 〈〈 f, g 〉〉

και εποµένως ο ενδοµορφισµός Φ είναι ισοµετρία.

Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 8, ϑα έχουµε ∀f ∈ L(E):

Φ2(f) = Φ(Φ(f)) = Φ(f∗) = (f∗)∗ = f =⇒ Φ2 = IdL(E)

Εποµένως η ισοµετρία Φ ικανονποιεί τη σχέση Φ2 = IdL(E) και τότε από την ΄Ασκηση 10 προκύπτει ότι ο
ενδοµορφισµός Φ είναι αυτοπροσαρτηµένος. �

΄Ασκηση 14. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό
χώρο

E∗ =
{
φ : E−→R | φ : γραµµική

}
(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ: E−→E∗, Φ(~x) = 〈~x,−〉, όπου 〈~x,−〉(~y) = 〈~x, ~y〉

είναι ισοµορφισµός.
(2) Να ορισθεί επί του E∗ κατάλληλο εσωτερικό γινόµενο έτσι ώστε ο ισοµορφισµός Φ να είναι ισοµετρία.

Λύση. (1) Χρησιµοποιώντας τις ϐασικές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου, ϑα έχουµε, ∀~x, ~y ∈ E, ∀k ∈
R:

Φ(~x+ ~y) = 〈~x+ ~y,−〉 = 〈~x,−〉+ 〈~y,−〉 = Φ(~x) + Φ(~y)

όπου η δεύτερη ισότητα προέκυψε διότι, ∀~z ∈ E: 〈~x + ~y, ~z〉 = 〈~x, ~z〉 + 〈~y, ~z〉, και άρα 〈~x + ~y,−〉 =
〈~x,−〉+ 〈~y,−〉. Επίσης, ∀k ∈ R:

Φ(k~x) = 〈k~x,−〉 = k〈~x,−〉 = kΦ(~x)

όπου η δεύτερη ισότητα προέκυψε διότι, ∀~z ∈ E: 〈k~x, ~z〉 = k〈~x, ~z〉, και άρα 〈k~x,−〉 = k〈~x,−〉.
Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι γραµµική.

΄Εστω ~x ∈ E έτσι ώστε Φ(~x) = ~0. Τότε 〈~x,−〉 = 0, δηλαδή ∀~z ∈ E: 〈~x, ~z〉 = 0. Επιλέγοντας ~z = ~x,
έχουµε 〈~x, ~x〉 = ‖~x‖2 = 0 και εποµένως ~x = ~0. Αυτό δείχνει ότι η γραµµική απεικόνιση Φ είναι
µονοµορφισµός. Από το Λήµµα του Riesz, έπεται ότι για κάθε στοιχείο φ ∈ E∗, δηλαδή για κάθε
γραµική απεικόνιση φ : E−→R, υπάρχει (µοναδικό) διάνυσµα ~x ∈ E έτσι ώστε φ(~z) = 〈~x, ~z〉, ∀~z ∈ E.
∆ηλαδή Φ(~x) = φ και η γραµµική απεικόνιση Φ είναι επιµορφισµός. Συνοψίζοντας δείξαµε ότι η
γραµµική απεικόνιση Φ είναι ισοµορφισµός.
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(2) ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E. Ορίζουµε απεικόνιση

〈〈 , 〉〉 : E∗ × E∗−→R, 〈〈φ, ψ 〉〉 =
n∑

i=1

φ(~ei)ψ(~ei) = φ(~e1)ψ(~e1) + φ(~e2)ψ(~e2) + · · ·+ φ(~en)ψ(~en)

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉 είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E∗. Για κάθε φ, ψ, χ ∈ E και για
κάθε k ∈ R, ϑα έχουµε:

〈〈φ+ ψ, χ 〉〉 =
n∑

i=1

(φ+ ψ)(~ei)χ(~ei) =
n∑

i=1

(φ(~ei) + ψ(~ei))χ(~ei) =
n∑

i=1

(
φ(~ei)χ(~ei) + ψ(~ei)χ(~ei)

)
=

=
n∑

i=1

φ(~ei)χ(~ei) +
n∑

i=1

ψ(~ei)χ(~ei) = 〈〈φ, χ 〉〉+ 〈〈ψ, χ 〉〉

〈〈 kφ, ψ 〉〉 =
n∑

i=1

(kφ)(~ei)ψ(~ei) =
n∑

i=1

kφ(~ei)ψ(~ei) = k

(
n∑

i=1

φ(~ei)ψ(~ei)

)
= k 〈〈φ, ψ 〉〉

〈〈φ, ψ 〉〉 =

n∑
i=1

φ(~ei)ψ(~ei) =

n∑
i=1

ψ(~ei)φ(~ei) = 〈〈ψ, φ 〉〉

〈〈φ, φ 〉〉 =
n∑

i=1

φ(~ei)φ(~ei) =
n∑

i=1

φ(~ei)
2 ≥ 0

και

〈〈φ, φ 〉〉 = 0 =⇒
n∑

i=1

φ(~ei)
2 = 0 =⇒ φ(~ei)

2 = 0, 1 ≤ i ≤ n, =⇒ φ(~ei) = 0, 1 ≤ i ≤ n

Τότε όµως φ = 0, διότι για κάθε διάνυσµα ~x = x1~e1 + · · · + xn~en ∈ E, ϑα έχουµε: φ(~x) = x1φ(~e1) +
· · ·+ xn~en) = 0. Εποµένως η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉 είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E∗.

Τέλος ϑα έχουµε, ∀~x, ~y ∈ E:

〈〈Φ(~x),Φ(~y) 〉〉 = 〈〈 〈~x,−〉, 〈~y,−〉 〉〉 =
n∑

i=1

〈~x,~ei〉 〈~y,~ei〉

Γνωρίζουµε όµως ότι αν ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · · + xn~en είναι η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων της ορθοκανονική ϐάσης B, τότε xi = 〈~x,~ei〉, 1 ≤ i ≤ n, και τότε :

〈~x, ~y 〉 =

〈
n∑

i=1

〈~x,~ei〉~ei,
n∑

i=1

〈~x,~ei〉~ei

〉
=

n∑
i=1

〈~x,~ei〉 〈~y,~ei〉

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

〈〈Φ(~x),Φ(~y) 〉〉 = 〈~x, ~y 〉
και εποµένως ο ισοµορφισµός Φ είναι µια ισοµετρία. �

΄Ασκηση 15. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E ένας αντισυµµε-
τρικός ενδοµορφισµός ενδοµορφισµός του E, δηλαδή: f∗ = −f .

(1) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός

IdE + f : E −→ E,
(
IdE + f

)
(~x) = ~x+ f(~x)

είναι ισοµορφισµός.
(2) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός(

IdE − f
)
◦
(
IdE + f

)−1
: E −→ E

είναι ισοµετρία.
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Λύση. Επειδή f∗ = −f από την ΄Ασκηση 2 γνωρίζουµε ότι 〈f(~x), ~x〉 = 0, ∀~x ∈ E, και η µοναδική πραγµατική
ιδιοτιµή του f είναι η λ = 0.

(1) Υποθέτουµε αντίθετα ότι ο ενδοµορφισµός IdE + f : E −→ E δεν είναι ισοµορφισµός. Τότε ο πυρήνας
της IdE + f δεν είναι ο τετριµένος, δηλαδή Ker(IdE + f) 6= {~0} και άρα υπάρχει ένα µη-µηδενικό
διάνυσµα ~u ∈ E έτσι ώστε

(IdE + f)(~u) = 0 =⇒ ~u+ f(~u) = 0 =⇒ f(~u) = −~u

Συνεπώς: λ = −1 αποτελεί ιδιοτιµή της f . Αυτό όµως είναι άτοπο διότι η µοναδική πραγµατική
ιδιοτιµή του f είναι η λ = 0. Εποµένως ο ενδοµορφισµός IdE + f : E −→ E είναι ισοµορφισµός.

(2) Επειδή από το µέρος (1), ο ενδοµορφισµός IdE + f : E −→ E είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι ορίζεται
ο ενδοµορφισµός (IdE + f)−1 : E −→ E.

΄Εστω ~x ∈ E. Θα δείξουµε ότι

‖~x‖2 =
∥∥((IdE − f) ◦ (IdE + f)−1

)
(~x)
∥∥2

Επςειδή ο ενδοµορφισµός IdE + f : E −→ E είναι ισοµορφισµός έχουµε: ~x = (IdE + f)(~y) για κάποιο
~y ∈ E. Εποµένως από τη παραπάνω σχέση αρκεί να δείξουµε ότι

‖(IdE + f)(~y)‖2 =
∥∥((IdE − f) ◦ (IdE + f)−1 ◦ (IdE + f)

)
(~y)
∥∥2 = ‖(IdE − f)(~y)‖2

΄Εχουµε:

‖(IdE + f)(~y)‖2 =
〈
(IdE + f)(~y), (IdE + f)(~y)

〉
=

〈
~y + f(~y), ~y + f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉

+
〈
f(~y), f(~y)

〉
+ 2

〈
~y, f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉

+
〈
f(~y), f(~y)

〉
διότι

〈
~y, f(~y)

〉
= 0, για κάθε ~y ∈ E, από την ΄Ασκηση 2. Παρόµοια υπολογίζουµε :

‖(IdE − f)(~y)‖2 =
〈
(IdE − f)(~y), (IdE − f)(~y)

〉
=

〈
~y − f(~y), ~y − f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉

+
〈
f(~y), f(~y)

〉
− 2

〈
~y, f(~y)

〉
=

〈
~y, ~y
〉

+
〈
f(~y), f(~y)

〉
Συνεπώς καταλήγουµε ότι :

‖(IdE + f)(~y)‖2 = ‖(IdE − f)(~y)‖2

και άρα ο ενδοµορφισµός (IdE − f) ◦ (IdE + f)−1 : E −→ E είναι ισοµετρία. �

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας αντισυµµετρικός n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών.

(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας In +A είναι αντιστρέψιµος.
(2) Να δειχθεί ότι ο πίνακας (In −A)(In +A)−1 είναι ορθογώνιος.

Λύση. Θεωροούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X
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του οποίου ο πίνακας στην κανονική ϐάση B του Rn, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A. Επειδή ο
πίνακας A είναι αντισυµµετρικός, από την ΄Ασκηση 3, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός fA είναι αντισυµµετρικός :
fA = −fA.

Από την ΄Ασκηση 15 έπεται ότι ο ενδοµορφισµός IdRn +fA είναι ισοµορφισµός και ο ενδοµορφισµός (IdRn−
fA) ◦ (IdRn + fA)−1 είναι ισοµετρία. Τότε όµως ϑα έχουµε ότι ο πίνακας MB

B (IdRn + fA) είναι αντιστρέψιµος
και ο πίνακας MB

B

(
(IdRn − fA) ◦ (IdRn + fA)−1

)
είναι ορθογώνιος. Επειδή

MB
B (IdRn + fA) = MB

B (IdRn) +MB
B (fA) = In +A

και
MB

B

(
(IdRn − fA) ◦ (IdRn + fA)−1

)
= MB

B

(
IdRn − fA

)
·MB

B

(
(IdRn + fA)−1

)
=

=
(
MB

B (IdRn)−MB
B (fA)

)
·MB

B

(
(IdRn + fA)

)−1
= (In −A) · (In +A)−1

έπεται ότι ο πίνακας In +A είναι αντιστρέψιµος και ο πίνακας (In −A)(In +A)−1 είναι ορθογώνιος. �

΄Ασκηση 17 (Μηδενοδύναµος + Συµµετρικός = Μηδενικός). (1) ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπε-
ϱασµένης διάστασης και f : E −→ E ένας αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός. Να δειχθεί ότι αν fm = 0,
τότε f = 0.

(2) Αν A ∈ Mn(R) είναι ένας συµµετρικός πίνακας και Am = O, να δειχθεί ότι A = O.

Λύση. (1) ΄Εστω A = MB
B (f) ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση B του E. Τότε ο πίνακας A είναι

συµµετρικός και από το Φασµατικό Θεώρηµα γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας P έτσι
ώστε

tP ·A · P =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn


όπου λi ∈ R είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα A, ισοδύναµα του f . Τότε

(tP ·A · P )m = tP ·Am · P =

λ
m
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λmn


όπου λmi είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα Am. Επειδή fm = 0 έπεται προφανώς ότι Am = 0 και άρα
λmi = 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Τότε λi = 0 και άρα MB

B (f) = A = 0. Εποµένως έχουµε: f = 0.

∆εύτερος Τρόπος: Από το Φασµατικό Θεώρηµα υπάρχει ορθοκανονική ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · ·~en

}
του

E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f :

f(~ei) = λi · ~ei, 1 ≤ i ≤ n

Τότε προφανώς, ∀k ≥ 1: fk(~ei) = λki · ~ei. Εποµένως ~0 = fm(~ei) = λmi · ~ei, 1 ≤ i ≤ n, και άρα λmi = 0

ή ισοδύναµα λi = 0, 1 ≤ i ≤ n, διότι ~ei 6= ~0. Εποµένως, 1 ≤ i ≤ n: f(~ei) = ~0. Τότε προφανώς f = 0
διότι η f µηδενίζει κάθε διάνυσµα της ϐάσης B.

(2) Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X

ο οποίος είναι αυτοπροσαρτηµένος διότι ο πίνακας A του fA στην κανονική ϐάση του Rn, η οποία είναι
ορθοκανονική, είναι συµµετρικός. Επειδή Am = O, ϑα έχουµε fmA = fAm = 0, και τότε από το µέρος
(1) τότε προκύπτει ότι fA = 0 και αυτό σηµαίνει ότι A = O. �
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΄Ασκηση 18. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)
Ker(f∗) = Im(f)⊥

(2)
Ker(f) = Im(f∗)⊥

(3)
Im(f∗) = Ker(f)⊥

(4)
Im(f) = Ker(f∗)⊥

(5) Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

f(V) ⊆ V ⇐⇒ f∗(V⊥) ⊆ V⊥

Λύση. (1) ΄Εχουµε:

Im(f)⊥ =
{
~x ∈ E |

〈
~y, ~x
〉

= 0 για κάθε ~y ∈ Im(f)
}

=
{
~x ∈ E |

〈
f(~z), ~x

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E |

〈
~z, f∗(~x)

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E | f∗(~x) = ~0

}
= Ker (f∗)

(2) ΄Εχουµε:

Im(f∗)⊥ =
{
~x ∈ E |

〈
~x, ~y
〉

= 0 για κάθε ~y ∈ Im(f∗)
}

=
{
~x ∈ E |

〈
~x, f∗(~z)

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E |

〈
f(~x), ~z

〉
= 0 για κάθε ~z ∈ E

}
=

{
~x ∈ E | f(~x) = ~0

}
= Ker (f)

(3) Από το µέρος (2) έπεται ότι :

Im(f∗) = (Im(f∗)⊥)⊥ = Ker (f)⊥

(4) Χρησιµοποιώντας το µέρος (1) έχουµε:

Im (f) = (Im (f)⊥)⊥ = Ker (f∗)⊥

(5) Υποθέτουµε ότι f(V) ⊆ V και έστω ~x ∈ V⊥. Θα δείξουµε ότι f∗(~x) ∈ V⊥. ΄Εστω ~v ∈ V. Τότε〈
~v, f∗(~x)

〉
=
〈
f(~v), ~x

〉
= 0

διότι ~x ∈ V⊥ και f(~v) ∈ V. Συνεπώς:

f∗(V⊥) ⊆ V⊥

Υποθέτουµε αντίστροφα ότι f∗(V⊥) ⊆ V⊥, δηλαδή
〈
~v, f∗(~x)

〉
= 0 για κάθε ~v ∈ V και ~x ∈ V⊥. Τότε :〈

~v, f∗(~x)
〉

= 0, ∀~x ∈ V⊥ =⇒
〈
f(~v), ~x

〉
= 0, ∀~x ∈ V⊥ =⇒ f(~v) ∈ (V⊥)⊥ = V

και άρα
f(V) ⊆ V �
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΄Ασκηση 19. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθούν τα εξής :

(1)
r(f) = r(f∗)

(2)
Ker(f) = Ker(f∗ ◦ f) και Ker(f∗) = Ker(f ◦ f∗)

(3)
r(f∗ ◦ f) = r(f) = r(f∗) = r(f ◦ f∗)

Λύση. (1) ΄Εχουµε: r(f) = dimR Im(f) και r(f∗) = dimR Im(f∗). Από την ΄Ασκηση 18 έχουµε ότι :
Im(f∗) = Ker(f)⊥, και τότε :

r(f∗) = dimR Im(f∗) = dimR Ker(f)⊥ = dimRE− dimR Ker(f) = dimR Im(f) = r(f)

(2) ΄Εστω ~x ∈ Ker(f), δηλαδή f(~x) = ~0. Τότε f∗(f(~x)) = (f∗ ◦ f)(~0) = ~0 και εποµένως ~x ∈ Ker(f∗ ◦ f).
΄Αρα Ker(f) ⊆ Ker(f∗ ◦ f). Αντίστροφα, έστω ~x ∈ Ker(f∗ ◦ f), δηλαδή (f∗ ◦ f)(~0) = ~0. Τότε :

0 = 〈~x, (f∗ ◦ f)(~0)〉 = 〈~x, f∗(f(~0))〉 = 〈f(~x), f(~x)〉 = ‖f(~x)‖2 =⇒ f(~x) = ~0

δηλαδή ~x ∈ Ker(f) και εποµένως Ker(f∗ ◦ f) ⊆ Ker(f). Αππο τις παραπάνω σχέσεις προκύοτει ότι :

Ker(f) = Ker(f∗ ◦ f)

Απο την τελευταία σχέση, χρησιµοποιώντας ότι f∗∗ = f , ϑα έχουµε:

Ker(f∗) = Ker(f∗∗ ◦ f∗) = Ker(f ◦ f∗)
(3) Χρησιµοποιώντας το µέρος (2), Θα έχουµε:

r(f∗ ◦ f) = dimR Im(f∗ ◦ f) = dimRE− dimR Ker(f∗ ◦ f) = dimRE− Ker(f) = dimR Im(f) = r(f)

r(f ◦ f∗) = dimR Im(f ◦ f∗) = dimRE− dimR Ker(f ◦ f∗) = dimRE− Ker(f∗) = dimR Im(f∗) = r(f∗)

και ο ισχυρισµός του µέρους (3) προκύπτει από το µέρος (1). �

΄Ασκηση 20. ΄Εστω A ∈ Mn(R). Να δειχθεί ότι :

r(A · tA) = r(tA ·A) = r(A) = r(tA)

Λύση. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X
Γνωρίζουµε τότε ότι f∗A = ftA, και

r(fA) = r(A) και r(f∗A) = r(ftA) = r(tA)

΄Αρα από την ΄Ασκηση 19, έπεται ότι r(A) = r(tA). ΄Εστω B η κανονική ϐάση του Rn. Τότε :

MB
B (f∗A ◦ fA) = MB

B (f∗A) ·MB
B (fA) = tA ·A και MB

B (fA ◦ f∗A) = MB
B (fA) ·MB

B (f∗A) = A · tA

Επειδή r(fA) = r(MB
B (fA) και r(f∗A) = r(MB

B (f∗A), από τις παραπάνω σχέσεις, και την ΄Ασκηση 19, ϑα
έχουµε:

r(A · tA) = r(A) = r(tA) = r(tA ·A) �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E −→ E ένας ενδοµορ-
ϕισµός του E. Να δειχθεί ότι για κάθε k,m ∈ N:

(f∗ ◦ f)k = 0 ⇐⇒ f = 0 ⇐⇒ (f ◦ f∗)m = 0
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Λύση. Προφανώς αν f = 0, τότε f∗ ◦ f = 0 = f ◦ f∗ και εποµένως, ∀k,m ∈ N: (f∗ ◦ f)k = 0 = (f ◦ f∗)m.

΄Εστω (f∗ ◦f)k = 0, για κάποιο k ≥ 1. Ο ενδοµορφισµός f∗ ◦f είναι αυτοπροσαρτηµένος, διότι : (f∗ ◦f)∗ =
f∗ ◦ (f∗)∗ = f∗ ◦ f . Εποµένως από την ΄Ασκηση 17, έπεται ότι

f∗ ◦ f = 0

Τότε για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E:

0 = 〈~x, (f∗ ◦ f)(~x)〉 = 〈~x, f∗(f(~x))〉 = 〈f(~x), f(~x)〉 = ‖f(~x)‖2 =⇒ f(~x) = ~0

Εποµένως f = 0.

Παρόµοια, έστω (f ◦ f∗)m = 0, για κάποιο m ≥ 1. Ο ενδοµορφισµός f ◦ f∗ είναι αυτοπροσαρτηµένος,
διότι : (f ◦ f∗)∗ = (f∗)∗ ◦ f∗ = f ◦ f∗. Εποµένως από την ΄Ασκηση 17, έπεται ότι

f ◦ f∗ = 0

Τότε για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E:

0 = 〈(f ◦ f∗)(~x, ~x〉 = 〈f(f∗(~x)), ~x〉 = 〈f∗(~x), f∗(~x)〉 = ‖f∗(~x)‖2 =⇒ f∗(~x) = ~0

Εποµένως f∗ = 0. Τότε όµως f = (f∗)∗ = 0. �

΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E καλείται
κανονικός, αν :

f ◦ f∗ = f∗ ◦ f
Για παράδειγµα κάθε αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E είναι προφανώς κανονικός.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E −→ E ένας κανονικός
ενδοµορφισµός του E.

(1) Να δειχθεί ότι : ∀~x ∈ E:

‖f∗(~x)‖ = ‖f(~x)‖
(2) Να δειχθεί ότι αν P (t) ∈ R[t] είναι ένα πολυώνυµο, τότε ο πολυωνυµικός ενδοµορφσιµός P (f) είναι

κανονικός.
(3) Να δειχθεί ότι :

Ker(f) ∩ Im(f) =
{
~0
}

(4) Αν ο f είναι µηδενοδύναµος, δηλαδή fm = 0, για κάποιο m ∈ N, τότε : f = 0.

Λύση. (1) Χρησιµοποιώντας ότι (f∗)∗ = f , για κάθε ∀~x ∈ E, ϑα έχουµε:

‖f∗(~x)‖2 = 〈f∗(~x), f∗(~x)〉 = 〈~x, (f∗)∗(f∗(~x))〉 = 〈~x, f(f∗(~x))〉 = 〈~x, (f ◦ f∗)(~x)〉 = 〈~x, (f∗ ◦ f)(~x)〉 =

= 〈~x, f∗(f(~x))〉 = 〈f(~x), f(~x)〉 = ‖f(~x)‖2 =⇒ ‖f∗(~x)‖ = ‖f(~x)‖
(2) ΄Εστω P (t) = a0 + a1t + a2t

2 + · · · + akt
k ∈ R[t] ένα πολυώνυµο, και ϑεωρούµε τον πολυωνυµικό

ενδοµορφσιµό

P (f) = a0IdE + a1f + a2f
2 + · · ·+ akf

k : E−→E, P (f)(~x) = a0~x+ a1f(~x) + a2f
2(~x) + · · ·+ akf

k(~x)

Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 8, προκύπτει άµεσα ότι :

P (f)∗ = P (f∗)

και τότε ϑα έχουµε:

P (f) ◦ P (f)∗ = P (f) ◦ P (f∗) = P (f ◦ f∗) = P (f∗ ◦ f) = P (f∗) ◦ P (f) = P (f)∗ ◦ P (f)

Εποµένως ο πολυωνυµικός ενδοµορφισµός P (f) είναι κανονικός.
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(3) ΄Εστω ~x ∈ Ker(f) ∩ Im(f). Τότε f(~x) = ~0 και υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε : f(~y) = ~x. Τότε από το µέρος
(1), ϑα έχουµε:

0 = ‖f(~x)‖ = ‖f∗(~x)‖ =⇒ f∗(~y) = ~0 =⇒ 0 = 〈~x, f∗(~y)〉 = 〈f(~x), ~y〉 = 〈~y, ~y〉 = ‖~y‖2 =⇒ ~y = ~0

Τότε ϑα έχουµε ~x = f(~y) = f(~0) = ~0, και εποµένως Ker(f) ∩ Im(f) =
{
~0
}
.

(4) ΄Εστω ότι fm = 0.
Τότε, χρησιµοποιώντας ότι f ◦ f∗ = f∗ ◦ f , ϑα έχουµε

(f ◦ f∗)2 = f ◦ f∗ ◦ f ◦ f∗ = f ◦ f ◦ f∗ ◦ f∗ = f2 ◦ (f∗)2

και επαγωγικά, εύκολα προκύπτει ότι :

(f ◦ f∗)k = fk ◦ (f∗)k

Εποµένως για k = m, έχουµε:

(f ◦ f∗)m = fm ◦ (f∗)m = 0

΄Αρα ο ενδοµορφισµός f ◦ f∗ είναι µηδενοδύναµος. Παρόµοια εργαζόµενοι ϐλέπουµε ότι ο ενδοµορφι-
σµός f∗ ◦ f είναι µηδενοδύναµος. Τότε από την ΄Ασκηση 21 έπεται ότι f = 0. �

΄Ασκηση 23. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E.

(1) Να δειχθεί ότι οι ενδοµορφισµοί
f ◦ f∗, f∗ ◦ f : E−→E

είναι αυτοπροσαρτηµένοι.
(2) Να δειχθεί ότι οι ενδοµορφισµοί f ◦ f∗ και f∗ ◦ f είναι µη-αρνητικοί.
(3) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f◦f∗ είναι ϑετικός αν και µόνον αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός.
(4) Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f∗◦f είναι ϑετικός αν και µόνον αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός.

Λύση. (1) Χρησιµοποιώντας τις ΄Ασκησεις 8 και 9, Θα έχουµε:

(f ◦ f∗)∗ = (f∗)∗ ◦ f∗ = f ◦ f∗ και (f∗ ◦ f)∗ = (f∗ ◦ (f∗)∗ = f∗ ◦ f
΄Αρα οι ενδοµορφισµοί f ◦ f∗ και f∗ ◦ f είναι αυτοπροσαρτηµένοι.

(2) Για κάθε ~x ∈ E, ϑα έχουµε:〈
(f ◦ f∗)(~x), ~x

〉
=
〈
f(f∗)(~x)), ~x

〉
=
〈
f∗(~x), f∗(~x)

〉
= ‖f∗(~x)‖2 ≥ 0

και εποµένως ο ενδοµορφισµός f ◦ f∗ είναι µη-αρνητικός.
(3) Παρόµοια, για κάθε ~x ∈ E, ϑα έχουµε:〈

(f∗ ◦ f)(~x), ~x
〉

=
〈
~x, (f∗ ◦ f)(~x)

〉
=
〈
~x, (f∗(f(~x))

〉
=
〈
f(~x), f(~x)

〉
= ‖f(~x)‖2 ≥ 0

και εποµένως ο ενδοµορφισµός f∗ ◦ f είναι µη-αρνητικός.
(4) ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f ◦ f∗ είναι ϑετικός, δηλαδή 〈(f ◦ f∗)(~x), ~x〉 > 0, για κάθε ~x ∈ E µε ~x 6= ~0.

΄Εστω ~x ∈ E έτσι ώστε f∗(~x) = ~0. Τότε :

0 =
〈
f∗(~x), f∗(~x)

〉
=
〈
f(f∗(~x)), ~x

〉
=
〈
(f ◦ f∗)(~x), ~x

〉
και εποµένως ϑα έχουµε αναγκαστικά ~x = ~0. ΄Αρα Ker(f∗) =

{
~0
}
, δηλαδή ο f∗ είναι µονοµορφισµός

και εποµένως ισοµορφισµός διότι ο E έχει πεπερασµένη διάσταση. Από την ΄Ασκηση 9 τότε και ο f
είναι ισοµορφισµός.

Αντίστροφα, αν ο f είναι ισοµορφισµός, τότε από την ΄Ασκηση 9 και ο f∗ είναι ισοµορφισµός. Αν
~x ∈ E µε ~x 6= ~0, τότε : 〈

(f ◦ f∗)(~x), ~x
〉

= ‖f∗(~x)‖2 > 0

διότι αν ‖f∗(~x)‖2 = 0, τότε ‖f∗(~x)‖ = 0, δηλαδή f∗(~x) = ~0, και αυτό είναι άτοπο διότι ο f∗ είναι
ισοµορφισµός και ~x 6= ~0. ΄Αρα ο ενδοµορφισµός f ◦ f∗ είναι ϑετικός.
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(5) ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f∗ ◦ f είναι ϑετικός, δηλαδή 〈(f∗ ◦ f)(~x), ~x〉 > 0, για κάθε ~x ∈ E µε ~x 6= ~0.
΄Εστω ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = ~0. Τότε :

0 =
〈
f(~x), f(~x)

〉
=
〈
~x, f∗(f(~x))

〉
=
〈
~x, (f∗ ◦ f)(~x))

〉
=
〈
(f∗ ◦ f)(~x)), ~x

〉
και εποµένως ϑα έχουµε αναγκαστικά ~x = ~0. ΄Αρα Ker(f) =

{
~0
}
, δηλαδή ο f είναι µονοµορφισµός

και εποµένως ισοµορφισµός διότι ο E έχει πεπερασµένη διάσταση.

Αντίστροφα, αν ο f είναι ισοµορφισµός, και ~x ∈ E µε ~x 6= ~0, τότε :〈
(f∗ ◦ f)(~x), ~x

〉
= ‖f(~x)‖2 > 0

διότι αν ‖f(~x)‖2 = 0, τότε ‖f(~x)‖ = 0, δηλαδή f(~x) = ~0, και αυτό είναι άτοπο διότι ο f είναι
ισοµορφισµός και ~x 6= ~0. �

΄Ασκηση 24. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R) υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες P και Q και διαγώνιοι πίνακες ∆ και
Γ, έτσι ώστε :

tP ·A · tA · P = ∆ και tQ · tA ·A ·Q = Γ

Επιπλέον οι πίνακες A · tA και tA ·A είναι µη-αρνητικοί, και :

A · tA > 0 ⇐⇒ |A| 6= 0 ⇐⇒ tA ·A > 0

Λύση. Οι πίνακες A · tA και tA ·A είναι συµµετρικοί διότι
t(A · tA) = t(tA) · tA = A · tA και t(tA ·A) = tA · t(tA) = tA ·A

Από το Φασµατικό Θεώρηµα, υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες P και Q και διαγώνιοι πίνακες ∆ και Γ, έτσι
ώστε :

tP ·A · tA · P = ∆ και tQ · tA ·A ·Q = Γ

Επιπλέον, ∀X ∈ Rn:
〈A · tA ·X,X〉 = 〈tA ·X, tA ·X〉 = ‖tA ·X‖2 ≥ 0

〈tA ·A ·X,X〉 = 〈X, tA ·A ·X〉 = 〈A ·X,A ·X〉 = ‖A ·X‖2 ≥ 0

Επειδή, όπως γνωρίζουµε, f∗A = ftA, ϑεωρούµε τους ενδοµορφισµούς

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X και f∗A : Rn−→Rn, f∗A(X) = ftA(X) = tA ·X
Από την προηγούµενη ΄Ασκηση 23, οι ενδοµορφισµοί fA ◦ f∗A και f∗A ◦ fA είναι αυτοπροσαρτηµένοι και µη-
αρνητικοί. Επιπλέον :

fA ◦ f∗A > 0 ⇐⇒ fA : ισοµορφισµός ⇐⇒ f∗A ◦ fA > 0 (†)
Τότε ϑα έχουµε:

fA◦f∗A > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈fA◦f∗A(X), X〉 > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈fA(f∗A(X)), X〉 > 0 ⇐⇒
⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈fA(tA ·X), X〉 > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈A · tA ·X,X〉 > 0 ⇐⇒ A · tA > 0

και παρόµοια

f∗A◦fA > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈f∗A◦fA(X), X〉 > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈f∗A(fA(X)), X〉 > 0 ⇐⇒
⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈f∗A(A ·X), X〉 > 0 ⇐⇒ ∀0 6= X ∈ Rn : 〈tA ·A ·X,X〉 > 0 ⇐⇒ tA ·A > 0

Από τη σχέση (†) πρικύπτει ότι :

A · tA > 0 ⇐⇒ |A| 6= 0 ⇐⇒ tA ·A > 0 �

΄Ασκηση 25. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµµετρικός, να
δειχθεί ότι ο πίνακας του f σε κάθε ορθοκανονική ϐάση του E είναι αντισυµµετρικός.
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Λύση. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E στην οποία ο πίνακας A του f είναι αντι-

συµµετρικός, δηλαδή tA = −A. ΄Εστω C =
{
~ε1,~ε2, · · · ,~εn

}
µια άλλη ορθοκανονική ϐάση του E και έστω B

ο πίνακας του f στη ϐάση C. Γνωρίζουµε τότε ότι οι πίνακες A και B είναι όµοιοι, και εποµένως υπάρχει
αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε P−1 ·A · P = B. Ο πίνακας P είναι τότε ορθογώνιος δίότι είναι ο πίνακας
µετάβασης από την ορθοκανονική ϐάση B στην ορθοκανονική ϐάση C. Εποµένως : tP = P−1, και ϑα έχουµε:

B = P−1·A·P =⇒ B = tP ·A·P =⇒ tB = t(tP ·A·P ) = tP ·tA·t(tP ) = tP ·(−A)·P = −tP ·A·P = −B
Εποµένως tB = −B, δηλαδή ο πίνακας B είναι αντισυµµετρικός. �

΄Ασκηση 26. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας. Να δειχθεί ότι υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P
και πίνακας B µε την ιδιότητα ο πίνακας B2 να είναι διαγώνιος, έτσι ώστε :

tP ·B · P = A

Λύση. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας αντισυµµετρικός πίνακας, δηλαδή tA = −A. Τότε ο πίνακας A2 είναι συµµε-
τρικός διότι

t(A2) = t(A ·A) = tA · tA = (−A) · (−A) = A2

Συνεπώς από το Φασµατικό Θεώρηµα υπάρχει ορθογώνιος πίνακας Q έτσι ώστε
tQ ·A2 ·Q = ∆ =⇒ A2 = Q ·∆ · tQ

όπου ∆ είναι ένας διαγώνιος πίνακας.

Θέτοντας P = Q−1 = tQ, ϑα έχουµε P−1 = tP και

P ·A2 · tP = ∆

Εποµένως ϑέτοντας
B = P ·A · tP

ϑα έχουµε:
tP ·B · P = tP · (P ·A · tP ) · P = (tP · P ) ·A · (tP · P ) = A

και
B2 = (P ·A · tP ) · (P ·A · tP ) = P ·A2 · tP = ∆ �

΄Ασκηση 27. (1) ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι :

f ◦ g : αυτοπροσαρτηµένος ⇐⇒ f ◦ g = g ◦ f
(2) ΄Εστω A και B δύο συµµετρικοί n× n πίνακες πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι :

A ·B : συµµετρικός ⇐⇒ A ·B = B ·A

Λύση. (1) Αν f ◦ g = g ◦ f , τότε ϑα έχουµε:

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗ = g ◦ f = f ◦ g =⇒ f ◦ g : αυτοπροσαρτηµένος

Αντίστροφα, έστω ότι ο ενδοµορφισµός f ◦ g είναι αυτοπροσαρτηµένος. Τότε : (f ◦ g)∗ = f ◦ g. Επειδή
(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗ = g ◦ f , ϑα έχουµε: f ◦ g = f ◦ f .

(2) Θεωρούµε τους ενδοµορφισµούς

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X και fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X
Προφανώς, ∀X ∈ Rn:

fA(fB(X)) = fA(B ·X) = A · (B ·X) = (A ·B) ·X = fA·B(X) =⇒ fA ◦ fB = fA·B

και παρόµοια : fB ◦ fA = fB·A. ΄Αρα A ·B = B ·A αν και µόνον αν fA ◦ fB = fB ◦ fA.
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Υποθέτουµε τώρα ότι οι πίνακες A και B είναι συµµετρικοί. Τότε οι ενδοµορφισµοί fA και fB είναι
αυτοπροσαρτηµένοι, και άρα από το µέρος (1) έπεται ότι : ο ενδοµορφσιµός fA ◦ fB είναι αυτοπρο-
σαρτηµένος αν και µόνον αν fA ◦ fB = fB ◦ fA, δηλαδή αν και µόνον αν A · B = B · A. ΄Οµως ο
ενδοµορφισµός fA ◦ fB είναι αυτοπροσαρτηµένος αν και µόνον αν ο πίνακάς του σε µια ορθοκανονική
ϐάση του RnE είναι συµµετρικός. Επειδή MB

B (fA ◦ fB) = MB
B (fA) ·MB

B (fB) = A ·B, όπου B είναι η
συνήθης (ορθοκανονική ϐάση του Rn, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός fA ◦ fB είναι αυτοπροσαρτηµένος
αν και µόνον αν ο πίνακας A ·B είναι συµµετρικός αν και µόνον αν A ·B = B ·A. �

΄Ασκηση 28. ΄Εστω E ένας R-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E−→E ένας ενδοµορφι-
σµός του E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο ενδοµορφισµός f είναι διαγωνοποιήσιµος.
(2) Υπάρχει ένα εσωτερικό γινόµενο 〈, 〉 επί του E έτσι ώστε ο f είναι ένας αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός

του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).

Λύση. «⇐=» Αν ο f είναι ένας αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉), τότε από
το Φασµατικό Θεώρηµα έπεται ότι ο f είναι διαγωνοποιήσιµος.

«=⇒» ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι διαγωνοποιήσιµος. Τότε υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση B ={
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f :

f(~ei) = λi~ei, 1 ≤ i ≤ n
Ορίζουµε απεικόνιση

〈 , 〉 : E× E−→R, 〈~ei, ~ej 〉 = δij =

{
1, αν i = j

0, αν i 6= j

και αν ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en και ~y = y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en, τότε :

〈~x, ~y 〉 =
n∑

k=1

xkyk = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E και τότε :

〈f(~x), ~y 〉 =
〈
f(x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en), y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en

〉
=

=
〈
x1f(~e1) + x2f(~e2) + · · ·+ xnf(~en), y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en

〉
=

=
〈
x1λ1~e1 + x2λ2~e2 + · · ·+ xnλn~en, y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en

〉
=

= x1λ1y1 + x2λ2y2 + · · ·+ xnλnyn

Παρόµοια ϑα έχουµε:

〈~x, f(~y) 〉 =
〈
x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en, f(y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en)

〉
=

=
〈
x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en, y1f(~e1) + y2f(~e2) + · · ·+ ynf(~en),

〉
=

=
〈
x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en, y1λ1~e1 + y2λ2~e2 + · · ·+ ynλn~en

〉
=

= x1λ1y1 + x2λ2y2 + · · ·+ xnλnyn

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι, ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x), ~y 〉 = 〈~x, f(~y)〉
Λόγω µοναδικότητας του προσαρτηµένου ενός ενδοµορφισµού, έπεται ότι f = f∗ και ο f είναι αυτοπροσαρ-
τηµένος. �

΄Ασκηση 29. ΄Εστω A ένας n×n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.
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(2) Υπάρχει ένα εσωτερικό γινόµενο 〈〈, 〉〉 επί του Rn έτσι ώστε, ∀X ∈ Rn:

〈〈A ·X, Y 〉〉 = 〈〈X, A · Y 〉〉

Λύση. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X

Γνωρίζουµε ότι ο ενδοµορφισµός fA είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι διαγωνοποι-
ήσιµος. Εποµένως σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 28, ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µόνον αν υπάρχει
ένα εσωτερικό 〈〈, 〉〉 γινόµενο στον Rn έτσι ώστε, ∀X ∈ Rn:

〈〈 fA(X), Y 〉〉 = 〈〈X, fA(Y ) 〉〉 ⇐⇒ 〈〈A ·X,Y 〉〉 = 〈〈X,A · Y 〉〉 �

΄Ασκηση 30. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο ενδοµορφισµοί του E. Υποθέτουµε ότι ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος ισοµορφισµός, ο g είναι αντισυµµετρικός,
και ισχύει ότι :

f ◦ g = g ◦ f
(1) Να δειχθεί ότι, ∀~x, ~y ∈ E: 〈

f(~x), g(~y)
〉

= −
〈
g(~x), f(~y)

〉
και εποµένως, ∀~x ∈ E: 〈

f(~x), g(~x)
〉

= 0

(2) Για κάθε ~x ∈ E:

‖(f + g)(~x)‖ = ‖(f − g)(~x)‖
(3) Οι ενδοµορφισµοί f + g και f − g είναι αντιστρέψιµοι.
(4) Ο ενδοµορφισµός

(f + g) ◦ (f − g)−1 : E−→E

είναι ισοµετρία.

Λύση. (1) Για κάθε ~x, ~y ∈ E, ϑα έχουµε:〈
f(~x), g(~y)

〉
=
〈
~x, f∗(g(~y))

〉
=
〈
~x, f(g(~y))

〉
=
〈
~x, (f ◦ g)(~y)

〉
=
〈
~x, (g ◦ f)(~y))

〉
=
〈
~x, g(f(~y))

〉
=

= −
〈
~x,−g(f(~y))

〉
= −

〈
~x, (−g)(f(~y))

〉
= −

〈
~x,−g∗(f(~y))

〉
= −

〈
g(~x), f(~y)

〉
Ιδιαίτερα, για κάθε ~x ∈ E:〈
f(~x), g(~x)

〉
= −

〈
g(~x), f(~x)

〉
= −

〈
f(~x), g(~x)

〉
=⇒ 2

〈
f(~x), g(~x)

〉
= 0 =⇒

〈
f(~x), g(~x)

〉
= 0

(2) Για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E, ϑα έχουµε:∥∥(f + g)(~x)
∥∥2 =

〈
(f + g)(~x), (f + g)(~x)

〉
=
〈
f(~x) + g(~x), f(~x) + g(~x)

〉
=

=
〈
f(~x), f(~x)

〉
+
〈
f(~x), g(~x)

〉
+
〈
g(~x), f(~x)

〉
+
〈
g(~x), g(~x)

〉
=
〈
f(~x), f(~x)

〉
+ 2
〈
f(~x), g(~x)

〉
+
〈
g(~x), g(~x)

〉
=

=
〈
f(~x), f(~x)

〉
+
〈
g(~x), g(~x)

〉
=
〈
f(~x), f(~x)

〉
− 2
〈
f(~x), g(~x)

〉
+
〈
g(~x), g(~x)

〉
=

=
〈
f(~x), f(~x)

〉
−
〈
f(~x), g(~x)

〉
−
〈
g(~x), f(~x)

〉
+
〈
g(~x), g(~x)

〉
=
〈
f(~x)− g(~x), f(~x)− g(~x)

〉
=

=
〈
(f − g)(~x), (f − g)(~x)

〉
=
∥∥(f − g)(~x)

∥∥2
Εποµένως, ∀~x ∈ E: ∥∥(f + g)(~x)

∥∥ =
∥∥(f − g)(~x)

∥∥
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(3) ΄Εστω ~x ∈ Ker(f + g). Τότε (f + g)(~x) = ~0, δηλαδή f(~x) + g(~x) = ~0 και άρα f(~x) = −g(~x). Τότε, από
το µέρος (1):

0 =
〈
f(~x), g(~x)

〉
=
〈
− g(~x), g(~x)

〉
= −

〈
g(~x), g(~x)

〉
= −‖g(~x)‖2 =⇒

=⇒ g(~x) = ~0 =⇒ f(~x) = −g(~x) = ~0

Επειδή ο f είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι ~x = ~0, δηλαδή Ker(f + g) =
{
~0
}

και ο ενδοµορφισµός
f + g είναι µονοµορφισµός. Επειδή ο Ευκλείδειος χώρος E έχε πεπερασµένη διάσταση, έποεται ότι ο
ενδοµορφισµός f + g είναι ισοµορφισµός.

΄Εστω ~x ∈ Ker(f − g). Τότε (f − g)(~x) = ~0, ισοδύναµα ‖(f − g)(~x)‖ = 0 και άρα από το µέρος
(2) έχουµε ‖(f + g)(~x)‖ = 0, ισοδύναµα: (f + g)(~x) = ~0. Επειδή ο ενδοµορφισµός f + g είναι
ισοµορφισµός, έπεται ότι ~x = ~0 και εποµένως Ker(f − g) =

{
~0
}
. Τότε ο ενδοµορφισµός f − g είναι

µονοµορφισµός, και άρα είναι ισοµορφισµός διότι ο Ευκλείδειος χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση.
(4) Θέτουµε :

h = (f + g) ◦ (f − g)−1 και τότε h ◦ (f − g) = f + g

Τότε χρησιµοποιώντας το µέρος (2), ϑα έχουµε, ∀~x ∈ E:∥∥h((f − g)(~x)
)∥∥ =

∥∥(h ◦ (f − g)
)
(~x)
∥∥ =

∥∥(f + g)(~x)
∥∥ =

∥∥(f − g)(~x)
∥∥

Επειδή ο ενδοµορφισµός f − g είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι Im(f − g) = E και άρα κάθε διάνυσµα
του E είναι της µορφής (f − g)(~x). Εποµένως, για κάθε διάνυσµα ~y ∈ E έχουµε ~y = (f − g)(~x) για
κάποιο διάνυσµα ~x ∈ E και τότε η παραπάνω σχέση δείχνει ότι :∥∥h(~y)

∥∥ =
∥∥h((f − g)(~x)

)∥∥ =
∥∥(f − g)(~x)

∥∥ =
∥∥~y∥∥

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι ο ενδοµορφισµός h είναι ισοµετρία. �

Η επόµενη ΄Ασκηση αποτελεί γενίκευση της ΄Ασκησης 16 (η τελευταία προκύπτει ϑέτοντας A = In στην
παρακάτω ΄Ασκηση).

΄Ασκηση 31. ΄Εστω A,B ∈ Mn(R) και υποθέτουµε ότι :

tA = A, |A| 6= 0, tB = −B, A ·B = B ·A

(1) Να δειχθεί ότι, ∀X,Y ∈ Rn: 〈
A ·X,B · Y

〉
= −

〈
B ·X,A · Y

〉
και εποµένως, ∀X ∈ Rn: 〈

A ·X,B ·X
〉

= 0

(2) Οι πίνακες A+B και A−B είναι αντιστρέψιµοι.
(3) Για κάθε X ∈ Rn:

‖(A+B) ·X‖ = ‖(A−B) ·X‖
(4) Ο πίνακας

(A+B) · (A−B)−1

είναι ορθογώνιος.

Λύση. Θεωρούµε τους ενδοµορφισµούς

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X και fB : Rn−→Rn, fB(X) = B ·X

Επειδή οι πίνακες A και B είναι οι πίνακες των ενδοµορφισµών fA και fB στην κανονική ϐάση B του Rn,
η οποία είναι ορθοκανονική, και επειδή ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και συµµετρικός και ο πίνακας
B είναι αντθσυµµετρικός, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός fA είναι αυτοπροσαρτηµένος και ισοµορφισµός και ο
ενδοµορφισµός fB είναι αντισυµµετρικός. Από την ΄Ασκηση 30 τότε προκύπτουν τα εξής :
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(1) ∀X,Y ∈ Rn:〈
fA(X), fB(Y )

〉
= −

〈
fB(X), fA(Y )

〉
=⇒

〈
A ·X,B · Y

〉
= −

〈
B ·X,A · Y

〉
και εποµένως, ∀X ∈ Rn: 〈

A ·X,B ·X
〉

= 0

(2) Οι ενδοµορφισµοί fA + fB και fA − fB είναι ισοµορφισµοί. Επειδή:

fA + fB = fA+B και fA − fB = fA−B

έπεται ότι οι πίνακες A+B και A−B είναι αντιστρέψιµοι.
(3) Για κάθε X ∈ Rn:

‖(fA+fB)(X)‖ = |(fA−fB)(X)‖ =⇒ ‖(fA+B)(X)‖ = |(fA−B)(X)‖ =⇒ ‖(A+B)·X‖ = |(A−B)·X‖
(4) Ο ενδοµορφισµός (fA + fB) ◦ (fA − fB)−1 είναι ισοµετρία. Εποµένως ισοδύναµα ο ενδοµορφισµός

(fA+B) ◦ (fA−B)−1 είναι ισοµετρία. Τότε ο πίνακας της ισοµετρίας (fA+B) ◦ (fA−B)−1 στην κανονική
ορθοκανονική ϐάση B του Rn είναι ορθογώνιος. ΕπειδήMB

B (fA+B) = A+B καιMB
B (fA−B) = A−B,

και άρα MB
B (fA−B)−1 = (A−B)−1, προκύπτει ότι ο πίνακας

(A+B) · (A−B)−1

είναι ορθογώνιος. �

΄Ασκηση 32. στω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι :

∀~x ∈ E : 〈f(~x), ~x 〉 = 〈g(~x), ~x 〉 =⇒ f = g

Λύση. Χρησιµοποιώντας ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος, ϑα έχουµε ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x+ ~y), ~x+ ~y 〉 = 〈f(~x) + f(~y), ~x+ ~y 〉 = 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 〈f(~x), ~y 〉+ 〈f(~y), ~x 〉 =

= 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 〈f(~x), ~y 〉+ 〈~x, f(~y) 〉 = 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 〈f(~x), ~y 〉+ 〈~x, f∗(~y) 〉 =

= 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 〈f(~x), ~y 〉+ 〈f(~x), ~y 〉 = 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 2〈f(~x), ~y 〉
Εποµένως :

〈f(~x+ ~y), ~x+ ~y 〉 = 〈f(~x), ~x 〉+ 〈f(~y), ~y 〉+ 2〈f(~x), ~y 〉
και παρόµοια, χρησιµοποιώντας ότι ο ενδοµορφισµός g είναι αυτοπροσαρτηµένος, ϑα έχουµε, ∀~x, ~y ∈ E:

〈g(~x+ ~y), ~x+ ~y 〉 = 〈g(~x), ~x 〉+ 〈g(~y), ~y 〉+ 2〈g(~x), ~y 〉
Από τις παραπάνω σχέσεις και την υπόθεση προκύπτει τότε ότι, ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x), ~y 〉 = 〈g(~x), ~y 〉 (†)
Θεωρούµε µια ορθοκανονική ϐάση B =

{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E. Τότε, ∀j = 1, 2, · · · , n:

f(~ej) =
n∑

k=1

akj~ek και g(~ej) =
n∑

k=1

bkj~ek (††)

όπου A = (aij) = MB
B (f) και B = (bij) = MB

B (g) είναι οι πίνακες των ενδοµορφισµών f και g στη ϐάση B

αντίστοιχα. Τότε ϑα έχουµε:

〈f(~ej), ~ei〉 =

〈
n∑

k=1

akj~ek, ~ei

〉
=

n∑
k=1

akj〈~ek, ~ei〉 =

n∑
k=1

akjδki = aij

〈g(~ej), ~ei〉 =

〈
n∑

k=1

bkj~ek, ~ei

〉
=

n∑
k=1

bkj〈~ek, ~ei〉 =
n∑

k=1

bkjδki = bij
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Εποµένως από τη σχέση (†), ϑα έχουµε, ∀i, j = 1, 2, · · · , n:
aij = 〈f(~ej), ~ei〉 = 〈g(~ej), ~ei〉 = bij

Τότε από τις σχέσεις (††) προκύπτει ότι, ∀i = 1, 2, · · · , n:
f(~ei) = g(~ei)

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει άµεσα ότι, ∀~x ∈ E: f(~x) = g(~x), και εποµένως : f = g. �

Υπενθυµίζουµε ότι αν f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈 , 〉), τότε ο f

καλείται ορθογώνια προβολή αν υπάρχει ένας υπόχωρος V του E, έτσι ώστε f(~v) = ~v, ∀~v ∈ V και f(~u) = ~0,
∀~u ∈ V⊥. Τότε ο f καλείται ορθογώνια προβολή στον V παράλληλα µε τον V⊥.

΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι µια ορθογώνια προβολή του υπόχωρου V παράλληλα µε τον V⊥. Τότε
f(~v) = ~v, ∀~v ∈ V και f(~u) = ~0, ∀~u ∈ V⊥. Προφανώς V ⊆ Im(f) και V⊥ ⊆ Ker(f). ΄Εστω ~x ∈ Im(f), και άρα
f(~y) = ~x. Επειδή E = V⊕ V⊥, ϑα έχουµε ~y = ~z + ~w, όπου ~z ∈ V και ~w ∈ V⊥. Τότε ~x = f(~y) = f(~z) + f(~w).
Επειδή ~z ∈ V ϑα έχουµε f(~z) = ~z και επειδή ~w ∈ V⊥, ϑα έχουµε f(~w) = ~0. ΄Αρα ~x = ~z ∈ V και εποµένως
V = Im(f). Παρόµοια, αν ~x ∈ Ker(f), τότε έστω ~x = ~z + ~w, όπου ~z ∈ V = Im(f) και ~w ∈ V⊥. Τότε ~z = f(~y)

για κάποιο ~y ∈ E και f(~w) = ~0 διότι V⊥ ⊆ Ker(f). Τότε ~z = ~x − ~w ∈ Ker(f) και άρα f2(~y) = f(~z) = ~0.
Τότε ~z = f(~y) = f2(~y) = ~0 και άρα ~x = ~w ∈ V⊥. Εποµένως Ker(f) = V⊥ = Im(f)⊥. Εποµένως δείξαµε ότι :
V = Im(f), Ker(f) = Im(f)⊥, και επιπλέον :

E = Im(f)⊕ Ker(f) και Im(f)⊥ = Ker(f)

΄Ασκηση 33. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Αν ο f είναι µια προβολή, δηλαδή f2 = f , να δειχθεί ότι ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος
αν και µόνον αν ο f είναι ορθογώνια προβολή.

Λύση. «=⇒» ΄Εστω ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος. Τότε από το Φασµατικό Θεώρηµα, έπεται
ότι υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f . Σηµειώνουµε
ότι αν λ είναι µια ιδιοτιµή του f , τότε λ = 0 ή λ = 1. Υποθέτουµε ότι η ιδιοτιµή 1 εµφανίζεται k-ϕορές
και η ιδιοτιµή 0 εµφανίζεται n − k ϕορές, όπου n = dimR E. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να
υποθέσουµε ότι : f(~ei) = ~ei, 1 ≤ i ≤ k και f(~ei) = ~0, k + 1 ≤ i ≤ n. Τότε προφανώς το σύνολο διανυσµάτων{
~ek+1, ~ek+1, · · · , ~en

}
αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του Ker(f), και το σύνολο διανυσµάτων

{
~e1, ~e2, · · · , ~ek

}
αποτελεί ένα γραµµικά ανεξάρτητο και ορθογώνιο σύνολο διανυσµάτων του Im(f). Επειδή dimR Im(f) =
dimR E − dimR Ker(f) = n − (n − k) = k, έπεται ότι το σύνολο

{
~e1, ~e2, · · · , ~ek

}
αποτελεί µια ορθοκανονική

ϐάση του Im(f). Εκ΄ κατασκευής τότε έχουµε ένα ορθογώνιο ευθύ άθροισµα E = Im(f) ⊕ Ker(f) και άρα
Ker(f) = Im(f)⊥. Αν ~x ∈ Im(f), τότε ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xk~ek και άρα f(~x) = x1f(~e1) + x2f(~e2) + · · ·+
xkf(~ek) = x1~e1 +x2~e2 + · · ·+xk~ek = ~x. Επειδή f(~x) = ~0, ∀~x ∈ Im(f)⊥, έπεται ότι ο εµνδοµορφισµός f είναι
µια ορθογώνια προβολή του υπόχωρου V = Im(f) παράλληλα µε τον V⊥ = Im(f)⊥ = Ker(f).

«⇐=» ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε µπορούµε να γράψουµε µοναδικά:

~x = ~x1 + ~x2 όπου ~x1 ∈ Im(f) και ~x2 ∈ Ker(f)

~y = ~y1 + ~y2 όπου ~y1 ∈ Im(f) και ~y2 ∈ Ker(f)

Τότε : f(~x) = f(~x1)+f(~x2) = f(~x1) = ~x1 και f(~y) = f(~y1)+f(~y2) = f(~y1) = ~y1, και επειδή Im(f)⊥ Ker(f),
ϑα έχουµε:

〈f(~x), ~y 〉 = 〈~x1, ~y1 + ~y2〉 = 〈~x1, ~y1〉+ 〈~x1, ~y2〉〈~x1, ~y1〉
και παρόµοια

〈~x, f(~y)〉 = 〈~x1 + ~x2, ~y1〉 = 〈~x1, ~y1〉+ 〈~x2, ~y1〉〈~x1, ~y1〉
Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι, ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x), ~y 〉 = 〈~x, f(~y)〉
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και αυτό σηµαίνει, λόγω µοναδικότητας του προσαρτηµένου ενδοµορφισµού, ότι : f∗ = f . �

΄Ασκηση 34. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

΄Εστω
AE>0(E) =

{
f : E−→E | f : ϑετικός αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E

}
IP(E) =

{
〈〈 , 〉〉 : E× E−→R | 〈〈 , 〉〉 : εσωτερικό γινόµενο επί του E

}
Να δειχθεί ότι η απεικόνιση :

Φ : AE>0(E) −→ IP(E), Φ(f) = 〈〈 , 〉〉f : E× E−→R, 〈〈 ~x, ~y 〉〉f = 〈f(~x), ~y 〉
είναι «1-1» και «επί».

Λύση. ΄Εστω f : E−→E ένας ϑετικός και αυτοπροσαρτηµένµος ενδοµορφισµός του E. Χρησιµοποποιώντας ότι
ο f είναι αυτοπροσαρτηµένος (f∗ = f ) και ϑετικός (〈f(~x), ~x 〉 > 0, ∀~0 6= ~x ∈ E), ϑα έχουµε, ∀~x, ~y, ~z ∈ E,
∀k ∈ R:

〈〈 ~x+ ~y, ~z〉〉f = 〈f(~x+ ~y), ~z 〉 = 〈f(~x) + f(~y), ~z 〉 = 〈f(~x), ~z 〉+ 〈f(~y), ~z 〉 = 〈〈 ~x, ~z 〉〉f + 〈〈 ~y, ~z 〉〉f
〈〈κ~x, ~y〉〉f = 〈f(κ~x), ~y 〉 = 〈κf(~x), ~y 〉 = κ〈f(~x), ~y 〉 = κ 〈〈 ~x, ~y 〉〉f

〈〈 ~x, ~y〉〉f = 〈f(~x), ~y 〉 = 〈~x, f∗(~y)〉 = 〈~x, f(~y)〉 = 〈f(~y), ~x 〉 = 〈〈 ~y, ~x 〉〉f
〈〈 ~x, ~x 〉〉f = 〈f(~x), ~x 〉f ≥ 0 και 〈〈 ~x, ~x 〉〉f = 0 ⇐⇒ 〈f(~x), ~x 〉f = 0 ⇐⇒ ~x = ~0

Εποµένως η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉f είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E.
Αντίστροφα, έστω

〈〈 , 〉〉 : E× E−→R, (~x, ~y) 7−→ 〈〈 ~x, ~y 〉〉
ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E. Για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E, ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

〈〈 ~x,−〉〉 : E−→R, ~z 7−→ 〈〈 ~x, ~z 〉〉
Από το Λήµµα του Riesz, έπεται τότε ότ υπάρχει µοναδικό διάνυσµα ~y έτσι ώστε :

〈〈 ~x,−〉〉 = 〈~y,−〉, δηλαδή ∀~z ∈ E : 〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈~y, ~z 〉
Συµβολίζουµε το µοναδικό αυτό διάνυσµα ~y µε f(~x) και εποµένως έχουµε ορίσει µια απεικόνιση

f : E−→E, ~x 7−→ f(~x) = το µοναδικό διάνυσµα του E έτσι ώστε 〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~z 〉, ∀~z ∈ E

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f είναι ενδοµορφισµός ο οποίος είναι αυτοπροσαρτηµένος και ϑετικός.

΄Εστω ~x, ~y ∈ E και κ ∈ R. Τότε f(~x), f(~y), f(~x + ~y), και f(κ~x), ορίζονται µοναδικά από τις ακόλουθες
σχέσεις, ∀~z ∈ E:

〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~z 〉
〈〈 ~y, ~z 〉〉 = 〈f(~y), ~z 〉

〈〈 ~x+ ~y, ~z 〉〉 = 〈f(~x+ ~y), ~z 〉
〈〈κ~x, ~z 〉〉 = 〈f(κ~x), ~z 〉

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες και λαµβάνοντας υπόψη την τρίτη από τις παραπάνω σχέσεις, έπεται ότι, ∀~z ∈ E:

〈f(~x+ ~y), ~z 〉 = 〈〈 ~x+ ~y, ~z 〉〉 = 〈〈 ~x, ~z 〉〉+ 〈〈 ~y, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~z 〉+ 〈f(~y), ~z 〉 = 〈f(~x) + f(~y), ~z 〉
Εποµένως ϑα έχουµε f(~x + ~y) = f(~x) + f(~y). Παρόµοια, πολλαπλασιάζοντας ϐαθµωτά την πρώτη σχέση µε
κ και λαµβάνοντας υπόψη την τέταρτη από τις παραπάνω σχέσεις, έπεται ότι, ∀~z ∈ E:

〈f(κ~x), ~z 〉 = 〈〈κ~x, ~z 〉〉 = κ 〈〈 ~x, ~z 〉〉 = κ〈f(~x), ~z 〉 = 〈κf(~x), ~z 〉
Εποµένως ϑα έχουµε f(κ~x) = κf(~x). Συµπεραίνουµε ότι η απεικόνιση f είναι ένας ενδοµορφισµός του E.
Επειδή, ∀~x, ~z ∈ E:

〈f(~x), ~z 〉 = 〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈〈 ~z, ~x 〉〉 = 〈f(~z), ~x 〉 = 〈~x, f(~z)〉
έπεται ότι ο ενδοµορφισµός f είναι αυτοπροσαρτηµένος. Επιπλέον,∀~x ∈ E µε ~x 6= ~0:

〈f(~x), ~x 〉 = 〈〈 ~x, ~x 〉〉 > 0
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εποµένως ο αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός f είναι ϑετικός.

Με την παραπάνω διαδικασία έχουµε ορίσει µια απεικόνιση

Ψ : IP(E) −→ AE>0(E), Ψ(〈〈 , 〉〉) = ο µοναδικός ενδοµορφισµός f : E−→E, έτσι ώστε :

〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~z 〉, ∀~z ∈ E

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση Φ είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη την Ψ, δηλαδή ϑα δείξουµε ότι :

Ψ ◦ Φ = IdAE>0(E) και Φ ◦Ψ = IdIP(E)

΄Εστω f ∈ AE>0(E) ένας ϑετικός αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E. Τότε Φ(f) = 〈〈−,−〉〉f είναι
το εσωτερικό γινόµενο το οποίο ορίζεται µοναδικά από τη σχέση, ∀~x, ~z ∈ E: 〈〈 ~x, ~z 〉〉f = 〈f(~x), ~z 〉. Τότε
ο ενδοµορφισµός Ψ(Φ(f)) = Ψ(〈〈−,−〉〉f ) είναι ο µοναδικός ϑετικός ενδοµορφισµός f̃ : E−→E έτσι ώστε :
〈〈 ~x, ~z 〉〉f = 〈f̃(~x), ~z 〉. Τότε, επειδή, ∀~x, ~z ∈ E: 〈f̃(~x), ~z 〉 = 〈〈 ~x, ~z 〉〉f = 〈f(~x), ~z 〉, προκύπτει ότι f̃ = f και
εποµένως

Ψ ◦ Φ = IdAE>0(E)

΄Εστω 〈〈 , 〉〉 ∈ IP(E) ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E. Τότε Ψ(〈〈−,−〉〉) είναι ο µοναδικός ϑετικός αυ-
τοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός f : E−→E έτσι ώστε : 〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~z 〉. Τότε το εσωτερικό γινόµενο
Φ(Ψ(〈〈−,−〉〉) είναι το µοναδικό εσωτερικό γινόµενο 〈〈− , 〉〉f έτσι ώστε 〈〈 ~x, ~z 〉〉f = 〈f(~x), ~z 〉. Τότε, επειδή,
∀~x, ~z ∈ E: 〈〈 ~x, ~z 〉〉f = 〈f(~x), ~z 〉 = 〈〈 ~x, ~z 〉〉, έπεται ότι 〈〈−,−〉〉f = 〈〈−, 〉〉 και εποµένως

Φ ◦Ψ = IdIP(E) �

΄Ασκηση 35. ΄Εστω (E, 〈 , 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης n και έστω B µια ορθοκανονική
ϐάση του E. Θεωρούµε το σύνολο

S>0
n (R) =

{
A ∈ Mn(R) | tA = A > 0

}
των ϑετικών συµµετρικών n× n πινάκων.

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

G : IP(E) −→ S>0
n (R), G(〈〈 , 〉〉) =

(
〈〈~ei, ~ej 〉〉

)
= ο πίνακας Gram των διανυσµάτων της ϐάσης B

είναι «1-1» και «επί».

Λύση. Αν B είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E, τότε προφανώς η απεικόνιση

Ω : AE>0(E) −→ S>0
n (R), Ω(f) = MB

B (f)

είναι «1-1» και «επί». Εποµένως, σύµφωνα µε την προηγούµενη ΄Ασκηση, έπεται ότι η απεικόνιση

G := Ω ◦Ψ : IP(E) −→ S>0
n (R), G(〈〈 , 〉〉) = MB

B (f)

όπου f : E−→E είναι ο µοναδικός (αυτοπροσαρτηµένος και ϑετικός) ενδοµορφισµός του E έτσι ώστε, ∀~x, ~y ∈ E:

〈〈 ~x, ~z 〉〉 = 〈f(~x), ~y 〉
είναι «1-1» και «επί». ΄Εστω MB

B (f) = (aij). Θα έχουµε τότε, ∀j = 1, 2, · · · , n:
f(~ej) = a1j~e1 + a2j~e2 + · · ·+ anj~en

Επειδή η ϐάση B είναι ορθοκανονική, έπεται ότι :

〈f(~ej), ~ei〉 =
〈
a1j~e1 + a2j~e2 + · · ·+ anj~en, ~ei

〉
= aij

΄Αρα:
〈〈~ei, ~ej 〉〉 = 〈〈~ej , ~ei 〉〉 = aij

και εποµένως ο πίνακας MB
B (f) είναι ο πίνακας Gram των διανυσµάτων της ορθοκανονικής ϐάσης B ως προς

το εσωτερικό γινόµενο 〈〈 , 〉〉. �


