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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθεί το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης στοR[t] του πολυωνύµουA(t) = t8−7t5+ 3
5 t+

1
2

µε το πολυώνυµο B(t) = 15t3 + 6t2 + 7t+ 1
2 .

΄Ασκηση 2. Να γραφούν τα ακόλουθα πολυώνυµα ως γινόµενα αναγώγων πολυωνύµων στα Q[t], R[t], και C[t]:

P (t) = t4 − 2t2 + 3t− 2, Q(t) = t3 + 4t2 − 4t− 1

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε ένα πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές

P (t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0

όπου an 6= 0 και έστω λ1, λ2, · · · , λn οι ϱίζες του P (t) στο C, οπότε µπορούµε να γράψουµε :

P (t) = an(t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn)
Γράφουµε το παραπάνω γινόµενο ως εξής :

P (t) = an

(
tn − s1tn−1 + s2t

n−2 − · · ·+ (−1)nsn
)

Να δειχθεί ότι :

s1 = λ1 + λ2 + · · ·+ λn =
∑

1≤i≤n
λi

s2 =
∑

1≤i<j≤n
λiλj

s3 =
∑

1≤i<j<k≤n
λiλjλk

.

.

.

sn = λ1λ2 · · ·λn
και επιπλέον :

sk = (−1)k an−k
an

, 1 ≤ k ≤ n

• • •
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΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα διανύσµατα ~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1, 0, 1) του R3
. Αν V = 〈~ε1, ~ε2〉, να ϐρεθεί υπόχωρος

W του R3
έτσι ώστε

R3 = V⊕W

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα του M2(R) :

U =

{(
t 2t
−t t

)
∈ M2(R) | t ∈ R

}
V =

{(
t s

t− 3s −s

)
∈ M2(R) | t, s ∈ R

}
W =

{(
t s
0 r

)
∈ M2(R) | t− 2s+ r = 0 ∈ R

}
(1) Να δείχθεί ότι τα υποσύνολα U, V κια W είναι υπόχωροι του M2(R) και να ϐρεθεί η διάσταση τους.

(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα U+ V+W είναι ευθύ.

(3) Να δείχθεί ότι

M2(R) = U⊕ (V+W)

΄Ασκηση 6. ΄Εστω ο K-διανυσµατικός χώρος Mn(K) και η γραµµική απεικόνιση

g : Mn(K) −→ Mn(K), g(A) =
tA+A

2

Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση C του Mn(K) έτσι ώστε :

MC
C (g) =



0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
. · · ·

.

.

.

0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 0 0 · · · 1


όπου το πλήθος των εµφανίσεων της µονάδας 1 στον παραπάνω πίνακα είναι ίσο µε

n2+n
2 .

΄Ασκηση 7. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης. Υποθέτουµε

ότι :

dimK(V+W) = dimK(U ∩ V) + 1

Να δεχιθεί ότι :

είτε U+ V = U και U ∩ V = V είτε U+ V = V και U ∩ V = U

΄Ασκηση 8. Γνωρίζοντας ότι ο K-διανυσµατιός χώρτος Mn(K) είναι το ευθύ άθροισµα:

Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)

όπου Sn(K) είναι ο υπόχωρος των συµµετρικών πινάκων και An(K) είναι υπόχωρος των αντισυµµετρικών πι-

νάκων, να γραφεί (µοναδικά) ο n× n πίνακας 
1 1 · · · 1
0 1 · · · 1
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1


ως άθροισµα ενός συµµετρικού πίνακα και ενός αντισυµµετρικού πίνακα.
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΄Ασκηση 9. Στον διανυσµατικό χώρο Mn×n(K) ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα :

V =
{
A = (aij) ∈ Mn(K) | aij = 0, ∀i, j = 1, · · · , n, j ≤ i

}
W =

{
A = (aij) ∈ Mn(K) | aij = 0, ∀i, j = 1, · · · , n, i ≤ j

}
Z =

{
A = (aij) ∈ Mn(K) | aij = 0, ∀i, j = 1, · · · , n, i 6= j

}
Να δείξετε ότι τα υποσύνολα V,W,Z είναι υπόχωροι του Mn×n(K) και ακολούθως να δείξετε ότι :

Mn(K) = V⊕ Z⊕W

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τους ακόλουθους υπόχωρους του Rn:
V =

{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0

}
W =

{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = x2 = · · · = xn

}
Να δείξετε ότι Rn = V⊕W.

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τους ακόλουθους υποχώρους του R3
:

W1 =
{
(a, b, 0) ∈ R3 | a, b ∈ R

}
W2 =

{
(0, 0, c) ∈ R3 | c ∈ R

}
W3 =

{
(d, 0, d) ∈ R3 | d ∈ R

}
να εξετασθεί αν ισχύει ότι : R3 = W1 ⊕W2 ⊕W3.

Αν R3 6= W1 ⊕W2 ⊕W3, να ϐρεθούν υπόχωροι U1,U2,U3 του R3
έτσι ώστε :

R3 = (W1 +W2)⊕ U1 = (W1 +W3)⊕ U2 = (W2 +W3)⊕ U3

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε τις ακόλουθες γραµµικές απεικονίσεις fi : R3 −→ R3
, 1 ≤ i ≤ 4:

f1(x, y, z) = (x+ y, y + z, z + x)

f2(x, y, z) = (x− y, y − z, 0)
f3(x, y, z) = (−y, x, z)
f4(x, y, z) = (x, y, y)

Να δείξετε ότι :

R3 = Im(fi)⊕ Ker(fi)

΄Ασκηση 13. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω από το σώµα K µε dimKE < ∞, και f : E −→ E

µια γραµµική απεικόνιση.

(1) Αν dimK Ker(f) = dimK Ker(f2), τότε : E = Ker(f)⊕ Im(f).
(2) Αν dimK Im(f) = dimK Im(f2), τότε : E = Ker(f)⊕ Im(f).

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι f : E −→ F και g : F −→ G είναι γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ διανυσµατικών χώρων

πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ένός σώµατοςK. Συµβολίζουµε µε r(f) = dimK Im(f) και r(g) = dimK Im(g)
τη ϐαθµίδα των f και g αντίστοιχα.

(1) Να δείξετε ότι r(g ◦ f) = r(f) αν και µόνο αν Im(f) ∩ Ker(g) = {~0}.
(2) Να δείξετε ότι r(g ◦ f) = r(g) αν και µόνο αν Im(f) + Ker(g) = F.

(3) Να δείξετε ότι r(f) = r(g ◦ f) = r(g) αν και µόνο αν F = Im(f)⊕ Ker(g).
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω fi : Ei−→Fi, 1 ≤ i ≤ n, είναι γραµµικές απεικονίσεις, τότε ορίζοντας

f : E1 × E2 × · · · × En −→ F1 × F2 × · · · × Fn, f(~x1, ~x2, · · · , ~xn) =
(
(f1(~x1), f2(~x2), · · · , fn(~xn)

)
(1) Να δειχθεί ότι η f είναι µια γραµµική απεικόνιση

1
.

(2) Να δειχθεί ότι η f είναι µονοµορφισµός, επιµορφισµός ή ισοµορφισµός αντίστοιχα, αν και µόνον αν κάθε

fi, 1 ≤ i ≤ n, είναι µονοµορφισµός, επιµορφισµός ή ισοµορφισµός αντίστοιχα.

(3) Να προσδιορισθεί ο πυρήνας Ker(f) και η εικόνα Im(f) συναρτήσει των πυρήνων Ker(fi) και των εικόνων

Im(fi) των fi, 1 ≤ i ≤ n.
(4) Αν Bi και Ci είναι ϐάσεις των K-διανυσµατικών χώρων Ei και Fi αντίστοιχα, 1 ≤ i ≤ n, να δειχθεί ότι το

σύνολοB = B1×B2×· · ·×Bn είναι µια ϐάση του E1×E2×· · ·×En και το σύνολο C = C1×C2×· · ·×Cn
είναι µια ϐάση του F1 × F2 × · · · × Fn.

(5) Να προσδιορισθεί ο πίνακας MC
B(f) της f συναρτήσει των πινάκων MCi

Bi
(fi), 1 ≤ i ≤ n.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Συµβο-

λίζουµε µε fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (k-ϕορές) την σύνθεση της f µε τον εαυτό της k-ϕορές, όπου k ≥ 1.

(1) Να δείξετε ότι υπάρχει µια (αύξουσα) ακολουθία υποχώρων του E:

{~0} ⊆ Ker(f) ⊆ Ker(f2) ⊆ · · · ⊆ Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1) ⊆ · · · ⊆ E

για την οποία υπάρχει κ ≥ 0 έτσι ώστε : Ker(fκ) = Ker(fκ+1) = Ker(fκ+2) = · · · .
(2) Να δείξετε ότι υπάρχει µια (ϕθίνουσα) ακολουθία υποχώρων του E:

{~0} ⊆ · · · ⊆ Im(fλ+1) ⊆ Im(fλ) ⊆ · · · ⊆ Im(f2) ⊆ Im(f) ⊆ E

για την οποία υπάρχει λ ≥ 0 έτσι ώστε : Im(fλ) = Im(fλ+1) = Im(fλ+2) = · · · .

΄Ασκηση 17. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Συµβο-

λίζουµε µε fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (k-ϕορές) την σύνθεση της f µε τον εαυτό της k-ϕορές, όπου k ≥ 1.
Να δειχθεί ότι υπάρχει m ≥ 1 έτσι ώστε :

E = Ker(fm)⊕ Im(fm)

Υπόδειξη: Θέτουµε m = max{κ, λ}, όπου τα κ και λ είναι όπως στο (1) και (2) της ΄Ασκησης 16 αντίστοιχα.

Υπενθυµίζουµε ότι αν f : E−→E είναι ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρου E, τότε ένας υ-

πόχωρος V του E καλείται f-αναλλοίωτος, αν : f(~x) ∈ V, ∀~x ∈ V. Αν ο υπόχωρος V είναι f-αναλλοίωτος,
τότε ορίζοντας

fV : V−→V, fV(~x) = f(~x)

αποκτούµε έναν ενδοµορφισµό του V, ο οποίος καλείται ο επαγόµενος από τον f ενδοµορφισµός του V.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρου E, όπου dimKE <∞.

΄Εστω ότι E = U ⊕ V, για κάποιους υπόχωρους U και V, και υποθέτουµε ότι οι υπόχωροι U και V είναι

f -αναλλοίωτοι. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση B του E έτσι ώστε ο πίνακας του f στην B να είναι της µορφής :

MB
B (f) =

(
A O
O′ B

)
όπου :

(1) O,O′ είναι οι µηδενικοί πίνακες κατάλληλων µεγεθών.

(2) A =MBU

BU
(fU) είναι ο πίνακας του επαγόµενου ενδοµορφισµού fU σε κατάλληλη ϐάση BU του U.

(3) B =MBV

BV
(fV) είναι ο πίνακας του επαγόµενου ενδοµορφισµού fV σε κατάλληλη ϐάση BV του V.

1
Η γραµµική απεικόνιση f καλείται η απεικόνιση ευθύ γινόµενο των f1, f2, · · · , fn, και συµβολίζεται µε f = f1 × f2 × · · · × fn.
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Υπενθυµίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f : E−→E καλείται µηδενοδύναµος, αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος

k έτσι ώστε fk = 0. Παρόµοια ένας τετραγωνικός πίνακας A καλείται µηδενοδύναµος, αν υπάρχει ϑετικός

ακέραιος k έτσι ώστε Ak = 0.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης dimKE = n υπεράνω του σώµατος K.

Συµβολίζουµε µε fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (k-ϕορές) την σύνθεση της f µε τον εαυτό της k-ϕορές, όπου k ≥ 1. ΄Εστω

E = Ker(fm)⊕ Im(fm)

για κάποιο m ≥ 1, όπως στην ΄Ασκηση 17.

(1) Να δειχθεί ότι οι υπόχωροι

U = Ker(fm) και V = Im(fm)

είναι f -αναλλοίωτοι, και άρα ορίζονται οι επαγόµενοι από τον f ενδοµορφισµοί :

fV : U−→U και fV : V−→V

(2) Να δειχθεί ότι ο fU είναι µηδενοδύναµος.

(3) Να δειχθεί ότι ο fV είναι ισοµορφισµός.

(4) Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση B του E έτσι ώστε ο πίνακας του f στην B να είναι της µορφής :

MB
B (f) =

(
A O
O′ C

)
όπου :

(αʹ) O είναι ο µηδενικός k × (n− k) πίνακας και O′ είναι ο µηδενικός (n− k)× k πίνακας.

(ϐʹ) A είναι ένας µηδενοδύναµος k × k πίνακας.

(γʹ) C είναι ένας αντιστρέψιµος (n− k)× (n− k) πίνακας.

(δʹ) k = dimKU και n− k = dimKV.

΄Ασκηση 20. Να δειχθεί ότι κάθε τετραγωνικός πίνακας A είναι όµοιος µε έναν πίνακα της µορφής :(
A O
O′ C

)
όπου A είναι ένας µηδενοδύναµος πίνακας, C είναι ένας αντιστρέψιµος πίνακας, και O,O′ είναι οι µηδενικοί

πίνακες κατάλληλων µεγεθών.

Υπενθυµίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f : E−→E καλείται προβολή, αν : f2 = f .

΄Ασκηση 21. ΄Εστω f, g : E−→E δύο ενδοµορφισµοί του E οι οποίοι είναι προβολές. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορ-

ϕισµός

f + g : E−→E, (f + g)(~x) = f(~x) + g(~y)

είναι προβολή αν και µόνον αν ισχύει ότι :

f ◦ g = 0 = g ◦ f (∗)
Αν ισχύει η συνθήκη (∗), τότε :

Im(f + g) = Im(f) + Im(g) και Ker(f + g) = Ker(f) ∩ Ker(g)

΄Ασκηση 22. ΄Εστω f, g : E−→E δύο ενδοµορφισµοί του E οι οποίοι είναι προβολές. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορ-

ϕισµός

f − g : E−→E, (f − g)(~x) = f(~x)− g(~y)
είναι προβολή αν και µόνον αν ισχύει ότι :

f ◦ g = g ◦ f = g (∗∗)
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Αν ισχύει η συνθήκη (∗∗), τότε :
Im(f − g) = Im(f) ∩ Ker(g) και Ker(f − g) = Ker(f) + Im(g)

΄Ασκηση 23. ΄Εστω f, g : E−→E δύο ενδοµορφισµοί του E οι οποίοι είναι προβολές. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορ-

ϕισµός

f ◦ g : E−→E, (f ◦ g)(~x) = f(g(~x))

είναι προβολή αν και µόνον αν ισχύει ότι :

f ◦ g = g ◦ f (∗ ∗ ∗)
Αν ισχύει η συνθήκη (∗ ∗ ∗), τότε :

Im(f ◦ g) = Im(f) ∩ Im(g) και Ker(f ◦ g) = Ker(f) + Ker(g)


