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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιοχώρους της γραµµικής απεικόνισης

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y, x+ z, y)

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι ιδιοχώροι των πινάκων πραγµατικών αριθµών

A =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 και B =

0 1 0
0 0 1
1 0 0


(1) Είναι οι πίνακες A και B διαγωνοποιήσιµοι ; Αν ναι, να διαγωνοποιηθούν.

(2) Είναι οι πίνακες A και B όµοιοι ; Αν ναι, να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε : P−1AP = B.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
a b
c d

)
για τον οποίο υποθέτουµε ότι a+ b = c+ d.

(1) Να δειχθεί ότι οι αριθµοί a+ b και a− c είναι ιδιοδιανύσµατα του A.

(2) Πότε ο A είναι διαγωνοποιήσιµος ;

(3) Αν ο A είναι διαγωνοποιήσιµος, να διαγωνοποιηθεί.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A και B δύο n×n και πίνακες έτσι ώστε AB = BA, και υποθέτουµε ότι ο A έχει n το πλήθος

διακεκριµένες ιδιοτιµές. Να δειχθεί ότι κάθε ιδιοδιάνυσµα του A είναι ιδιοδιάνυσµα του B.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον πίνακα (α) πραγµατικών, (β) µιγαδικών, αριθµών.

A =

(
1− a a
−a 1 + a

)
Για ποιές τιµές του a είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
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΄Ασκηση 6. Να εξετασθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας :

A =

0 1 0
0 0 1
4 −17 8


΄Ασκηση 7. Να εξετασθούν ως προς τη διαγωνοποίηση οι πίνακες :

A =

 2 −2 2
0 1 1
−4 8 3

 και B =

−1 2 2
2 2 2
−3 −6 −6


΄Ασκηση 8. Θεωρούµε τον ακόλουθο 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών: 3 −12 4

−1 0 −2
−1 5 −1


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, να διαγωνοποιηθεί.

(2) Να ϐρεθούν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A5
.

(3) Είναι ο πίνακας A αντιστρέψιµος ; Αν ναι, να ϐρεθούν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A−1
.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K και c, d ∈ K.

(1) Αν λ είναι ένα ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµαX ∈ Kn, τότε το διάνυσµαX είναι ιδιοδιάνυσµα

του n× n πίνακα cA+ dIn το οποίο ανιστοιχεί στην ιδιοτιµή cλ+ d.
(2) Να δειχθεί ότι αν ο πίνακαςA είναι διαγωνοποιήσιµος, τότε και ο πίνακας cA+dIn είναι διαγωνοποιήσιµος.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε το πολυώνυµο

P (t) = (−1)n
(
a0 + a1t+ · · ·+ an−1t

n−1 + tn
)
∈ K[t]

και τον πίνακα

A =



0 0 0 · · · 0 0 −a0
1 0 0 · · · 0 0 −a1
0 1 0 · · · 0 0 −a2
.
.
.

.

.

.
. . .

. . .
.
.
.

.

.

.

0 0 0
. . . 0 0 −an−3

0 0 0 · · · 1 0 −an−2

0 0 0 · · · 0 1 −an−1


ο οποίος καλείται ο συνοδός πίνακας του πολυωνύµου P (t). Να δείξετε ότι

PA(t) = |A− tIn| = (−1)n
(
a0 + a1t+ · · ·+ an−1t

n−1 + tn
)

΄Ασκηση 11. Με τη ϐοήθεια της ’σκησης 4 να ϐρείτε το πολυώνυµο |A− tI4|, όπου A είναι ο πίνακας

A =


0 0 0 −2
1 0 0 −4
0 1 0 8
0 0 1 3


΄Ασκηση 12. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιοχώρους του ενδοµορφισµού

f : M2(R) −→ M2(R), f

(
a b
c d

)
=

(
2a −2b+ c

−5b+ 2c 2d

)
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΄Ασκηση 13. Να εξετασθεί ως πρτος τη διαγωνοποίηση ο ενδοµορφισµός

f : M2(R) −→ M2(R), f

(
a b
c d

)
=

(
2c a+ c

b− 2c d

)

΄Ασκηση 14. ΄Εστω A ∈ Mn(R) µε την ιδιότητα ότι A2 = −In. Να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές του πίνακα A και να

αποδείξετε ότι ο n δεν µπορεί να είναι περιττός αριθµός.

΄Ασκηση 15. Αν a, b είναι µιγαδικοί αριθµοί, να εξετασθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας µιγαδικλων

αριθµών:

A =

(
a a+ b
0 b

)

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε ένα πίνακα A ∈ Mn(R) µε ϑετικές ιδιοτιµές. Να εξετάσετε αν ο πίνακας A + I είναι

αντιστρέψιµος.

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : Mn(R) −→ Mn(R), f(A) = tA

Να ϐρείτε τις ιδιοτιµές του f και ϐάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων. Είναι ο f διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, να

διαγωνοποιηθεί.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω A ένας n × n-πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Υποθέτουµε ότι το άθροισµα των

στοιχείων καθεµιάς γραµµής του είναι ίσο µε 1.

(1) Να δείξετε ότι το 1 είναι ιδιοτιµή του A.

(2) Αν κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα στήλη του χώρου Kn είναι ιδιοδιάνυσµα του A, να δείξετε ότι ο A είναι ο

µοναδιαίος πίνακας : A = In.

΄Ασκηση 19. Αν n ≥ 1, να υπολογισθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του n× n-πίνακα

A =


1 2 · · · 2
2 1 · · · 2
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

2 2 · · · 1


΄Ασκηση 20. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

(
−1 2
−2 3

)
Να υπολογισθεί ο πίνακας A2017(A− 2I2)

2018
.

΄Ασκηση 21. Να ϐρεθεί ένας 3× 3-πίνακας A για τον οποίο τα διανύσµατα στήλες

X =

 1
−1
1

 , Y =

1
1
0

 , Z =

 1
−1
0


είναι ιδιοδιανύσµατα του A µε αντίστοιχες ιδιοτιµές 1, −1 και 0.



4

΄Ασκηση 22. Να εξετασθεί εαν ο πίνακας

A =


0 2 0 0
1 0 0 0
0 0 0 3
0 0 1 0


είναι διαγωνοποιήσιµος.

΄Ασκηση 23. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (3x+ y − z, x+ 3y + z, −x+ y + 3z)

Να δείξετε ότι ο f είναι διαγωνοποιήσιµος και ακολούθως να τον διαγωνοποιήσετε.

΄Ασκηση 24. Να ϐρεθούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες τις οποίες πρέπει να πληρούν τα α, β, γ ∈ R έτσι ώστε

ο πίνακας

A =

 3 α β
0 3 γ
0 0 2


να είναι διαγωνοποιήσιµος.

΄Ασκηση 25. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : R4−→R4, f(x, y, z, w) =
(
x, 2x+ 5y + 6z + 7w, 3x+ 8z + 9w, 4x+ 10w

)
Να εξετασθεί ο f ως προς τη διαγωνοποίηση.

΄Ασκηση 26. Να ϐρεθούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες τις οποίες πρέπει να πληρούν τα α, β, γ ∈ R έτσι ώστε

ο πίνακας

A =

 7 α β
0 2 γ
0 0 3


να είναι διαγωνοποιήσιµος.

΄Ασκηση 27. Να εξετασθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας µιγαδικών αριθµών

A =

 0 i i
−i 0 i
−i −i 0


΄Ασκηση 28. Να υπολογισθεί η m-οστή δύναµη Am,∀ m ≥ 1, του πίνακα

A =

−1 2 2
2 2 2
−3 −6 −6


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΄Ασκηση 29. ΄Εστω A ∈ Mn(K). Υποθέτουµε ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος και η µοναδική ιδιοτιµή του είναι

το λ ∈ K. Να δείξετε ότι

A =


λ 0 · · · 0
0 λ · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 0 λ


΄Ασκηση 30. ΄Εστω (xn)n≥0, (yn)n≥0 και (zn)n≥0 ακολουθίες πραγµατικών αριθµών έτσι ώστε

xn = xn−1 + yn−1 − zn−1

yn = −xn−1 + 3yn−1 − zn−1

zn = −xn−1 + 2zn−1

για κάθε n ≥ 1.
Αν x0 = 1, yn = 0, zn = −1, να ϐρεθούν οι ακολουθίες (xn)n≥0, (yn)n≥0, (zn)n≥0.

΄Ασκηση 31. Να µελετηθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας πραγµατικών αριθµών: 1 −14 4
−1 6 −2
−2 24 −7


΄Ασκηση 32. Να µελετηθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας πραγµατικών αριθµών:

3 9 9 9
9 3 9 9
9 9 3 9
9 9 9 3


΄Ασκηση 33. Να µελετηθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας πραγµατικών αριθµών:

6 2 2 2 2
2 6 2 2 2
2 2 6 2 2
2 2 2 6 2
2 2 2 2 6


΄Ασκηση 34. Να µελετηθεί ως προς τη διαγωνοποίηση ο πίνακας µιγαδικών αριθµών:

0 i i i
i 0 i i
i i 0 i
i i i 0


΄Ασκηση 35. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του πίνακα:

A =


10001 3 5 7 9 11
1 10003 5 7 9 11
1 3 10005 7 9 11
1 3 5 10007 9 11
1 3 5 7 10009 11
1 3 5 7 9 10011


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΄Ασκηση 36. ΄Εστω A ένας διαγωνοποιήσιµος n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών και υποθέτουµε ότι

PA(t) = t2(t− 3)(t+ 2)3(t− 4)3

(1) Να ϐρεθεί το n.
(2) Να ϐρεθεί η διάσταση του ιδιοχώρου V(4).
(3) Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα του A.


