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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του ππίνακα

A =

−2 4 3
0 0 0
−1 5 2


΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του ππίνακα

A =


4 3 0 0
3 −4 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1


και ακολούθως να προσδιορισθεί η n-οστή δύναµη του A.

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο των ενδοµορφισµών:

(1)

f : R4−→R4, f(x1, x2, x3, x4) =
(
x1 − x2 + x3, x1, x2 + x4, 0

)
(2)

f : R4−→R4, f(x1, x2, x3, x4) =
(
x3 + 3x2 + 2x4, 2x2, x1 − 3x2 − 4x4, 2x4

)
(3)

f : R4−→R4, f(x1, x2, x3, x4) =
(
x1 + x3, x2 + x4, x2 + x3, x4

)
(4)

f : R4−→R4, f(x1, x2, x3, x4) =
(
x1 − x2 + x3 − x4, x1 − x2 + x3 − x4, x1 − x2, x1

)
΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τους ακόλουθους πίνακες :

A =

1 1 2
2 2 0
5 0 3

 και A =

 7 2 −2
−6 −1 2
6 2 −1


(1) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο των πινάκων A και B.
(2) Να εξετασθεί αν οι πίνακες A και B είναι αντιστρέψιµοι χωρίς να υπολογισθεί η ορίζουσά τους.
(3) Αν οι πίνακες A και B είναι αντιστρέψιµοι να ϐρεθούν οι πίνακες A−1 και B−1 µε τη ϐοήθεια του

Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton.



2

΄Ασκηση 5. (1) ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός.
(αʹ) Αν f2 = f να υπολογισθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του f .
(ϐʹ) Αν f2 = IdE να υπολογισθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του f .

(2) ΄Εστω A ∈ Mn(K).
(αʹ) Αν A2 = A, να υπολογισθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.
(ϐʹ) Αν A2 = In, να υπολογισθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.

΄Ασκηση 6. Να προσδιοριστούν οι πίνακες A ∈ Mn(K) των οποίων το ελάχιστο πολυώνυµο είναι της µορφής

QA(t) = t− λ (λ ∈ K)

΄Ασκηση 7. Να ϐρείτε όλους τους πίνακες A ∈ M2(R) που είναι διαγωνιοποιήσιµοι και ικανοποιούν τη σχέση

A2 − 3A+ 2I2 = O

΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι αν A ∈ Mn(R) είναι ένας πίνακας τέτοιος ώστε

A3 = 7A

τότε ο A είναι διαγωνοποιήσιµος. Είναι ο A διαγωνοποιήσιµος όταν ϑεωρηθεί ως πίνακας ϱητών αριθµών ;

΄Ασκηση 9. Αν k ≥ 1, ϑεωρούµε τον n× n πίνακα

A =


k k · · · k
k k · · · k
...

...
. . .

...
k k · · · k


(1) Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A.
(2) Να εξετάσετε αν ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.
(3) Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;

΄Ασκηση 10. έστω A ένας 3× 3 πίνακας πραγµατικών αριθµών για τον οποίο γνωρίζουµε ότι :

A ·

1
2
1

 = 6

1
2
1

 , A ·

 1
−1
1

 = 3

 1
−1
1

 , A ·

 2
−1
0

 = 3

 1
−1
1

 ,

(1) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A.
(2) Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A.
(3) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;
(4) Είναι ο πίνακας A αντιστρέψιµος ;
(5) Είναι ο πίνακας A ταυτοδύναµος ;
(6) Είναι ο πίνακας A µηδενοδύναµος ;

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

1 α 1
α 1 α
1 α 1


(1) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A.
(2) Να εξεταστεί αν ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος. Αν ο A είναι διαγωνοποιήσιµος, να διαγωνοποιηθεί.
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(3) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα A.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω A ένας n × n διαγωνοποιήσιµος πίνακας πραγµατικών αριθµών µε χαρακτηριστικό πολυ-
ώνυµο

PA(t) = −t4(t− 1)3(t− 3)5(t+ 1)7

(1) Να ϐρεθεί το µέγεθος n του πίνακα A.
(2) Να ϐρθεί το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του πίνακα A.
(3) Να ϐρεθεί η διάσταση των ιδιοχώρων των ιδιοτιµών του πίνακα A.
(4) Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα του πίνακα A.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω P ένας αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Θεωρούµε το σύνολο

E(P ) =
{
A ∈ M3(K) | ο πίνακας P−1AP είναι διαγώνιος

}
(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο E(P ) είναι ένας υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου M3(K).
(2) Να ϐρεθεί η διάσταση του E(P ) και να προσδιορισθεί µια ϐάση του.
(3) Να δειχθεί ότι ορίζοντας

f : E(P )−→E(P ), f(A) = tA

αποκτούµε έναν ενδοµορφισµό του E(P ).
(4) Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του f .
(5) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του f .
(6) Είναι ο f διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, να ϐρεθεί µια ϐάση του E(P ) στην οποία ο πίνακας του f να είναι

διαγώνιος.

΄Ασκηση 14. ΄Ενας πίνακας B = (bij)Mn×n(K) καλείται δίκαιος αν:

(a) bij > 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , n.
(b) bijbjk = bik, ∀i, j, k = 1, 2, · · · , n.
(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας

A =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


είναι δίκαιος.

(2) Να δείξετε ότι αν B είναι ένας δίκαιος πίνακας, τότε : B2 = 1
nB.

(3) Κάθε δίκαιος πίνακας είναι όµοιος µε τον A.
(4) Να δείξετε ότι κάθε δίκαιος πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος και να προσδιορισθεί ένας αντιστρέψιµος

πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας
P−1BP

να είναι διαγώνιος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή ενός δίκαιου πίνακα ;

΄Ασκηση 15. ΄Εστω R(t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο το οποίο έχει όλες τις ϱίζες του στο σώµα K και καθε ϱίζα έχει
πολλαπλότητα 1, δηλαδή το πολυώνυµο R(t) αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων
υπεράνω του K.

(1) ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimKE <∞. Αν R(f) = 0, να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός
f είναι διαγωνοποιήσιµος.

(2) ΄Εστω A ∈ Mn(K). Αν R(A) = O, να δειχθεί ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος.
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΄Ασκηση 16. Για κάθε τετραγωνικό πίνακα A δείξτε ότι ο A και ο tA έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο
και το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο.

΄Ασκηση 17. Αν οι αριθµοί λ1, · · · , λn είναι όλες οι ιδιοτιµές του διαγωνοποιήσιµου πίνακα A, τότε να δείξετε
οτι οι αριθµοί λ21, · · · , λ2n είναι όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A2. Ισχύει αυτό το συµπέρασµα αν ο A δεν είναι
διαγωνοποιήσιµος ;

Αν ο πίνακας A2 είναι διαγωνοποιήσιµος, πότε είναι ο A διαγωνοποιήσιµος ;

΄Ασκηση 18. ΄Εστω k ≥ 1 ένας ϕυσικός αριθµός.

(1) ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimKE = n. Να δειχθεί ότι :

fk = 0 =⇒ fn = 0

(2) ΄Εστω A ∈ Mn(K). Να δειχθεί ότι :

Ak = 0 =⇒ An = O

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =

2 1 0
0 1 −1
0 2 4


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;
(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικός.

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα µιγαδικών αριθµών:

A =

 0 i i
−i 0 i
−i −i 0


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;
(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικος.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω A ένας 2 × 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K και υποθέτουµε ότι οι ιδιοτιµές του A
είναι 4 και −2. ΄Εστω n ≥ 0. Να ϐρεθεί ο πίνακας An, ∀n ∈ Z, συναρτήσει των πινάκων A και I2, σε δύο µέρη:

(1) Να ϐρεθούν αριθµοί an, bn ∈ K έτσι ώστε : An+1 = anA+ bnI2.
(2) Να ϐρεθούν αριθµοί cn, dn ∈ K έτσι ώστε : A−n−1 = cnA+ dnI2.

΄Ασκηση 22. Να εξετασθεί αν υπάρχει πίνακας B έτσι ώστε :

B2 = A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1


΄Ασκηση 23. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


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(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;
(3) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του A.
(4) Να εξετασθεί αν ο πίνακαςA είναι αντιστρέψιµος χωρίς να υπολογισθεί η ορίζουσα τουA και ακολούθως,

αν ο A είναι αντιστρέψιµος, να ϐρεθεί ο πίνακας An, ∀n ∈ Z.

΄Ασκηση 24. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =


1 −1 0 −1
0 2 0 1
−2 1 −1 1
2 −1 2 0


να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος, και να εκφραστεί ο αντίστροφος πίνακας A−1 ως γραµµικός συνδυασµός
των πινάκων I4, A, και A2.

΄Ασκηση 25. Αν A και B είναι δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, τότε γνωρίζουµε ότι PAB(t) =
PBA(t), ϐλέπε την ΄Ασκηση 30 του Φυλλαδίου 3. Να δοθεί παράδειγµα n×n πίνακων A και B µε στοιχεία από
ένα σώµα K, έτσι ώστε :

QAB(t) 6= QBA(t)

΄Ασκηση 26. ΄Εστω A ένας n×n πίνακας πραγµατικών αριθµών για τον οποίο ισχύει ότι Am = Im, όπουm ≥ 1.
Να εξετασθεί αν ο πίνακας A είναι διαγωνοπιήσιµος (α) υπεράνω του R, και (β) υπεράνω του C.

΄Ασκηση 27. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =

2 0 10
0 a+ 7 −3
0 4 a


Πότε ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ; Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

΄Ασκηση 28. ΄Εστω ~x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn και ~y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn δύο διανύσµατα του Rn.
(1) Αν x21 + x22 + · · ·+ x2n = 1, να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =


x1
x2
...
xn

(x1 x2 · · · xn)

είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ; Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;
(2) Αν x21 + x22 + · · ·+ x2n = 1 = y21 + y22 + · · ·+ y2n και x1y1 + x2y2 + xnyn = 0. να δειχθεί ότι ο πίνακας

B =


x1
x2
...
xn

(x1 x2 · · · xn)+

y1
y2
...
yn

(y1 y2 · · · yn)

είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ; Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του B;
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΄Ασκηση 29. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =

1 −2 −2
0 −3 4
0 −2 3


να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος, και να εφραστεί ο πίνακας A−1 ως γραµµικός συνδυασµός των πινάκων
I3, A και A2. Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;

΄Ασκηση 30. Θεωρούµε τον µη-µηδενικό πίνακα-γραµµή

A =
(
a1 a2 · · · an

)
και ϑέτουµε

B = tA ·A
Να δειχθεί ότι ο πίνακας B είναι διαγωνοποιήσιµος και να ϐρεθεί η διαγώνια µορφή του.

΄Ασκηση 31. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


υπεράνω του R και υπεράνω του C, και να υπολογιστεί η n-οστή δύναµη του.

΄Ασκηση 32. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρου E, όπου dimK E < ∞. Υπο-
ϑέτουµε ότι E = E1 ⊕ E2, για κάποιους υπόχωρους E1 και E2 του E.

Αν f(E1) ⊆ E1 και f(E2) ⊆ E2, να δειχθούν τα εξής :

(1) Οι απεικονίσεις

f1 : E1−→E1, f1(~x) = f(~x) και f2 : E2−→E2, f2(~x) = f(~x)

είναι ενδοµορφισµοί των E1 και E2 αντίστοιχα.
(2) Για τα ελάχιστα πολυώνυµα Qf (t), Qf1(t), και Qf2(t) των ενδοµορφισµών f , f1, και f2 ισχύει ότι :

Qf (t) =
[
Qf1(t), Qf2(t)

]
όπου

[
Qf1(t), Qf2(t)

]
είναι το ελάχιστο κοινό πολλλαπλάσιο των πολυωνύµων Qf1(t) και Qf2(t).

΄Ασκηση 33. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα µιγαδικών αριθµών

A =

√2 cosx i sinx 0
i sinx 0 −i sinx
0 −i sinx −

√
2 cosx


όπου x είναι ένας π[ϱαγµατικός αριθµός µε : 0 ≤ x ≤ 2π.

(1) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.
(2) Πότε ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ; Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;
(3) Αν x 6= π

4 ,
3π
4 , να ϐρεθεί ο πίνακας : A2018.
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΄Ασκηση 34. Θεωρούµε τον ακόλουθο 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών, όπου a ∈ R:

A =

 a 1 2
1 1 1
−1 1 1− a


Να ϐρεθούν οι τιµές του a έτσι ώστε ο πίνακας A να έχει ως ιδιοτιµή τον αριθµό λ = 0 και τις υπόλοιπες ιδιοτιµές
ακέραιους αριθµούς. Για τις παραπάνω τιµές του a:

(1) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A.
(2) Είναι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;
(3) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα A.
(4) Να ϐρεθούν όλες οι τετραγωνικές ϱίζες του A, δηλαδή να ϐρεθούν όλοι οι 3 × 3 πίνακες πραγµατικών

αριθµών B για τους οποίους ισχύει ότι B2 = A.

΄Ασκηση 35. Θεωρούµε τον ακόλουθο 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών, όπου a ∈ R:

A =

2− a a a− 3
1 0 −1
0 1 −1


Να ϐρεθούν οι τιµές του a έτσι ώστε ο πίνακας A να έχει ως ιδιοτιµή τον αριθµό λ = 0 και τις υπόλοιπες ιδιοτιµές
ακέραιους αριθµούς. Για τις παραπάνω τιµές του a:

(1) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A.
(2) Είναι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;
(3) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα A.
(4) Να ϐρεθούν όλες οι τετραγωνικές ϱίζες του A, δηλαδή να ϐρεθούν όλοι οι 3 × 3 πίνακες πραγµατικών

αριθµών B για τους οποίους ισχύει ότι B2 = A.

΄Ασκηση 36. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών. ΄Εστω
dimC E = n και B =

{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του E. Ορίζουµε απεικόνιση

f : E−→ E, ~x = z1~e1 + z2~e2 + · · ·+ zn~en 7−→ f(~x) = z1~e1 + z2~e2 + · · ·+ zn~en

(1) Να δειχθεί ότι ο C-διανυσµατικός χώρος E µπορεί να ϑεωρηθεί ως R-διανυσµατικός χώρος.
(2) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι ένας ενδοµορφισµός του R-διανυσµατικού χώρου E.
(3) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του f .

΄Εστω E = V ⊕W, όπου V και W είναι υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου E και έστω f : V−→V και

g : W−→W ενδοµορφισµοί των V και W αντίστοιχα. Το ευθύ άθροισµα f ⊕ g των ενδοµορφισµών f και g
ορίζεται να είναι η απεικόνιση

f ⊕ g : E = V⊕W −→ E = V⊕W, (f ⊕ g)(~v + ~w) = f(~v) + g(~w)

΄Ασκηση 37. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρου E, όπου dimKE < ∞. Να
δειχθεί ότι ο f µπορεί να γραφεί ώς «ευθύ άθροισµα»

f = g + h

κατάλληλων ενδοµορφισµών
g : V−→V και h : W−→W

όπου V και W είναι κατάλληλοι υπόχωροι του E έτσι ώστε E = V⊕W και :

(1) Ο ενδοµορφισµός g : V −→ V είναι ισοµορφισµός.
(2) Ο ενδοµορφισµός h : W −→W είναι µηδενοδύναµος, δηλ. hm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
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Το ευθύ άθροισµα A⊕B δύο πινάκων A ∈ Mn(K) και B ∈ Mm(K) ορίζεται να είναι ο (n+m)× (n+m)
πίνακας

A⊕B =

 A On×m

Om×n B



΄Ασκηση 38. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας τετραγωνικός πίνακας. Να δειχθεί ότι ο A µπορεί να γραφεί ώς «ευθύ
άθροισµα» πινάκων:

A = B ⊕ C
όπου για κατάλληλα 1 ≤ r, s ≤ n έτσι ώστε s+ r = n:

(1) Ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος s× s πίνακας.
(2) Ο πίνακας C είναι µηδενοδύναµος r × r πίνακας, δηλ. Cm = 0, για κάποιο m ≥ 1.


