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΄Ασκηση 1. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος.

(1) Να δειχθεί ότι κάθε µη-µηδενικός υπόχωρος του E είναι, µε ϕυσικό τρόπο, Ευκλείδειος χώρος.

(2) ΄Εστω {~e1, · · · , ~en} µια ϐάση του Ευκλείδειου χώρου E.

(αʹ) Αν ~x ∈ E, να δειχθεί ότι : ~x = ~0 αν και µόνον αν 〈~x,~ei〉 = 0 για κάθε i = 1, 2, · · · , n.
(ϐʹ) Αν ~x, ~y ∈ E, να δειχθεί ότι : ~x = ~y αν και µόνον αν 〈~x,~ei〉 = 〈~y,~ei〉 για κάθε i = 1, 2, · · · , n.
(γʹ) Αν f, g : F−→E είναι γραµµικές απεικονίσεις, και {~ε1, · · · , ~εm} είναι µια ϐάση του F, να δειχθεί

ότι : f = g αν και µόνον αν 〈f(~εi), ~ej〉 = 〈g(~εi), ~ej〉, για κάθε 1 ≤ i ≤ m και κάθε 1 ≤ j ≤ n.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος.

(1) Αν V είναι ένας υπόχωρος του E και ~x ∈ E, να εξετασθεί αν υπάρχει διάνυσµα ~v~x ∈ V έτσι ώστε, ∀~u ∈ V:

‖~v~x − ~x‖ ≤ ‖~u− ~x‖

Αν υπάρχει ένα τέτοιο διάνυσµα, είναι µοναδικό ;

(2) E = R3
, ~x = (1, 1, 1), και V =

{
(x, y, z) ∈ R3 | x − y + z = 0

}
, να ϐρεθεί, αν υπάρχει, ένα διάνυσµα

~v~x, όπως στο µέρος (1).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω E(, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος.

(1) Αν ~x, ~y ∈ E είναι δύο µοναδιαία διανύσµατα του E για τα οποία ισχύει ότι 〈~x, ~y〉 = −1
2 , να ϐρεθεί το µήκος

του διανύσµατος ~x− ~y.
(2) Αν E = Rn, εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και ~x, ~y, ~z είναι τρία διανύσµατά του,

έτσι ώστε :

~x ⊥ ~y, ‖~y‖ = 4,
〈
~y, ~z

〉
= 7

Αν ~x = ~y + λ~z, να ϐρεθεί ο πραγµατικός αριθµός λ.

΄Ασκηση 4. Να δείξετε ότι η απεικόνιση 〈−,−〉 : R2 × R2 −→ R η οποία ορίζεται ως εξής :

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10x2y2

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
.
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΄Ασκηση 5. Να εξετασθεί αν η απεικόνιση 〈−,−〉 : R2 × R2 −→ R η οποία ορίζεται ως εξής :

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 − 2x2y1 − x1y2 + 4x2y2

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4
:

~x1 = (2,−3,−1, 0), ~x2 = (7, 3, 0, 1), ~x3 = (−1, 0, 1, 0), ~x4 = (0, 1, 1, 1)

Να ϐρεθεί ένα εσωτερικό γινόµενο

〈−,−〉 : R4 × R4 −→ R
έτσι ώστε τα {~x1, ~x2, ~x3, ~x4} να αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του Ευκλείδειου χώρου (R4, 〈, 〉).

΄Ασκηση 7. Να δειχθεί ότι απεικόνιση

〈 , 〉 : M2(R)×M2(R)−→R, 〈A,B〉 = |A+B| − |A| − |B|
είναι διγραµµική και συµµετρική, αλλά δεν είναι ϑετικά ορισµένη και εποµένως δεν ορίζει εσωτερικό γινόµενο

στον R-διανυσµατικό χώρο M2(R).

΄Ασκηση 8. ΄Εστω

A =

(
x y
z w

)
ένας 2× 2 πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

〈 , 〉′ : R2 × R2 −→ R, 〈(a1, a2), (b1, b2)〉′ = (a1 a2) ·A ·
(
b1
b2

)
ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο επί του R2

αν και µόνον αν y = z και ισχύει : x, w, xw − y2 > 0.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ~x, ~y ∈ Rn µε ~x 6= ~0 και ~y 6= ~0. Να δειχθεί ότι

(1) ~x = a · ~y, όπου a > 0, αν και µόνο αν η γωνία την οποια σχηµατίζουν τα ~x, ~y είναι ίση µε 0.
(2) ~x = a · ~y, όπου a < 0, αν και µόνο αν η γωνία την οποια σχηµατίζουν τα ~x, ~y είναι ίση µε π.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθούν όλα τα διανύσµατα τα οποία είναι κάθετα προς τα διανύσµατα :

(1) ~x = (−1, 1, 2,−1) ∈ R4
.

(2) ~x = t2 ∈ R3[t].

(3) ~x =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ∈ M3(R).

΄Ασκηση 11. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να εξετασθεί αν η απεικόνιση

〈 , 〉 : Rn × Rn−→R,
(
~x = (x1, x2, · · · , xn), ~y = (y1, y2, · · · , yn)

)
7−→ 〈~x, ~y 〉 = tX ·A ·X

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του Rn, όπου :

X =


x1
x2
.
.
.

xn


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στις ακόλουθες περιπτώσεις :

A =

(
1 2
2 1

)
, A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , A =

1 0 1
0 1 0
1 0 0

 , A =

2 0 1
0 1 0
1 0 1


΄Ασκηση 12. Να εξετασθεί για ποιές τιµές του a ∈ R, η απεικόνιση

〈 , 〉 : R2×R2−→R,
(
~x = (x1, x2), ~y = (y1, y2)

)
7−→ 〈~x, ~y 〉 = (2−2a)x1y1 + (a−3)x1y2 +ax2y1 + 5ax2y2

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του R2
.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω A ∈ Mn(R) ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

〈 , 〉 : Rn × Rn−→R,
(
~x = (x1, x2, · · · , xn), ~y = (y1, y2, · · · , yn)

)
7−→ 〈~x, ~y 〉 = tX · (tA ·A) ·X

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του Rn, όπου :

X =


x1
x2
.
.
.

xn



΄Ασκηση 14. Αν α1, α2, · · · , αn είναι πραγµατικοί αριθµοί, να δειχθεί ότι :(
α1 +

α2

2
+ · · ·+ αn

n

)2
≤
(
α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
n

)
·
(

1 +
1

22
+ · · ·+ 1

n2

)

΄Ασκηση 15. Να εξετασθεί αν οι παρακάτω απεικονίσεις ορίζουν εσωτερικό γινόµενο :

〈 , 〉 : Mn(R) × Mn(R) −→ R, 〈A,B〉 = det(A ·B)

〈 , 〉 : Mn(R) × Mn(R) −→ R, 〈A,B〉 = Tr(A ·B)

〈 , 〉 : Mn(R) × Mn(R) −→ R, 〈A,B〉 = Tr(A+B)

〈 , 〉 : Mn(R) × Mn(R) −→ R, 〈A,B〉 = det(A+B)

΄Ασκηση 16. Στον Ευκλείδειο χώρο (E, 〈, 〉), ϑεωρούµε ένα διάνυσµα ~α. Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R για τις

οποίες ισχύει ότι, ∀~x, ~y ∈ E: 〈
~x+ λ〈~x,~a〉~α, ~x+ λ〈~x,~a〉~α

〉
=
〈
~x, ~y
〉

΄Ασκηση 17. Στον Ευκλείδειο χώρο (R3, 〈, 〉), ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο,

ϑεωρούµε δύο διανύσµατα ~x και ~y. Αν ~x× ~y είναι το εξωτερικό γινόµενο των ~x και ~y, να δειχθεί ότι :

‖~x× ~y‖ =
√
‖~x‖2‖~y‖2 − 〈~x, ~y〉2

΄Ασκηση 18. ΄Εστω ~x και ~y 6= ~0 δύο διανύσµατα του Ευκλείδειου χώρου (R3, 〈, 〉).
(1) Για ποιά τιµή λ0 του πραγµατικού αριθµού λ, το διάνυσµα ~x+ λ~y έχει το µικρότερο µήκος ;

(2) Για την τιµή λ0 που ϐρέθηκε στο µέρος (1), να δειχθεί ότι :

(~x+ λ0~y) ⊥ ~y



4

΄Ασκηση 19. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και ~x, ~y, ~z τρία µη-µηδενικά διανύσµατα του E. Από την

(λυµένη) ΄Ασκηση 22 του Φυλλαδίου Ασκήσεων 4 γνωρίζουµε ότι :

‖~x− ~y‖ · ‖~z‖ ≤ ‖~y − ~z‖ · ‖~x‖+ ‖~z − ~x‖ · ‖~y‖ (Ανισότητα του Πτολεµαίου)

Να εξετασθεί πότε η Ανισότητα του Πτολεµαίου είναι ισότητα.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω

A =
{
xn)n≥1 | xn ∈ R, ∀n ≥ 1

}
το σύνολο όλων των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών, το οποίο ϑεωρούµε ως R-διανυσµατικό χώρο (άπειρης

διάστασης) εφοδιασµένο µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης ακολουθιών και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού

ακολουθίας µε πραγµατικό αριθµό. ΄Εστω E το ακόλουθο υποσύνολο του A:

E =

(xn)n≥1 ∈ A |
∞∑
n≥1

x2n <∞


∆ηλαδή (xn)n≥1 ∈ E αν και µόνον αν η σειρά

∑∞
n≥1 x

2
n συγκλίνει σε έναν πραγµατικό αριθµό.

(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο E είναι ένας υπόχωρος του A.

(2) Να δειχθεί ότι, αν (xn)n≥1, (yn)n≥1 ∈ R, τότε η σειρά
∑∞

n=1 xnyn συγκλίνει και η απεικόνιση

〈 , 〉 : E× E−→R,
〈

(xn)n≥1, (yn)n≥1

〉
=

∞∑
n=1

xnyn

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του E.

΄Ασκηση 21. Σταθεροποιούµε ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~y σε έναν Ευκλείδειο χώρο (E, 〈, 〉), και ϑεωρούµε την

απεικόνιση

Π~y : E−→E, ~x 7−→ Π~y(~x) =
〈~x, ~y 〉
〈~y, ~y 〉

~y (Ορθογώνια Προβολή του ~x στο ~y)

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση Π~y είναι γραµµική.

(2) Να προσδιορισθεί ο πυρήνας και η εικόνα της Π~y.

(3) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση Π~y είναι προβολή, δηλαδή: Π~y ◦Π~y = Π~y.

΄Ασκηση 22. Σταθεροποιούµε ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~y σε έναν Ευκλείδειο χώρο (E, 〈, 〉), και ϑεωρούµε την

απεικόνιση

R~y : E−→E, ~x 7−→ R~y(~x) = ~x− 〈~x, ~y 〉
〈~y, ~y 〉

~y

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση R~y είναι γραµµική.

(2) Να προσδιορισθεί ο πυρήνας και η εικόνα της R~y.
(3) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση Π~y είναι προβολή, δηλαδή: R~y ◦ R~y = R~y.
(4) Να δειχθεί ότι, ∀~x ∈ E:

R~y(~x) ⊥ ~y και R~y(~x) =

{
~x, αν και µόνον αν ~x ⊥ ~y
~0, αν και µόνον αν ∃λ ∈ R : ~x = λ~y

(5) Να δειχθεί ότι, κάθε διάνυσµα ~x του E γράφεται µοναδικά ως εξής :

~x = λ~y + ~z, όπου λ ∈ R και ~z ⊥ ~y

και εποµένως αν ϑέσουµε U = 〈~y〉 =
{
λ~y ∈ E | λ ∈ R

}
και V =

{
~x ∈ E | 〈~x, ~y 〉 = 0

}
, τότε :

E = U⊕ V
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Υπενθυµίζουµε ότι κάθ διάνυσµα ~α σε έναν R-διανυσµατικό χώρο E καθορίζει µοναδικά µια ευθεία (µονο-

διάστατο υπόχωρο του E):

Lα =
{
λα ∈ E | λ ∈ R

}
΄Ασκηση 23. Σταθεροποιούµε ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~α σε έναν Ευκλείδειο χώρο (E, 〈, 〉), και ϑεωρούµε την

απεικόνιση

S~α : E−→E, ~x 7−→ S~α(~x) = ~x− 2
〈~x, ~α 〉
〈~α, ~α 〉

~α (Ανάκλαση του E ως προς την ευθεία L~α)

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση S~α είναι γραµµική.

(2) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση S~α είναι ενέλιξη, δηλαδή: S~α ◦ S~α = IdE.
(3) Να δειχθεί ότι, ∀~x ∈ E:

S~α(~x) =

{
~x, αν και µόνον αν ~x ⊥ ~α

−~x, αν και µόνον αν ∃λ ∈ R : ~x = λ~α

(4) Να δειχθεί ότι, ∀~x, ~y ∈ E: 〈
S~α(~x), S~α(~y)

〉
=
〈
~x, ~y

〉
(5) Η γραµµική απεικόνιση S~α διατηρεί µήκη και γωνίες διανυσµάτων:

‖S~α(~x)‖ = ‖~x‖ και ^ (S~α(~x),S~α(~y)) = ^(~x, ~y)

΄Ασκηση 24. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E και

~w = w1~e1 + w2~e2 + · · ·+ wn~en ένα µοναδιαίο διάνυσµα του E. Θεωρούµε τον n× n πίνακα:

A = In − 2W · tW, όπου W =


w1

w2
.
.
.

wn


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, δηλαδή ισχύει ότι :

A · tA = In = tA ·A
(2) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

fA : Rn−→Rn, fA(X) = A ·X
είναι µια ανάκλαση του Ευκλείδειου χώρου Rn ως προς την ευθεία LW , µε την έννοια της ΄Ασκησης 23,

όπου ο R-διανυσµατικός χώρος Rn είναι Ευκλείδειος µε εσωτερικό γινόµενο :

〈
x1
x2
.
.
.

xn

 ,


y1
y2
.
.
.

yn


〉

= x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

΄Ασκηση 25. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, και ~x και ~y δύο διανύσµατα του E. Τότε τα διανύσµατα ~x
και ~y προσδιορίζουν ένα παραλληλόγραµµο (Π) µε πλευρές ~x και ~y:

~x

~y



6

Να δειχθεί ότι το εµβαδόν E(Π) του παραλληλογράµµου (Π) είναι ίσο µε :

E(Π) = 2
√
s(s− a)(s− b)(s− c), όπου :


a = ‖~x‖
b = ‖~y‖
c = ‖~y − ~x‖
s = 1

2(a+ b+ c)

΄Ασκηση 26. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, και f : E−→E ένας µη-µηδενικός ενδοµορφισµός του E.

(1) Υποθέτουµε ότι υπάρχει λ ∈ R έτσι ώστε, ∀~x ∈ E:

‖f(~x)‖ = λ‖~x‖
(αʹ) Να δειχθεί ότι, ∀~x, ~y ∈ E: 〈

f(~x), f(~y)
〉

= λ2
〈
~x, ~y

〉
(ϐʹ)

~x ⊥ ~y =⇒ f(~x) ⊥ f(~y)

(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) Υπάρχει λ ∈ R έτσι ώστε, ∀~x ∈ E: ‖f(~x)‖ = λ‖~x‖.
(ϐʹ) ∀~x, ~y ∈ E: ~x ⊥ ~y =⇒ f(~x) ⊥ f(~y).


