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΄Ασκηση 1. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉). Τι προκύπτει

µε την εφαρµογή της διαδικασίας Gram-Schmidt στο σύνολο B;

΄Ασκηση 2. Στον Ευκλείδειο χώρο R3, ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, να
ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του υποχώρου V ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα :

~x = (1,−1, 0, 1), ~y = (−1, 0, 0, 2), ~z = (1, 0,−2, 1)

΄Ασκηση 3. Να επεκταθεί σε µια ορθοκανονική ϐάση του R3 το σύνολο διανυσµάτων {~x1, ~x2}, όπου :

~x1 =

(
1√
2
, 0,

1√
2

)
, ~x2 = (0, 1, 0)

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4:

~x = (2, 1, 3,−1), ~y = (7, 4, 3,−3), ~z = (1,−1, 6, 0), ~w = (5, 7, 7, 8)

Με την διαδικασία Gram-Schmidt, να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου V ο οποίος παράγεται από
τα παραπάνω διανύσµατα, και ακολούθως να προσδιορισθεί ο ορθογώνιος υπόχωρος V⊥ του V.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο M2(R), εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και
έστω οι ακόλουθοι 2× 2 πίνακες πραγµατικών αρθµών:

A =

(
1 −1
0 1

)
και B =

(
1 0
−1 0

)
΄Εστω V ο υπόχωρος του M2(R) ο οποίος παράγεται από τους πίνακες A και B.

(1) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονονική ϐάση B1 του V.
(2) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση B2 του V⊥.
(3) Να συµπληρωθεί η B1 σε µια ορθοκανονική ϐάση B του M2(R).
(4) Να ϐρεθεί η ορθογώνια προβολή του πίνακα

X =

(
1 1
1 1

)
στον υπόχωρο V.
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και {~ε1, · · · , ~εm} ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων
του E. ΄Εστω ~y ∈ E. Αν dimRE = n <∞, τότε να δείξετε ότι στην ανισότητα

〈~y, ~ε1〉2 + · · ·+ 〈~y, ~εm〉2 ≤ ||~y||2

ισχύει η ισότητα αν και µόνον αν m = n.

΄Ασκηση 7. ∆ίνεται ο υπόχωρος του R4:

V =
{

(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0
}

(1) Να ϐρεθούν δυο διαφορετικοί υπόχωροι V1 και V2 του R4 διάστασης 3 έτσι ώστε V = V1 ∩ V2.
(2) Να ϐρεθεί ένα ορθογώνιο συµπλήρωµα του V1 και ένα ορθογώνιο συµπλήρωµα του V2 στον R4, ως προς

το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο του R4.
(3) Είναι το ~u = (0, 0, 1, 1) στοιχείο του V; Αν όχι ϐρείτε την προβολή του ~u στον V.

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε τους Ευκλείδειους χώρους R4 και R3, εφοδιασµένους µε το συνηθισµένο εσωτερικό
γινόµενο, και έστω η γραµµική απεικόνιση :

f : R4 −→ R3, f(x, y, z, w) = (x + y, z + w, x + z)

(1) Να ϐρεθούν ορθοκανονικές ϐάσεις των υποχώρων Ker(f) και Ker(f)⊥.
(2) Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες προβολές το διανύσµατος

~z = (5, 2,−1, 4)

στους υποχώρους Ker(f) και Ker(f)⊥.

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3, εφοδιασµένον µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και έστω

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x− 5y − 2z = 0
}

(1) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R3 η οποία να περιέχει δύο διανύσµατα του V.
(2) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R3 η οποία να περιέχει ένα διανύσµα του V⊥.

΄Ασκηση 10. Στον Ευκλείδειο χώρο (R4, 〈 , 〉) να ϐρεθεί η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος ~x = (3, 1, 2,−4)
στον υπόχωρο V ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα :

~x1 = (1, 2,−1, 1), ~x2 = (0, 3, 1,−1), ~x3 = (0, 0,−2, 1)

Ακολούθως να ϐρεθεί ο ορθογώνιος υπόχωρος V⊥ του V και να ϐρεθεί η κάθετη προβολή του ~x στον V.

΄Ασκηση 11. Να δεχιθεί ότι η απεικόνιση

〈 , 〉∗ : R3 × R3−→R

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉∗ = x1y1 + 5x2y2 + 3x3y3 + 2x1y2 + 2x2y1 + x3y1 + x1y3 + 3x2y3 + 3x3y2

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3.

(1) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉∗).
(2) Αν

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x− y + z = 0
}

να ϐρεθεί η ορθογώνια και η κάθετη προβολή του διανύσµατος ~x = (1, 1, 1) στον υπόχωρο V.
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΄Ασκηση 12. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, και C =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα υποσύνολο διανυσµάτων

του E. ΄Εστω D =
{
~y1, ~y2, · · · , ~yn

}
το σύνολο διανυσµάτων το οποίο κατασκευάζεται επαγωγικά ακολουθώντας

τη διαδικασία Gram-Schmidt. Σηµειώνουµε ότι αν τα διανύσµατα ~y1, ~y2, · · · , ~yk−1 έχουν κατασκευαστεί, τότε
αυτά τα διανύσµατα είναι µη-µηδενικά και το διάνυσµα ~yk κατασκευάζεται µέσω του τύπου (†).

(1) Ισχύει ότι
k = 1, 2, · · · , n : 0 ≤ ‖~yk‖ ≤ ‖~xk‖

(2) Ισχύει ότι

k = 1, 2, · · · , n : ~yk = ~0 ⇐⇒

{
~x1 = ~0, αν k = 1

~xk ∈ L(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1), αν k ≥ 2

(3) Ισχύει ότι

k = 1, 2, · · · , n : ‖~yk‖ = ‖~xk‖ ⇐⇒


k = 1

ή

〈~xk, ~xj〉 = 0, ∀j = 1, 2, · · · , k − 1 αν k ≥ 2

΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, και C =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα γραµµικά ανεξάρτητο

υποσύνολο διανυσµάτων του E. ΄Εστω C =
{
~y1, ~y2, · · · , ~yn

}
το ορθογώνιο σύνολο µη-µηδενικών διανυσµάτων

το οποίο κατασκευάζεται ακολουθώντας τη διαδικασία Gram-Schmidt. Να δειχθεί ότι, ∀k = 2, · · · , n:

‖~yk‖2 =

∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xk)
∣∣∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1)
∣∣

΄Ασκηση 14. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και V ένας υπόχωρος του E. Αν
~x ∈ E, ϑεωρούµε το σύνολο όλων των γωνιών

^(~x,V) =
{
^(~x, ~y) | ~y ∈ V

}
τις οποίες σχηµατίζουν τα διανύσµατα του υπόχωρου V µε το διάνυσµα ~x. Να δειχθεί ότι η µικρότερη από όλες
αυτές τις γωνίες είναι η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα ~x µε την ορθογώνια προβολή του ~x στον υπόχωρο V:

min^(~x,V) = ^(~x,ΠV(~x))

΄Ασκηση 15. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος, και C =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα υποσύνολο διανυσµάτων

του E. Για την ορίζουσα Gram |G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)| των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn, να δειχθεί ότι :

0 ≤ |G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)| ≤ ‖~x1‖2 · ‖~x2‖2 · · · · · ‖~xn‖2

και επιπλέον :

(1) |G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)| = 0 αν και µόνον αν το σύνολο ~x1, ~x2, · · · , ~xn είναι γραµµικά εξαρτηµένο.
(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) |G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)| ≤ ‖~x1‖2 · ‖~x2‖2 · · · · ‖~xn‖2.
(ϐʹ) (i) είτε ένα τουλάχιστον εκ των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn είναι το µηδενικό,

(ii) είτε το σύνολο διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn είναι ορθογώνιο.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και F ένας υπόχωρος του E. Υποθέτουµε ότι

F = U⊕ V, όπου U ⊥ V

Να δειχθεί ότι :
U⊥ = F⊥ ⊕ V, όπου F⊥ ⊥ V

V⊥ = F⊥ ⊕ U, όπου F⊥ ⊥ U
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και F ένας υπόχωρος του E. Αν
~x ∈ E, να δειχθεί ότι :

‖~x‖2 = ‖ΠF(~x)‖2 + ‖KV(~x)‖2

Επιεπλέον να δεχιθούν τα εξής :

(1)
‖ΠF(~x)‖ ≤ ‖~x‖

(2)
‖ΠF(~x)‖ = ‖~x‖ ⇐⇒ ~x ∈ F

Ο αριθµός ‖KV(~x)‖ καλείται η απόσταση του διανύσµατος ~x ∈ E από τον υπόχωρο F και συµβολίζεται µε :

d(~x,F) = ‖KV(~x)‖

Εποµένως : d(~x,F) = 0 ⇐⇒ ~x ∈ F.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και F ένας υπόχωρος του E. Υποθέτουµε ότι ο υπόχωρος F
έχει πεπερασµένη διάσταση. ΄Εστω ~x ∈ E ένα διάνυσµα του E και υποθέτουµε ότι :

~x = ~x1 + ~x2, όπου ~x1 ∈ F

~x = ~y + ~z, όπου ~y ∈ F και ~z ∈ F⊥

Να δειχθεί ότι1:

‖~z ‖ ≤ ‖~x2‖
και επιπλέον :

‖~z ‖ = ‖~x2‖ ⇐⇒ ~y = ~x1 και ~z = ~x2

΄Ασκηση 19. Να ϐρεθεί η απόσταση d(~x,V) του διανύσµατος ~x τουR4 από τον υπόχωρο V τουR4, στις ακόλουθες
περιπτώσεις :

(1) ~x = (2, 2, 1, 1) και V = L(~y1, ~y2), όπου : ~y1 = (3, 4,−4,−1) και ~y1 = (0, 1,−1, 2).
(2) ~x = (1, 0, 3, 0) και V = L(~y1, ~y2, ~y3), όπου : ~y1 = (5, 3, 4,−3), ~y2 = (1, 1, 4, 5), και ~y3 = (2,−1, 1, 2).

Υπενθυµίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f : E−→E καλείται προβολή, αν f2 = f . Γνωρίζουµε ότι για µια
προβολή ισχύει ότι :

E = Ker(f) ⊕ Im(f)

Αν ο R-διανυσµατικός χώρος είναι Ευκλείδειος, τότε µια προβολή f : E−→E καλείται ορθογώνια προβολή,
αν Ker(f) ⊥ Im(f). Εποµένως για µια ορθογώνια προβολή f ισχύει ότι :

E = Ker(f) ⊕ Im(f), Ker(f) ⊥ Im(f)

΄Ασκηση 20. ΄Εστω f : Rn−→Rn ένας ενδοµορφισµός του Rn και έστω A ο πίνακας του f στην κανονική ϐάση
του Rn. Αν ο πίνακας A είναι συµµετρικός, να δειχθεί ότι :

Rn = Ker(f) ⊕ Im(f) και Ker(f) ⊥ Im(f)

Επιπλέον : ο πίνακας A είναι ταυτοδύναµος, δηλαδή A2 = A, αν και µόνον αν ο ενδοµορφισµός f είναι µια
ορθογώνια προβολή.

1Αν ο Ευκλείδειος χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση, τότε ‖~z‖ είναι η απόσταση του ~x από τον υπόχωρο F.
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΄Ασκηση 21. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉). Υποθέτουµε ότι ο E έχει
πεπερασµένη διάσταση. Από την ΄Ασκηση 19 του Φυλλαδίου 5 ότι : υπάρχει c ∈ R:

∀~x ∈ E : ‖f(~x)‖ ≤ c ‖~x‖
Να δειχθεί ότι ϑέτοντας

‖f‖ = inf
{
c ∈ R | c > 0 και ‖f(~x)‖ ≤ c‖~x‖, ∀~x ∈ E

}
αποκτούµε έναν µη-αρνητικό πραγµατικό αριθµό ‖f‖ ο οποίος καλείται η στάθµη του ενδοµορφισµού f , και
ισχύει ότι :

∀~x ∈ E : ‖f(~x)‖ ≤ ‖f‖ · ‖~x‖

΄Ασκηση 22. ΄Εστω f : E−→E ένας ενδοµορφισµός του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉). Υποθέτουµε ότι ο E έχει
πεπερασµένη διάσταση. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

‖f‖ = sup
{
‖f(~x)‖ | ‖~x‖ = 1

}
= sup

{
‖f(~x)‖ | ‖~x‖ ≤ 1

}
= sup

{
‖f(~x)‖
‖~x‖

| ~x 6= 0

}
(2)

‖f‖ = sup
{
|〈f(~x), ~y〉| | ‖~x‖ = 1 = ‖~y‖

}
= sup

{
|〈f(~x), ~y〉| | ‖~x‖ ≤ 1 ≥ ‖~y‖

}
= sup

{
|〈f(~x), ~y 〉|
‖~x‖ · ‖~y‖

| ~x 6= 0 6= ~y

}
(3)

∀~x, ~y ∈ E : |〈f(~x), ~y〉| ≤ ‖f‖ · ‖~x‖ · ‖~y‖


