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΄Ασκηση 1. Να κατασκευάσετε µια ισοµετρία µεταξύ του Ευκλείδειου χώρου R4
, ο οποίος είναι εφοδιασµένος

µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και του Ευκλείδειου χώρου M2(R) ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε το

συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο

〈A,B〉 = Tr(A · tB)

Υπάρχει ισοµετρία από τον R3
στον Ευκλείδειο χώρο Mn(R), για κατάλληλο n;

΄Ασκηση 2. ΄Εστω B ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : Mn(R)−→Mn(R), f(A) = A ·B
Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f του Ευκλείδειου χώρου

1 (Mn(R), 〈, 〉) είναι ισοµετρία αν και µόνον αν ο πίνακας

B είναι ορθογώνιος.

΄Ασκηση 3. Να δείξετε ότι ο πραγµατικός πίνακας

A =

(
1/2

√
3/2√

3/2 −1/2

)
παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα ο οποίος και να ϐρεθεί.

΄Ασκηση 4. Να συµπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας A σε έναν 3× 3 ορθογώνιο πίνακα

A =

 1√
2

0 1√
2

0 1 0
∗ ∗ ∗


Πότε ο πίνακας A γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο

(Π);

΄Ασκηση 5. Στον διανυσµατικό χώρο R2
ϑεωρούµε την απεικόνιση

〈 , 〉′ : R2 × R2 −→ R,
〈
(x, y), (x′, y′)

〉′
= xx′ − yx′ − xy′ + 4yy′

(1) Να δειξετε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στον R2
.

1Ο Ευκλείδειος χώρος (Mn(R), 〈, 〉) ϑεωρείται ότι είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό του γινόµενο : 〈A,B〉 =
Tr(A · tB).
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(2) Να κατασκευάσετε µια ισοµετρία f :
(
R2, 〈, 〉′

)
−→

(
R1[t], 〈, 〉

)
, όπου 〈, 〉 συµβολίζει το συνηθισµένο

εσωτερικό γινόµενο του R1[t].

΄Ασκηση 6. Να προσδιορισθεί ποιές από τις παρακάτω ισοµετρίες

f1 : R3−→R3, f(x, y, z) = (y, z, x)

f2 : R3−→R3, f(x, y, z) = (y,−z, x)

f3 : R3−→R3, f(x, y, z) = (y, z,−x)

f4 : R3−→R3, f(x, y, z) = (y,−z,−x)

f5 : R3−→R3, f(x, y, z) = (−y, z, x)

f6 : R3−→R3, f(x, y, z) = (−y,−z, x)

f7 : R3−→R3, f(x, y, z) = (−y, z,−x)

f8 : R3−→R3, f(x, y, z) = (−y,−z,−x)

γεωµετρικά παριστάνουν στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο επίπεδο, και ακο-

λούθως να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), η γωνία θ και ο άξονας (ε).

΄Ασκηση 7. ΄Εστω B = {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλειδείου χώρου E. Αν f : E −→ E

είναι η µοναδική γραµµική απεικόνιση, έτσι ώστε

f(~e1) = −~e2, f(~e2) = −~e3, f(~e3) = −~e4, f(~e4) = ~e1

να εξετάσετε αν η f είναι ισοµετρία.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, 〈 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος περασµένης διάστασης και

{
~x, ~y
}

ένα γραµµικά ανεξάρτητο

σύνολο διανυσµάτων του Ευκλείδειου χώρου E. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~z ∈ E έτσι

ώστε :

f~z(~x) =
‖~x‖
‖~y‖

~y

όπου f~z είναι ο ενδοµορφισµός
2
του E ο οποίος ορίζεται ως εξής :

f~z : E−→E, f~z(~x) = ~x− 2
〈~x, ~z〉
〈~z, ~z 〉

~z

΄Ασκηση 9. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mn(R) ένας πίνακας για τον οποίο ισχύει :

aij =
1

4
ή aij = −1

4
Αν ο A είναι ορθογώνιος, να ϐρεθεί το n.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3
εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και τη

γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =

(
x,

√
2

2
y +

√
2

2
z, −

√
2

2
y +

√
2

2
z

)
2Ο ενδοµορφισµός f~z είναι ισοµετρία και γεωµετρικά παριστάνει ανάκλαση ως προς το υπερεπίπεδο {~z}⊥, δηλαδή υπόχωρο

διάστασης dimR E− 1 του E. Με άλλα λόγια :

f~z(~z) = −~z και f~z(~x) = −~x, ∀~x ∈ {~z}⊥
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(1) Να δειχθεί ότι η f είναι ισοµετρία και να υπολογισθεί η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων f(3, 7, 1) και

f(2,−1, 3).
(2) Τι παριστάνει γεωµετρικά η ισοµετρία f ;

΄Ασκηση 11. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E καλείται απεικόνιση οµοιότητας

αν :

υπάρχει λ ∈ R \ {0} : ‖f(~x)‖ = λ‖~x‖, ∀~x ∈ E

Να δειχθεί ότι για έναν µη-µηδενικό ενδοµορφισµό f : E −→ E, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο ενδοµορφισµός f είναι µια απεικόνιση οµοιότητας.

(2) Ο ενδοµορφισµός f διατηρεί την ορθογωνιότητα διανυσµάτων, δηλαδή, ∀~x, ~y ∈ E:

~x⊥ ~y =⇒ f(~x)⊥ f(~y)

Τι µορφή έχει ο πίνακας µιας οµοιότητας σε µια ορθοκανονική ϐάση του E;

΄Ασκηση 12. (1) Να δειχθεί ότι η σύνθεση f ◦ g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E είναι ισοµετρία.

(2) Να δειχθεί ότι ο αντίστροφος ενδοµορφισµός µιας ισοµετρίας f, g : E −→ E, όπου dimR E < ∞, είναι

ισοµετρία.

(3) Να εξετασθεί αν το άθροισµα f + g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E είναι ισοµετρία.

(4) Να εξετασθεί αν το άθροισµα A+B δύο ορθογωνίων πινάκων A,B ∈ Mn(R) είναι ορθογώνιος πίνακας.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω f : E−→E µια απεικόνιση, όχι κατ΄ ανάγκη γραµµική, όπου (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος

χώρος πεπερασµένης διάστασης.

(1) Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) Η απεικόνιση f είναι µια ισοµετρία.

(ϐʹ) Η απεικόνιση f διατηρεί την αρχή των αξόνων και αποστάσεις διανυσµάτων, δηλαδή ∀~x, ~y ∈ E:

f(~0) = ~0 και ‖f(~x)− f(~y)‖ = ‖~x− ~y‖
(2) Να ϐρεθεί µια απεικόνιση f : E−→E η οποία διατηρεί αποστάσεις, δηλαδή, ∀~x, ~y ∈ E:

‖f(~x)− f(~y)‖ = ‖~x− ~y‖

έτσι ώστε f(~0) 6= ~0, δηλαδή η f δεν είναι γραµµική.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω f : E−→E µια απεικόνιση, όχι κατ΄ ανάγκη γραµµική, όπου (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος

χώρος πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η απεικόνιση f είναι µια ισοµετρία.

(2) Η απεικόνιση f είναι «επί» και διατηρεί εσωτερικά γινόµενα, δηλαδή ∀~x, ~y ∈ E:

〈f(~x), f(~y)〉 = 〈~x, ~y〉

΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Μια απεικόνιση, όχι κατ΄ ανάγκην γραµ-
µική, R : E−→E καλείται στερεά κίνηση, αν η R διατηρεί αποστάσεις, δηλαδή ∀~x, ~y:

‖R(~x)−R(~y)‖ = ‖~x− ~y‖
Μια απεικόνιση T : E−→E καλείται µεταφορά, αν υπάρχει ένα διάνυσµα ~a ∈ E έτσι ώστε, ∀~x ∈ E:

T (~x) = ~x+ ~a

Μια µεταφορά όπως παραπάνω συµβολίζεται µε T = T~a.
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Μια απεικόνισηR : E−→E είναι

στερεά κίνηση αν και µόνον αν υπάρχει µια ισοµετρία f : E−→E και µια µεταφορά T : E−→E έτσι ώστε :

R = T ◦ f

΄Ασκηση 16. ΄Εστω (E, 〈 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω

{
~x1, ~x2, · · · , ~xk

}
και{

~y1, ~y2, · · · , ~yk
}

δύο σύνολα διανυσµάτων του E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Υπάρχει µια ισοµετρία f : E−→E έτσι ώστε

f(~xi) = ~yi, 1 ≤ i ≤ k
(2) Ισχύει ότι :

〈~xi, ~xj〉 = 〈~yi, ~yj〉, 1 ≤ i, j ≤ k

΄Εστω A ένας 3×3 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών. Αν |A| = 1, τότε από το Θεώρηµα του Euler,
υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), έτσι ώστε ο πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον πίνακα

B =

1 0 0
0 cos θ −sin θ
0 sin θ cos θ


δηλαδή υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε : tP ·A ·P = B. Ο πίνακας B καλείται η κανονική µορφή

του πίνακα A.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί η κανονική µορφή των ακόλουθων ορθογώνιων πινάκων:

1

3

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

 και
1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 και
1

3

 2 2 −1
−1 2 2

2 −1 2


΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί η κανονική µορφή των ακόλουθων ορθογώνιων πινάκων:

1

2

 1 1 −
√

2

1 1
√

2√
2 −

√
2 0

 και
1

4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2


΄Ασκηση 19. Να εξετασθεί αν ο πίνακας

1

2

 1 −
√

2 −1

1
√

2 −1√
2 0

√
2


παριστάνει γεωµετρικά στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο (Π). Αν αυτό συµβαίνει,

να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), ο άξονας (Π), και η γωνία θ.

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών a, b, c, d έτσι ώστε οι πίνακες

A =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
a b c d

 και B =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
a b c d
−1 1 1 −1


είναι ορθογώνιοι. Για ποιές τιµές των a, b, c, d οι πίνακες A και B είναι ορθογώνιοι και διαγωνοποιήσιµοι ;
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΄Ασκηση 21. Να ϐρεθεί η κανονική µορφή των ακόλουθων ορθογώνιων πινάκων:

1

9

 1 −8 4
4 4 7
−8 1 4

 και
1

7

 3 −2 6
6 3 −2
−2 6 3


και να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), ο άξονας (Π), και η γωνία ϑ.

Τέλος να προσδιορισθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας
tP ·A · P να είναι η κανονική µορφή των

παραπάνω ορθογώνιων πινάκων:

΄Ασκηση 22. Να εξετασθεί αν ο πίνακας

A =

 1/
√

2 0 −1/
√

2

1/3
√

2 4/3
√

2 1/3
√

2
2/3 −1/3 2/3


είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο

(Π). Σε περίπτωση ϑετικής απάντησης, να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), ο άξονας (Π), και η γωνία θ.

΄Ασκηση 23. Να εξετασθεί αν ο πίνακας

A =

 3/4 1/4
√

6/4

1/4 3/4 −
√

6/4

−
√

6/4
√

6/4 1/2


είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο

(Π). Σε περίπτωση ϑετικής απάντησης, να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), ο άξονας (Π), και η γωνία θ.

΄Ασκηση 24. Ποιός από τους παρακάτω πίνακες

A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 και B =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1


γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ε) κάθετο στο (Π); Ποιά είναι τότε

η κανονική µορφή του ;


