
ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ ΙΙ

Τµηµα Β΄ (Αρχικό γράµµα επωνύµου: Λ - Ω)

Προχειρη ∆οκιµασια 1

∆ιδασκων: Α. Μπεληγιάννης

Ιστοσελιδα Μαθηµατος :
http://users.uoi.gr/abeligia/LinearAlgebraII/LAII2020/LAII2020.html

Παρασκευή 28 Φεβρουαρίου 2020

Πρόχειρη ∆οκιµασία. Θεωρούµε τους ακόλουθους υποχώρους του M2(R):

V =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ M2(R) | x2 − 2x3 + x4 = 0

}
W =

{(
x x
x x

)
∈ M2(R) | x ∈ R

}
(1) Να εξετασθεί αν M2(R) = V⊕W.

(2) Αν M2(R) 6= V⊕W, να ϐρεθούν υπόχωροι U και Z του M2(R) έτσι ώστε :

M2(R) = V⊕ U = W⊕ Z

(3) Να ϐρεθεί ενδοµορφισµός f : M2(R)−→M2(R) έτσι ώστε :

f2 = f και Im(f) = V

(4) Να ϐρεθεί µια ϐάση A του M2(R) έτσι ώστε :

MA
A (f) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Λύση. (1) Θα προσδιορίσουµε πρώτα ϐάσεις των V και W.

Επειδή

W =

{(
x x
x x

)
∈ M2(R) | x ∈ R

}
=

〈(
1 1
1 1

)〉
έπεται ότι το µονοσύνολο D1 =

{(
1 1
1 1

)}
είναι µια ϐάση του W.

Για τον V, ϑα έχουµε:

V =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ M2(R) | x2 − 2x3 + x4 = 0

}
=

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ M2(R) | x2 = 2x3 − x4

}
=

=

{(
x1 2x3 − x4
x3 x4

)
∈ M2(R) | x1, x3, x4 ∈ R

}
=

=

{(
x1 0
0 0

)
+

(
0 2x3
x3 0

)
+

(
0 −x4
0 x4

)
∈ M2(R) | x1, x3, x4 ∈ R

}
=

=

{
x1

(
1 0
0 0

)
+ x3

(
0 2
1 0

)
+ x4

(
0 −1
0 1

)
∈ M2(R) | x1, x3, x4 ∈ R

}
=



2

=

〈(
1 0
0 0

)
,

(
0 2
1 0

)
,

(
0 −1
0 1

)〉
Εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο πινάκων C1 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 2
1 0

)
,

(
0 −1
0 1

)}
είναι γραµµικά

ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του V.

Παρατηρούµε ότι W ⊆ V διότι αν

(
x x
x x

)
∈ W, τότε

(
x x
x x

)
∈ V διότι x − 2x + x = 0.

Εποµένως V∩W = W 6=
{
O
}

και εποµένως το άθροισµα V+W δεν είναι ευθύ. Επιπλέον επειδή

W ⊆ V, έπεται ότι V+W = V και εποµένως V+W = V 6= M2(R) διότι 3 = dimRV 6= 4 = dim2(R).
Ιδιαίτερα προκύπτει ότι M2(R) 6= V⊕W.

(2) Συµπληρώνουµε τη ϐάση C1 του V σε µια ϐάση C του M2(R): Θεωρούµε τον πίνακα

(
0 0
0 1

)
.

Επειδή ο πίνακας των συνιστωσών των διανυσµάτων του συνόλου

C =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 2
1 0

)
,

(
0 −1
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)}
έχει µη-µηδενική ορίζουσα: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
0 2 1 0
0 −1 0 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι το σύνολο C είναι µια ϐάση τουM2(R) η οποία συµπληρώνει τη ϐάση C1 του V. Θέτοντας

U =

〈(
0 0
0 1

)〉
=

{(
0 0
0 d

)
∈ M2(R) | d ∈ R

}
έπεται ότι ϑα έχουµε:

M2(R) = V⊕ U

Παρόµοια, συµπληρώνουµε τη ϐάση D1 του W σε µια ϐάση D του M2(R): Θεωρούµε τους πίνακε(
0 1
0

)
,

(
0 0
1 0

)
, και

(
0 0
0 1

)
. Επειδή ο πίνακας των συνιστωσών των διανυσµάτων του συνόλου

D =

{(
1 1
1 1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
έχει µη-µηδενική ορίζουσα: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι το σύνολο D είναι µια ϐάση του M2(R) η οποία συµπληρώνει τη ϐάση D1 του W.

Θέτοντας

Z =

〈(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)〉
=

{(
0 b
c d

)
∈ M2(R) | b, c, d ∈ R

}
έπεται ότι ϑα έχουµε:

M2(R) = W⊕ Z

(3) Επειδή M2(R) = V⊕ U, κάθε πίνακας A =

(
x1 x2
x3 x4

)
∈ M2(R), γράφεται µοναδικά ως

A = B + C, όπου B ∈ V και C ∈ U

΄Οµως B ∈ V, σηµαίνει ότι ο πίνακας B είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης

C1 του V:

B =

(
y1 y2
y3 y4

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 2
1 0

)
+ c

(
0 −1
0 1

)
=

(
a 2b− c
b c

)
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Τότε a = y1, b = y3, c = y4, και εποµένως :

A =

(
y1 y2
y3 y4

)
= y1

(
1 0
0 0

)
+ y3

(
0 2
1 0

)
+ y4

(
0 −1
0 1

)
=

(
y1 2y3 − y4
y3 y4

)
Παρόµοια C ∈ U, σηµαίνει ότι ο πίνακας C =

(
z1 z2
z3 z4

)
είναι γραµµικός συνδυασµός των

διανυσµάτων της ϐάσης

{(
0 0
0 1

)}
του U: C = d

(
0 0
0 1

)
και εποµένως z1 = z2 = z3 = 0 και

C =

(
0 0
0 z4

)
= z4

(
0 0
0 1

)
΄Αρα:

A =

(
x1 x2
x3 x4

)
= B + C =

(
y1 2y3 − y4
y3 y4

)
+

(
0 0
0 z4

)
=

(
y1 2y3 − y4
y3 y4 + z4

)
∆ηλαδή x1 = y1, 2y3 − y4 = x2, y3 = x3 και x4 = y4 + z4. Από αυτές τις σχέσεις προκύπτει ότι

z4 = x2 + x4− 2x3 και y4 = 2x3− x2. ΄Αρα ο τυχαίος πίνακας A =

(
x1 x2
x3 x4

)
γράφεται µοναδικά

ως:

A =

(
x1 x2
x3 x4

)
= B + C =

(
x1 x2
x3 2x3 − x2

)
+

(
0 0
0 x4 − 2x3 + x2

)
Με ϐάση την παραπάνω ανάλυση, ορίζουµε απεικόνιση

f : M2(R)−→M2(R), f

(
x1 x2
x3 x4

)
=

(
x1 x2
x3 2x3 − x2

)
η οποία είναι εκ΄ κατασκευής η προβολή του M2(R) στον υπόχωρο V (παράλληλα µε τον υπόχωρο

U). Εύκολα προκύπτει ότι f2 = f και Im(f) = V, ϐλέπε την Παρατήρηση 1 στο Φυλλάδιο Λυµένων

Ασκήσεων 1.

(4) Προφανώς Ker(f) = U και µια ϐάση του Ker(f) είναι η

{(
0 0
0 1

)}
. Θεωρούµε την κανονική

ϐάση

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
η οποία συµπληρώνει τη ϐάση του Ker(f). Γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο{

f

(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
, f

(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 −1

)
, f

(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
1 2

)}
είναι µια ϐάση της εικόνας Im(f). Το σύνολο

A =

{(
0 0
0 1

)
, f

(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
, f

(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 −1

)
, f

(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
1 2

)}
είναι τότε µια ϐάση του M2(R) στην οποία ο πίνακας της f είναι ο

MA
A (f) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Βλέπε τη λυµένη ΄Ασκηση 15 στο Φυλλάδιο Λυµένων Ασκήσεων 1. �


