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Πρόχειρη ∆οκιµασία. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος (R4, 〈 , 〉), όπου 〈 , 〉 είναι το κανονικό (συνηθισµένο)

εσωτερικό γινόµενο του R4
.

Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο V του Ευκλείδειου χώρου R4
:

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0

}
1. Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του V.

2. Να ϐρεθεί ο ορθογώνιος υπόχωρος V⊥
του V.

3. Να επεκταθεί η ορθοκανονική ϐάση του V η οποία ϐρέθηκε στο µέρος 1. σε µια ορθοκανονική ϐάση

του R4
.

4. Να ϐρεθεί ορθογώνια προβολή και η κάθετη προβολή του διανύσµατος (1, 1, 1, 1) στον υπόχωρο V.

Λύση. Αναζητούµε ένα σύνολο γεννητόρων για τον υπόχωρο V:

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0

}
=

=
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | z = 2x− y και w = y − z

}
=

=
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | z = 2x− y και w = 2y − 2x

}
=
{
(x, y, 2x− y, 2y − 2x) ∈ R4 | x, y ∈ R

}
=
{
x(1, 0, 2,−2) + y(0, 1,−1, 2) ∈ R4 | x, y ∈ R

}
Εποµένως τα διανύσµατα ~x1 = (1, 0, 2,−2) και ~x2 = (0, 1,−1, 2) παράγουν τον υπόχωρο V. Επειδή

όπως ϐλέπουµε άµεσα τα διανύσµατα ~x1 και ~x2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι αποτελούν µια
ϐάση του V.

1. Θα εφαρµόσουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt στη ϐάση
{
~x1, ~x2

}
του V:

(αʹ) Θέτουµε
~y1 = ~x1 = (1, 0, 2,−2)

Τότε :

‖~y1‖2 = 〈~y1, ~y1〉 = 〈(1, 0, 2,−2), (1, 0, 2,−2)〉 = 9 =⇒ ‖~y1‖ = 3

(ϐʹ) Θέτουµε

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

~y1 = (0, 1,−1, 2)− 〈(0, 1,−1, 2), (1, 0, 2,−2)〉
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και τότε
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)
έπεται ότι το σύνολο

C = {~ε1, ~ε2}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V.

2. ΄Εστω ~a = (x, y, z, w) ∈ R4. Επειδή το σύνολο C είναι µια (ορθοκανονική) ϐάση του V, έπεται ότι :

~a ∈ V⊥ ⇐⇒ 〈~a, ~ε1〉 = 0 = 〈~a, ~ε1〉 ⇐⇒

⇐⇒
〈
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2x+ 3y + x+ 2w

)
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⇐⇒

{
x = 2w − 2z

z = y + 2w
⇐⇒

{
x = 2w − 2z

y = z − 2w

΄Αρα
V⊥ =

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x = 2w − 2z και y = z − 2w

}
=

=
{
(2w − 2z, z − 2w, z, w) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

=
{
w(2,−2, 0, 1) + z(−2, 1, 1, 0) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
Εποµένως τα διανύσµατα ~x3 = (2,−2, 0, 1) και ~x3 = (−2, 1, 1, 0) παράγουν τον υπόχωρο V⊥.

Επειδή όπως ϐλέπουµε άµεσα τα διανύσµατα ~x3 και ~x4 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι
αποτελούν µια ϐάση του V⊥.

Θα εφαρµόσουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt στη ϐάση
{
~x3, ~x4

}
του V⊥:

(αʹ) Θέτουµε
~y3 = ~x3 = (2,−2, 0, 1)

Τότε :

‖~y3‖2 = 〈~y3, ~y3〉 = 〈(2,−2, 0, 1), (2,−2, 0, 1)〉 = 9 =⇒ ‖~y3‖ = 3

(ϐʹ) Θέτουµε

~y4 = ~x4 −
〈~x4, ~y3〉
〈~y3, ~y3〉

~y3 = (−2, 1, 1, 0)− 〈(−2, 1, 1, 0), (2,−2, 0, 1)〉
9
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και τότε
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έπεται ότι το σύνολο

D = {~ε3, ~ε4}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥.

3. Επειδή το σύνολο
C = {~ε1, ~ε2}

είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V, και το σύνολο

D = {~ε3, ~ε4}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥, έπεται ότι το σύνολο

B = C ∪D =
{
~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R4 η οποία συµπληρώνει την ορθοκανονική ϐάση C του V.

4. Η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος ~a = (1, 1, 1, 1) στον υπόχωρο V είναι :

πV(~a) = 〈~a, ~ε1〉~ε1 + 〈~a, ~ε2〉~ε2
Εκτελώντας απλές πράξεις ϑα έχουµε:
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Η κάθετη προβολή του διανύσµατος ~a = (1, 1, 1, 1) στον υπόχωρο V είναι :

πV⊥(~a) = 〈~a, ~ε3〉~ε3 + 〈~a, ~ε4〉~ε4
Εκτελώντας απλές πράξεις ϑα έχουµε:
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