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Πρόχειρη ∆οκιµασία. Να συµπληρωθεί ο πίνακας πραγµατικών αριθµών

A =

1/2 1/2 −
√

2/2

1/2 1/2
√

2/2
∗ ∗ ∗


σε έναν 3× 3 ορθογώνιο πίνακα ο οποίος γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία ϑ, γύρω
από άξονα (ε) ο οποίος είναι κάθετος στο (Π).

Στη συνέχεια να ϐρεθούν :

(1) Η γωνία στροφής ϑ.
(2) Ο άξονας (ε).
(3) Το επίπεδο (Π).
(4) Ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 cosϑ −sinϑ
0 sinϑ cosϑ


Λύση. ΄Εστω
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)
οι δύο πρώτες γραµµές του πίνακα A. Αναζητούµε µια γραµµή

Γ3 =
(
a, b, c

)
έτσι ώστε ο πίνακας
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a b c


να είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά να παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία ϑ, γύρω από άξονα
(ε) ο οποίος είναι κάθετος στο (Π). Ισοδύναµα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Euler, αναζητούµε γραµµή
Γ3 έτσι ώστε ο πίνακας A που προκύπτει να είναι ορθογώνιος και να έχει ορίζουσα |A| = 1.

Ισοδύναµα ϑα πρέπει
〈Γ1,Γ2〉 = 0, 〈Γ1,Γ3〉 = 0, 〈Γ2,Γ3〉 = 0

‖Γ1‖ = ‖Γ2‖ = ‖Γ3‖ = 1

|A| = 1

Θα έχουµε:
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〈Γ3,Γ3〉2 = 1 =⇒ 〈(a, b, c), (a, b, c)〉 = 1 =⇒ a2 + b2 + c2 = 1

〈Γ1,Γ3〉 = 0 =⇒

〈(
1

2
,

1

2
, −
√

2

2

)
, (a, b, c)

〉
=
a

4
+
b

4
− c
√

2

2
= 0 =⇒ a+ b− 2c

√
2 = 0

〈Γ2,Γ3〉 = 0 =⇒
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Τότε προκύπτει το (µη-γραµµικό) σύστηµα
a2 + b2 + c2 = 1

a+ b− 2c
√

2 = 0

a+ b+ 2c
√

2 = 0

=⇒

{
a2 + b2 + c2 = 1

4c
√

2 = 0
=⇒


a2 + b2 + c2 = 1

a+ b = 0

c = 0

=⇒

{
a2 + b2 = 1

b = −a
=⇒

=⇒ 2a2 = 1 =⇒ a2 =
1

2
=⇒ a = ± 1√

2
=⇒ a = ±

√
2
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Εποµένως προκύπτουν οι ακόλουθοι ορθογώνιοι πίνακες :
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 και A =
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
Εύκολα ϐλέπουµε ότι :∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣ = −1

΄Αρα ο Ϲητούµενος πίνακας είναι ο

A =
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√
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
ο οποίος είναι ορθογώνιος µε ορίζουσα ίση µε 1 και ο οποίος γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π)
κατά γωνία ϑ, γύρω από άξονα (ε) ο οποίος είναι κάθετος στο (Π).

(1) ΄Αξονας Στροφής: Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι ο πίνακαςA έχει ως ιδιοτιµή το λ = 1. Βρίσκου-

µε ένα ιδιοδιάνυσµα F ′1 =

xy
z

 το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1:

(A− I3) ·X = 0 =⇒

−1/2 1/2 −
√

2/2

1/2 −1/2
√

2/2√
2/2 −

√
2/2 −1

 ·
xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 x− y +
√

2z = 0

√
2x−

√
2y − 2z = 0

=⇒

 x− y +
√

2z = 0

x− y −
√

2z = 0

=⇒

 x = y

z = 0
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΄Αρα ένα ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, είναι το διάνυσµα-στήλη

F ′1 =

1
1
0


και ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1 είναι το

F1 =
F ′1
‖F ′1‖

=
1√
2

1
1
0


Σύµφωνα µε την ϑεωρία, ο άξονας περιστροφής είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος ο οποίος

παράγεται από το F ′1, ή ισοδύναµα από το F1:

(ε) :
{
κF1 ∈ R3 | κ ∈ R

}
(2) Επίπεδο Στροφής: Συµπληρώνουµε το διάνυσµα F1 σε µια ορθοκανονική ϐάση του R3. Για να

το επιτύχουµε αυτό αρκεί να ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση του
{
F1

}⊥:
{
F1

}⊥
=


xy
z

 ∈ R3 |

〈
1√
2

1
1
0

 ,

xy
z

〉 = 0


=


xy
z

 ∈ R3 | x+ y = 0


=


xy
z

 ∈ R3 | y = −x και z ∈ R


=


 x
−x
z

 ∈ R3 | x, z ∈ R


=

x
 1
−1

0

+ z

0
0
1

 ∈ R3 | x, z ∈ R


= L

(
F ′2, F

′
3

)
ο υπόχωρος του R3 ο οποίος παρτάγεται από τα F ′2, F

′
3

όπου:

F ′2 :=

 1
−1

0

 και F ′3 :=

0
0
1


Επειδή, όπως ϐλέπουµε εύκολα τα F ′2 και F3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ϑα αποτελούν µια

ϐάση του
{
F1

}⊥ η οποία προφανώς είναι ορθογώνια. Με τη διαδικασία Gram-Schmidt τότε
αποκτούµε µια ορθοκανονική ϐάση του

{
F1

}⊥:
F2 :=

F ′2
‖F ′2‖

=
1√
2

 1
−1

0

 και F3 :=
F ′3
‖F ′3‖

=

0
0
1


Τότε ως γνωστόν, το επίπεδο περιστροφής (Π) ορίζεται από το 2-διάστατο υπόχωρο

{
F1

}⊥
=

L
(
F ′2, F

′
3

)
= L

(
F2, F3

)
ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα F2 και F3:

(Π) :


 x
−x
z

 ∈ R3 | x, z ∈ R


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(3) Γωνία Στροφής: ΄Ως γνωστόν το συνηµίτονο της γωνίας περιστροφής ϑ υπολογίζεται ως εξής :

cos θ =
TrA− 1

2
=

0

2
= 0

΄Αρα η γωνία περιστροφής είναι
θ =

π

2

(4) Ορθογώνια Οµοιότητα: Γνωρίζουµε ότι οι πίνακες A και

1 0 0
0 cos θ −sin θ
0 sin θ cos θ

 είναι όµοιοι διότι

είναι πίνακες του ενδοµορφισµού

fA : R3−→R3, fA(X) = A ·X
ως προς την κανονική ϐάση B =

{
E1, E2, E3

}
του R3, η οποία είναι ορθοκανονική, και την

ορθοκανονική ϐάση C =
{
F1, F2, F3

}
αντίστοιχα. ΄Αρα, ϑέτοντας P = MC

B, έπεται ότι ο πίνακας P
είναι αντιστρέψιµος και ισχύει ότι :

P−1 ·A · P =

1 0 0
0 cos θ −sin θ
0 sin θ cos θ


Ο πίνακας P ορίζεται από τις στήλες της ορθοκανονικής ϐάσης C και άρα:

P =

1/
√

2 1/
√

2 0

1/
√

2 −1/
√

2 0
0 0 1


Επειδή οι ϐάσεις B και C είναι ορθοκανονικές, έπεται ότι ο πίνακας P είναι ορθογώνιος. Επειδή
θ = π/2, έπεται ότι τελικά ϑα έχουµε:

tP ·A · P =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 �


