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Πρόχειρη ∆οκιµασία. Να δειχθεί ότι ο πίνακας πραγµατικών αριθµών

A =

(
3 −1
−1 3

)
είναι ϑετικός και ακολούθως να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα

√
A του A.

Επιπρόσθετα να δείξετε ότι :{√
A −

(
1 −1
−1 1

)}2018

= 21008 ·
(
1 1
1 1

)
Λύση. Ο πίνακας A είναι συµµετρικός διότι A = tA και είναι ϑετικός σύµφωνα µε το κριτήριο του
Sylvester, διότι Det(A1) = 3 > 0 και Det(A2) = Det(A) = 9− 1 = 8 > 0.

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε την τετραγωνική ϱίζα
√
A του A, δηλαδή ϑα ϐρούµε έναν (ϑετικό) συµµετρικό

πίνακα B µε B2 = A. Βρίσκουµε πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣3− t −1
−1 3− t

∣∣∣∣ = (3− t)2 − 1 = (t− 2)(t− 4)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 2 και λ2 = 4 πολλαπλότητας ένα.

Για τον ιδιόχωρο V(2) λύνουµε το παρακάτω σύστηµα:(
1 −1
−1 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

{
x− y = 0

−x+ y = 0
=⇒ x = y =⇒

(
x
y

)
=

(
x
x

)
= x

(
1
1

)
Εποµένως ο ιδιόχωρος V(2) είναι

V(2) =

{
x

(
1
1

)
∈ R2 | x ∈ R

}
Μια ϐάση του V(2) είναι το διάνυσµα στήλη

(
1
1

)
, και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του V(2) είναι το

σύνολο {
1√
2

(
1
1

)}
Για τον ιδιόχωρο V(4) έχουµε το ακόλουθο σύστηµα:(
−1 −1
−1 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒ −x− y = 0 =⇒ y = −x =⇒

(
x
y

)
=

(
x
−x

)
= x

(
1
−1

)



2

Συνεπώς ο ιδιόχωρος V(4) είναι

V(4) =

{(
1
−1

)
∈ R2 | x ∈ R

}
Μια ϐάση του V(4) είναι το διάνυσµα στήλη

(
1
−1

)
, και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του V(4) είναι το

σύνολο {
1√
2

(
1
−1

)}
Τότε ϑεωρώντας τον ορθογώνιο πίνακα

P =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
έπεται ότι

tP ·A · P =

(
2 0
0 4

)
=⇒ A = P ·

(
2 0
0 4

)
· tP

Θεωρούµε το πίνακα

B = P ·
(√

2 0
0 2

)
· tP

Τότε

B2 = B ·B = P ·
(√

2 0
0 2

)
· tP · P ·

(√
2 0
0 2

)
· tP = P ·

(√
2 0
0 2

)2

· tP = A

Εποµένως η τετραγωνική ϱίζα
√
A του A είναι ο πίνακας B:

√
A = B =

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)
·
(√

2 0
0 2

)
·

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)
=

(
1√
2
+ 1 1√

2
− 1

1√
2
− 1 1√

2
+ 1

)
ο οποίος είναι ϑετικός και συµµετρικός.

Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε:{√
A−

(
1 −1
−1 1

)}2018

=

{(
1√
2
+ 1 1√

2
− 1

1√
2
− 1 1√

2
+ 1

)
−
(

1 −1
−1 1

)}2018

=
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1√
2

1√
2

1√
2

1√
2
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=


(

1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)2


1009

=

(
1 1
1 1

)1009

Με επαγωγή δείχνουµε εύκολα ότι για κάθε n ≥ 1 έχουµε:(
1 1
1 1

)n

=

(
2n−1 2n−1

2n−1 2n−1

)
= 2n−1 ·

(
1 1
1 1

)
Τότε {√

A−
(

1 −1
−1 1

)}2018

=

(
1 1
1 1

)1009

= 21008 ·
(
1 1
1 1

)
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