
KÂÊ¿Ï·ÈÔ 1

¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

1.1 ª¤ÁÂıÔ˜ – ¶Ú¿ÍÂÈ˜

(i) ¡· Â˘ÚÂıÂ› ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ:

A =
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 1 2 0 0
-2 1

0
2 1

2 0
0 1 3

0
2 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, B = I1 0 2 0 0M , C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1
0
2
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

, D =
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 1 1
-1 4 3
- 4
0

2 5 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

§‡ÛË √ A Â›Ó·È 3 ¥ 5 ›Ó·Î·˜, Ô B Â›Ó·È 1 ¥ 5 ›Ó·Î·˜, Ô C Â›Ó·È 5 ¥ 1
›Ó·Î·˜ Î·È Ô D Â›Ó·È 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜.

(ii) ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ÂÈ-
ÙÚÂÙ¤˜ Î·È ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ;

A + B, A + A, BA, AB, BC, CB, DA, AD.

§‡ÛË ∏ ÚfiÛıÂÛË ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ÂÈÙÚÂÙ‹ ÌfiÓÔ ·Ó ÔÈ ÚÔÛıÂÙ¤ÔÈ ›Ó·-
ÎÂ˜ Â›Ó·È È‰›Ô˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜. ™˘ÓÂÒ˜, ÌfiÓÔ Ë Ú¿ÍË A + A Â›Ó·È ÂÈÙÚÂÙ‹
Î·È Ô ›Ó·Î·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â›Ó·È ¤Ó·˜ 3 ¥ 5 ›Ó·Î·˜.
√ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ‰‡Ô ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ÂÈÙÚÂÙfi˜ ÌfiÓÔ ·Ó ÙÔ Ï‹ıÔ˜
ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ ÙÔ‡ ÚÒÙÔ˘ Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ‰Â˘-
Ù¤ÚÔ˘. √ ›Ó·Î·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¤¯ÂÈ ÙfiÛÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ fiÛÂ˜ ¤¯ÂÈ Ô ÚÒÙÔ˜
›Ó·Î·˜ Î·È ÙfiÛÂ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ fiÛÂ˜ ¤¯ÂÈ Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ›Ó·Î·˜. ŒÙÛÈ Ù· ÌfiÓ·
ÂÈÙÚÂÙ¿ ÁÈÓfiÌÂÓ· Â›Ó·È Ù·:
BC Ô˘ Â›Ó·È ¤Ó·˜ 1 ¥ 1 ›Ó·Î·˜, CB Ô˘ Â›Ó·È ¤Ó·˜ 5 ¥ 5 ›Ó·Î·˜ Î·È DA
Ô˘ Â›Ó·È ¤Ó·˜ 3 ¥ 5 ›Ó·Î·˜.

(iii) ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ M2(—) ÙˆÓ 2 ¥ 2 ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈ-
ÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ — Ó· ÂÎÙÂÏÂÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

AB, BA, (A + B)2, A2 + 2AB + B2, AC, CA, (A +C)2, A2 + 2AC +C2,
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

fiÔ˘

A = K1 2
2 1O , B = K2 1

1 2O Î·È C = K1 2
3 4O .

∆È ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ;

§‡ÛË

AB = BA = K4 5
5 4O

Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi

(A + B)2 = A(A + B) + B(A + B) = AA + AB + BA + BB = K18 18
18 18O =

A2 + 2AB + B2.

AC = K7 10
5 8 O π CA = K 5 4

11 10O
Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi

(A +C)2 = AA + AC +CA +CC = K24 28
35 45O πK26 34

29 43O = A2 + 2AC +C2.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ‰‡Ô ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ A Î·È B ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË
AB = BA, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË (A + B)2 = A2 + 2AB + B2.

(iv) ŒÛÙˆ ‰‡Ô n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜ A Î·È B Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ M2(—) Î·È
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· AB = BA. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ A2 -B2 = (A+B)(A-B).

(v) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ 2 ¥ 2 ›Ó·ÎÂ˜

A = Kcos q - sin q
sin q cos q O Î·È B = Kcos f - sin f

sin f cos f O
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ AB.

§‡ÛË

AB = Kcos q cos f - sin q sin f - cos f sin q - cos q sin f
cos f sin q + cos q sin f cos q cos f - sin q sin f O =
Kcos(q + f) - sin(q + f)

sin(q + f) cos(q + f) O
(vi) ¡· Â˘ÚÂıÔ‡Ó 4 ¥ 4 ›Ó·ÎÂ˜ A Î·È B ÌÂ

(a) AB π BA,

(b) A π 04, B π 04 ·ÏÏ¿ AB = 04,
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1.1: ª¤ÁÂıÔ˜ – ¶Ú¿ÍÂÈ˜

(c) A π 04 ·ÏÏ¿ A2 = 04,
(d) A π 04, A2 π 04 ·ÏÏ¿ A3 = 04,
(e) A π 04, A2 π 04, A3 π 04 ·ÏÏ¿ A4 = 04,
(f) A2 = A ·ÏÏ¿ A π 04 Î·È A π I4,
(g) A3 = A ·ÏÏ¿ A π 04, A π I4, A π -I4.

§‡ÛË (a) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ 4 ¥ 4 ›Ó·ÎÂ˜

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ AB Î·È BA ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘-
ıÔÈ ‰‡Ô ›Ó·ÎÂ˜

AB =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È BA =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, AB π BA.
(b) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ 4 ¥ 4 ›Ó·ÎÂ˜

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi AB ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ ÌË‰ÂÓÈÎfi 4 ¥ 4 ›Ó·Î·.
(c) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ 4 ¥ 4 ›Ó·Î·

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi AA = A2 ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ·Ô-
Ù¤ÏÂÛÌ· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ ÌË‰ÂÓÈÎfi 4 ¥ 4 ›Ó·Î·.
(d) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ 4 ¥ 4 ›Ó·Î·

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ AA = A2 Î·È AAA = A3 ·›ÚÓÔ˘ÌÂ.

A2 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È A3 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

(e) ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â›Ï˘Û‹ ÙË˜ ·fi ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË.
(f), (g)

√ ›Ó·Î·˜ A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ·ÈÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ·fi Ù· (f)

Î·È (g) Û˘Óı‹ÎÂ˜.

(vii) ŒÓ·˜ ›Ó·Î·˜ P ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ù·˘ÙÔ‰‡Ó·ÌÔ˜, ·Ó P2 = P. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ
·ÎfiÏÔ˘ıÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ Â›Ó·È Ù·˘ÙÔ‰‡Ó·ÌÔÈ:

K25 -20
30 -24O ,

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-26 -18 -27
21 15 21
12 8 13

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

§‡ÛË ∞ÚÎÂ› Ó· ÂÎÙÂÏÂÛÙÂ› ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌfi˜ ÈÓ¿ÎˆÓ.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, √ÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 2004
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1.2: ¶Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ. ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ¶›Ó·Î·. √Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

1.2 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ. ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ¶›Ó·Î·.
√Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

(i) ŒÛÙˆ fiÙÈ A Î·È B Â›Ó·È ‰‡Ô n¥n ›Ó·ÎÂ˜ Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ Ô In -AB Â›Ó·È ¤Ó·˜
·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ›Ó·Î·˜.
¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

(In - BA)(In + B(In - AB)-1A) = In.

¡· Û˘ÌÂÚ¿ÓÂÙÂ fiÙÈ Ô (In - BA) Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

§‡ÛË (i)

(In - BA)(In + B(In - AB)-1A) =

In - BA + (In - BA)B(In - AB)-1A =

In - BA + B(In - AB)-1A - BAB(In - AB)-1A =

In - BA + B[(In - AB)-1A - AB(In - AB)-1A] =

In - BA + B[(In - AB)-1 - AB(In - AB)-1]A =

In - BA + B[(In - AB)(In - AB)-1]A =

In - BA + BA = In.

™ËÌÂ›ˆÛË. ∞fi ÙË £ÂˆÚ›· Ù‹˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜ Ô˘ ˆÛÙfiÛÔ ‰ÂÓ ·Ó·Ù‡-
¯ıËÎÂ Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ·, Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ·Ó ÁÈ· ‰‡Ô n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜ A, B ÈÛ¯‡ÂÈ AB = In,
ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È BA = In. °È' ·˘Ùfi ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ
Â›ÛË˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

(In + B(In - AB)-1A)(In - BA) = In.

(ii) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ A, B Î·È A+B Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔÈ n¥ n ›Ó·ÎÂ˜. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ›
fiÙÈ

(A-1 + B-1)-1 = A(A + B)-1B

§‡ÛË (ii)

(A-1 + B-1)(A(A + B)-1B) = A-1A(A + B)-1B + B-1A(A + B)-1B =

(A + B)-1B + B-1A(A + B)-1B = (In + B-1A)(A + B)-1B =

(B-1B + B-1A)(A + B)-1B = B-1(B + A)(A + B)-1B = B-1B = In.

™ËÌÂ›ˆÛË. §·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘' fi„ÈÓ Ù· fiÛ· ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ÛÙËÓ ·Ì¤Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË
¿ÛÎËÛË ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ Â›ÛË˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

(A(A + B)-1B)(A-1 + B-1) = In.

(iii) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ A Î·È A + In Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔÈ n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ›
fiÙÈ

(A + In)
-1 + (A-1 + In)

-1 = In.
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

(iv) °È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ‡ m Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ A = Km + 1 2
2 m - 1O ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜;

§‡ÛË (iv) ŒÓ·˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ
·Ó Ë ÔÚ›˙Ô˘Û¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÌË–ÌË‰ÂÓÈÎ‹. ∂‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ:

det A = (m + 1)(m - 1) - 4 = m2 - 1 - 4 = m2 - 5.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ m π ±
0

5.

(v) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 -1
-2 1 3
3 0 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
a b g

b + g g + a a + b

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
a b g
a2 b2 g2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(∏ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˘ ›Ó·Î· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÚ›˙Ô˘Û· Vandermonde.)

§‡ÛË (v) £· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Î·È ÙÚ›ÙÔ˘ ›Ó·Î·.
∏ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ ›Ó·Î· ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

1 1 1
a b g

b + g g + a a + b

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G2ÆG2+G3=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 1 1

a + b + g a + b + g a + b + g
b + g g + a a + b

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ =
(a + b + g)

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 1 1
1 1 1

b + g g + a a + b

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ = (a + b + g)0 = 0.

∏ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ÙÚ›ÙÔ˘ ›Ó·Î· ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 1 1
a b g
a2 b2 g2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ =
ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 a a2

1 b b2

1 g g2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ G2ÆG2-G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 a a2

0 b - a b2 - a2

1 g g2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G3ÆG3-G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 a a2

0 b - a b2 - a2

0 g - a g2 - a2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ =
ƒƒƒƒƒƒƒb - a b2 - a2

g - a g2 - a2

ƒƒƒƒƒƒƒ = (b - a)(g - a)
ƒƒƒƒƒƒƒ1 b + a
1 g + a

ƒƒƒƒƒƒƒ =
(b - a)(g - a)(g + a - b - a) = (b - a)(g - a)(g - b).

™ËÌÂ›ˆÛË. ÁÈ· ÙËÓ ÚÒÙË ÈÛfiÙËÙ· ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ
ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ det A = det tA.

(vi) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 1 -3
4 1 1
2 0 -2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ›Ó·Î·,
Ì¤¯ÚÈ˜ fiÙÔ˘ Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ ¤Ó·˜ ¿Óˆ ÙÚÈÁˆÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘Û· ›ÛË
ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹.
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1.2: ¶Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ. ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ¶›Ó·Î·. √Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

§‡ÛË (vi)ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
2 1 -3
4 1 1
2 0 -2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ G2ÆG2-2G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
2 1 -3
0 -1 7
2 0 -2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G3ÆG3-G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
2 1 -3
0 -1 7
0 -1 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G3ÆG3-G2=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
2 1 -3
0 -1 7
0 0 -6

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ = 12.

(vii) ¡·ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó fiÏÔÈ ÔÈ 2¥ ÂÏ¿ÛÛÔÓÂ˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÙÔ‡ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘›Ó·Î·:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-1 -1 -1
2 -2 -2
3 -3 -3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

(viii) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ 1 ¥ 1 ÂÏ·ÛÛfiÓˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ÂÓfi˜ 2 ¥ 2, ÙˆÓ 2 ¥ 2
ÂÏ·ÛÛfiÓˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ÂÓfi˜ 3 ¥ 3, ÙˆÓ (n - 1) ¥ (n - 1) ÂÏ·ÛÛfiÓˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ
ÂÓfi˜ n ¥ n ›Ó·Î·;

§‡ÛË (vii) ŒÛÙˆ A = (ai j) ¤Ó·˜ n¥n ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜. ™Â Î¿ıÂ Û˘ÓÈ-
ÛÙÒÛ· ÙÔ˘ ai j ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ¤Ó·˜ ÂÏ¿ÛÛÔÓ·˜ (n-1) ¥ (n-1) ›Ó·Î·˜Ø ˘ÂÓ-
ı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·˘Ùfi˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Î·ÙfiÈÓ ‰È·ÁÚ·Ê‹˜ Ù‹˜ i-ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜
Î·È Ù‹˜ j-ÔÛÙ‹˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ‡ A.
™˘ÓÂÒ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ n2 ÂÏ¿ÛÛÔÓÂ˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ (n - 1) ¥ (n - 1).

(ix) ™ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ ‰‡Ô 3¥3 ›Ó·ÎÂ˜ A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 4
-1 2 -3
2 -1 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

, B =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-1 1 2
0 2 3
2 3 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Ó· ÂÈ‚Â‚·Èˆıo‡Ó ÔÈ Ù‡ÔÈ

(·) det A det B = det(AB), (‚) t (A + B) = tA + tB, (Á) t (AB) = (tB)(tA).

Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ‰‡Ô n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜.

(x) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 2 ¥ 2 ÈÓ¿ÎˆÓ fiÔ˘

(·) t (AB) π (tA)(tB), (‚) (AB)-1 π A-1B-1, (Á) det(A + B) π det A + det B.

(xi) ∞Ó A Î·È B Â›Ó·È ‰‡Ô n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜ Ù¤ÙÔÈÔÈ ÒÛÙÂ tA = A-1 Î·È tB = B-1, Ó·
‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

det((A + B)(A - B)) = det(tAB - tBA)

§‡ÛË (xi) Œ¯Ô˘ÌÂ:
tAB - tBA = A-1B - B-1A = (A-1B + In) - (B-1A + In) =

A-1(B + A) - B-1(A + B) = (A-1 - B-1)(A + B) = (tA - tB)(A + B).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, det[tAB - tBA] = det[(tA - tB)(A + B)] = det[t (A - B)](A + B) =
det[(A - B)(A + B)] = det[(A + B)(A - B)]

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, √ÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 2004
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

1.3 °Ú·ÌÌÈÎ¿ ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ªÂÙ·-
Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ›

(i) ¶ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÂfiÌÂÓÂ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Ù· x1, x2, x3 Â›Ó·È ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ¤˜;

(1) x1 + 2x3 = 3, (2) x1x2 + x2 = 1, (3) x1 - x2 = sin2 x1 + cos2 x1,

(4) x1 - x2 = sin2 x1 + cos2 x2, (5) | x1 | - | x2 |= 0, (6) px1 +
0

7x2 =
0

3.

§‡ÛË (i)
∏ (1) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹.
∏ (2) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹, ·ÊÔ‡ ¤¯Ô˘ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·ÁÓÒÛÙˆÓ.
∏ (3) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹, ·ÊÔ‡ ÙÔ ‰ÂÍÈfi Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÈÛÔ‡Ù·È ¿ÓÔÙÂ ÌÂ 1.
∏ (4) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹, ·ÊÔ‡ ÙÔ ‰ÂÍÈfi Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÌÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌË–ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ·ÁÓÒÛÙˆÓ.
∏ (5) Â›ÛË˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹, ·ÊÔ‡ ÙÒÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ·fiÏ˘-
ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ Â› ÙˆÓ ·ÁÓÒÛÙˆÓ.
∏ (6) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹.

(ii) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ
ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ··ÏÔÈÊ‹˜ Gauss:

x1 + 2x2 = -5
2x1 - x2 = 5 ,

x1 + 2x2 = 4
2x1 + 6x2 = 12 ,

x2 = 6
x1 + x2 = 4 .

§‡ÛË (ii)
£· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ Î·È ÙÚ›ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·.
°È· ÙÔ ÚÒÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

K1 2 -5
2 -1 5 O G2ÆG2-2G1= K1 2 -5

0 -5 15O G2Æ- 1
5 G2= K1 2 -5

0 1 -3O .

™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ:

x1 + 2x2 = -5
x2 = -3 fi

x1 = -5 - 2x2
x2 = -3 fi

x1 = 1
x2 = -3.

°È· ÙÔ ÙÚ›ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

K0 1 6
1 1 4O G1VG2= K1 1 4

0 1 6O .

™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ

x1 + x2 = 4
x2 = 6 fi

x1 = -2
x2 = 6

(iii) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ
ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ··ÏÔÈÊ‹˜ Gauss:

x1 + 2x2 + 4x3 = 6
x1 + 2x3 = 2

x1 + 3x2 + 7x3 = 10
,

x1 - x2 + x3 = 1
x1 + x2 - x3 = 1
2x1 + 3x3 = 8

.

8



1.3: °Ú·ÌÌÈÎ¿ ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ›

§‡ÛË (iii)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ·Û¯ÔÏËıÂ› Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÌÂ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË Ù‹˜
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ¿ÛÎËÛË˜.

(iv) ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‹˜ ··ÏÔÈÊ‹˜ Gauss Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· Âfi-
ÌÂÓ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙÔ (‰ÂÓ ‰È·ı¤ÙÂÈ Ï‡ÛË).

x1 + 2x2 + x3 = 3
x1 - x2 + x3 = 1

-2x1 - 4x2 - 2x3 = 4
,

x1 - 2x2 - x3 = 1
x1 - x2 + x3 = 0
2x1 + 6x3 = 1

.

§‡ÛË (iv)
£· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ ·fi Ù· ‰‡Ô Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·. Œ¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1 3
1 -1 1 1
-2 -4 -2 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2ÆG2-G1=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1 3
0 -3 0 -2
-2 -4 -2 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2ÆG3+2G1=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1 3
0 -3 0 -2
0 0 0 10

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ÚÔÎ‡ÙÔÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ:

x1 + 2x2 + x3 = 3
-3x2 = -2
0x3 = 10

.

∏ ÙÚ›ÙË ÂÍ›ÛˆÛË Ê·ÓÂÚÒÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·‰‡-
Ó·ÙÔ.

(v) ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‹˜ ··ÏÔÈÊ‹˜ Gauss Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

x1 + 2x2 + 3x3 = 1
4x1 + 5x2 + 6x3 = 2
7x1 + 8x2 + 9x3 = 3

.

‰È·ı¤ÙÂÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi Ì›· Ï‡ÛÂÈ˜.

§‡ÛË (v)
Œ¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 1
4 5 6 2
7 8 9 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2ÆG2-4G1=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 1
0 -3 -6 -2
7 8 9 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G3ÆG3-7G1=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 1
0 -3 -6 -2
0 -6 -12 -4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G3ÆG3-2G2=

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 1
0 -3 -6 -2
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2Æ
-1
3 G2=

ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 1
0 1 2 2

3
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ÚÔÎ‡ÙÔÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ:

x1 + 2x2 + x3 = 1
x2 + 2x3 = 2

3
0x3 = 0

.

£¤ÙÔÓÙ·˜ x3 = l ¤¯Ô˘ÌÂ:

x2 =
2
3
- 2l, x1 = 1 - 2x2 - 3l = 1 -

4
3
+ 4l - 3l = -

1
3
+ l.
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

K¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ‡ l Œ º ¯ÔÚËÁÂ› Î·È ÌÈ· Ï‡ÛË:

(x1, x2, x3) = K-1
3
+ l,

2
3
- 2l, lO .

(vi) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ (·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó) ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿-
ÙˆÓ:

2x - 3y + 4z + t = 0
x + z - t = 0

3x - 3y + 5z = 0
4x - 3y + 6z - t = 0

,
x - 2y + z + w = 1

x - 2y + z - w = -1
x - 2y + z + 5w = 5

.

§‡ÛË (vi)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ·Û¯ÔÏËıÂ› Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÌÂ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË Ù‹˜
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ¿ÛÎËÛË˜.

(vii) ŒÓ·˜ ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ N ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ‰ÂÎ·ÂÓÙ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ‡ ·ıÚÔ›ÛÌ·-
ÙÔ˜ ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘. ∂¿Ó ·ÓÙÈÛÙÚ·ÊÂ› Ë ÛÂÈÚ¿ ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ Ô
ÚÔÎ‡ÙˆÓ ·ÚÈıÌfi˜ ˘ÂÚ‚·›ÓÂÈ Î·Ù¿ 396 ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi N. ∆Ô „ËÊ›Ô ÙˆÓ
ÌÔÓ¿‰ˆÓ ˘ÂÚ‚·›ÓÂÈ Î·Ù¿ 1 ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‰‡Ô ˘ÔÏÔ›ˆÓ „ËÊ›ˆÓ.
¡· Û¯ËÌ·Ù›ÛÂÙÂ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÙÚÈÒÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜
Ù· ÙÚ›· „ËÊ›· ÙÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ N Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÁÈ·
Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔÓ N.

§‡ÛË (vii)
ŒÛÙˆ fiÙÈ Ô ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˜ ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È Ô N = xyz (ÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜
ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ 10).
Œ¯Ô˘ÌÂ 100x + 10y + z = 15(x + y + z) ¤ 85x - 5y - 14z = 0, (1).
Œ¯Ô˘ÌÂ 100z + 10y + x = 100x + 10y + z + 396 ¤ -x + z = 4, (2).
Œ¯Ô˘ÌÂ z = x + y + 1 ¤ x + y - z = -1, (3).
™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ÚÔÎ‡ÙÔÓ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ:

85x - 5y - 14z = 0
-x + z = 4

x + y - z = -1
.

£· ÙÔ Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ··ÏÔÈÊ‹˜ Gauss.

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

85 -5 -14 0
-1 0 1 4
1 1 -1 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G1WG3=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -1 -1
-1 0 1 4
85 -5 -14 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2ÆG2+G1=

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -1 -1
0 1 0 3

85 -5 -14 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G3ÆG3-85G1=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -1 -1
0 1 0 3
0 -90 71 85

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G3ÆG3+90G2=

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -1 -1
0 1 0 3
0 0 71 355

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G3Æ
1

71 G3=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -1 -1
0 1 0 3
0 0 1 5

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∆Ô ÚÔÎ‡ÙÔÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ:

x + y - z = -1
y = 3
z = 5

¤
x = 1
y = 3
z = 5

.
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1.3: °Ú·ÌÌÈÎ¿ ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ›

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È Ô N = 135.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004

∆π ∂π¶∞¡ √π ª∞£∏ª∞∆π∫√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Gauss, Karl Friedrich (1777-1855)

∞Ó Î¿ÔÈÔ˜ ·Û¯ÔÏÈfiÓÙ·Ó ÌÂ ÙÈ˜ ·Ï‹ıÂÈÂ˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙfiÛÔ ÔÏ‡
Î·È Û˘ÓÂ¯Ò˜ fiˆ˜ ÂÁÒ, ÙfiÙÂ ı· Î·Ù¤ÏËÁÂ ÛÙ· ›‰È· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ Ì¤Ó·.
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

1.4 ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ¶›Ó·ÎÂ˜-ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ∞ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘

(i) ŒÛÙˆ ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0
0 0 1
-1 -1 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È B =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 -1
2 5 4
3 7 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ A Î·È B Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔÈ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ ‰‡Ô ÙÚfiÔ˘˜:

(a) ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ det A, det B.

(b) ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ A-1 Î·È B-1 ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂ-
Ù·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ [A | I3] Î·È [B | I3]
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

§‡ÛË (i)
(a)

det(A) =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0 1 0
0 0 1
-1 -1 -1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ = (-1)
ƒƒƒƒƒƒƒ 0 1
-1 -1

ƒƒƒƒƒƒƒ = (-1)1 = -1 π 0.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ›Ó·Î·˜ A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

det(B) =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 2 -1
2 5 4
3 7 4

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ G2ÆG2-2G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 2 -1
0 1 6
3 7 4

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G3ÆG3-3G1=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 2 -1
0 1 6
0 1 7

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G3ÆG3-G2=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 2 -1
0 1 6
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ = 1 π 0.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ›Ó·Î·˜ B Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.
(b) ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ

(a) ÌÂ Ei j Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎfi
›Ó·Î· Î·ÙfiÈÓ ÂÓ·ÏÏ·Á‹˜ ÙˆÓ i Î·È j ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘

(b) ÌÂ Ei j(r) Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ Ù·˘ÙÔ-
ÙÈÎfi ›Ó·Î· ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÛÙË ı¤ÛË (i, j)·fi ÙÔ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô r

(c) Î·È fiÙÈ ÌÂ Ei(r) Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ
Ù·˘ÙÔÙÈÎfi ›Ó·Î· ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÛÙË ı¤ÛË (i, i) ·fi
ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô r.

∂ÈÏ¤ÔÓ ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ

(a) Ë ÂÓ·ÏÏ·Á‹ ÙˆÓ i Î·È j ÁÚ·ÌÌÒÓ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ·fi
·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÌÂ ÙÔÓ Ei j,

(b) fiÙÈ Ë ÚfiÛıÂÛË ÙÔ‡ r-ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ˘ Ù‹˜ j-ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÛÙËÓ i-ÁÚ·ÌÌ‹
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÌÂ ÙÔÓ ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÌÂ
ÙÔÓ ›Ó·Î· Ei j(r).
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1.4: ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ¶›Ó·ÎÂ˜-ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ∞ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘

(c) Î·È fiÙÈ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Ù‹˜ i-ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ÌÂ Î¿ÔÈÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô r ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙÔ‡ ›Ó·Î· ·fi ·ÚÈ-
ÛÙÂÚ¿ ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· Ei(r).

[A | I3] =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0
0 0 1

-1 -1 -1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G1VG3
ô
E13

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-1 -1 -1
0 0 1
0 1 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G1Æ(-1)G1
ô

E1(-1)

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 0 1
0 1 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0 0 -1
0 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G2VG3
ô
E23

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 1 0
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0 0 -1
1 0 0
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G1ÆG1-G2
ô

E12(-1)

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 1
0 1 0
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
-1 0 -1

1 0 0
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

G1ÆG1-G3
ô

E13(-1)

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
-1 -1 -1

1 0 0
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, A-1 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-1 -1 -1
1 0 0
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ‡ ›Ó·Î· B ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ¿ÛÎËÛË ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË
ÙËÓ Â·Ó¿ÏË„Ë Ù‹˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜. √ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ‡ B Â›Ó·È Ô

B-1
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë
=

-8 -15 13
4 7 -6

-1 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
.

(ii) ¡· ÂÎÊÚ·ÛÙÔ‡Ó ÔÈ A Î·È B ˆ˜ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ›Ó·ÎˆÓ.

§‡ÛË (ii)
∞fi ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ‡ ·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘ ÙÔ‡ A ‚Ï¤Ô˘ÌÂ
fiÙÈ Ô Ù·˘ÙÔÙÈÎfi˜ 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ:

I3 = E13(-1)E12(-1)E23E1(-1)E13A.

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

A = E-1
13 (E1(-1))-1E-1

23 (E12(-1))-1(E13(-1))-1 = E13E1(-1)E23E12(1)E13(1) =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
0 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-1 0 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 0 1
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 1
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

¶·ÚfiÌÔÈ· Â›Ó·È Î·È Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ‡ ›Ó·Î· B ÙËÓ
ÔÔ›· ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ¿ÛÎËÛË ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË. ∂‰Ò ‰›ÓÔ˘ÌÂ ·ÏÒ˜ ÙÔ
Ò˜ ÁÚ·ÊÂÙ·È Ô B ˆ˜ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ.

B = E21(2)E31(3)E32(1)E12(2)E13(-13)E23(6) =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
2 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
3 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 -13
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 0
0 1 6
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

√ÚÈÛÌfi˜ ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ m ¥ n ›Ó·Î·˜. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A ÙÔ Ï‹ıÔ˜
ÙˆÓ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ ÈÛ¯˘Ú¿ ÎÏÈÌ·ÎˆÙÔ‡ ›Ó·Î· Ô˘ Â›Ó·È ÁÚ·Ì-
ÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A. ™˘Ó‹ıˆ˜ Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ rank(A).
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1: ¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·

(i) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‚·ıÌ›‰Â˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ:

A = K1 3 2
2 6 1O , B =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 2 3
0 0 5 1
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3
0 -2
5 -1
-2 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, D =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
1 4 3 -1 -4
2 3 -4 -7 -3
3 8 1 -7 -8

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

§‡ÛË (iii)
£· ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ÌfiÓÔ
ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ‡ ›Ó·Î· D. ™ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ·ÏÒ˜ ÙÈ˜
‚·ıÌ›‰Â˜ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Î·È ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÌfiÓÔ˜
ÙÔ˘ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ÏÔÁÔ˘˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ: rank(A) = 2, rank(B) =
2, rank(C)=2.
∞˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· D.

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
1 4 3 -1 -4
2 3 -4 -7 -3
3 8 1 -7 -8

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

G2ÆG2-G1
G3ÆG3-2G1
G4ÆG4-3G1

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
0 1 2 1 -1
0 -3 -6 -3 3
0 -1 -2 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

G3VG4

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
0 1 2 1 -1
0 -1 -2 -1 1
0 -3 -6 -3 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

G4ÆG4-3G3

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
0 1 2 1 -1
0 -1 -2 -1 1
0 0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

G3ÆG3+G2

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1 -2 -3
0 1 2 1 -1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

G1ÆG1-3G2

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 -5 -5 0
0 1 2 1 -1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, rank(D) = 2.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004

∆π ∂π¶∞¡ √π ª∞£∏ª∞∆π∫√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Poisson, Siméon Denis (1781-1840)

ªfiÓÔ ÁÈ· ‰˘Ô ÏfiÁÔ˘˜ ·Í›˙ÂÈ Î·ÓÂ›˜ Ó· ˙ÂÈ Ø ÁÈ· Ó· ·Ó·Î·Ï‡ÙÂÈ
Î·È Ó· ‰È‰¿ÛÎÂÈ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿.
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KÂÊ¿Ï·ÈÔ 2

¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

2.1 ∏ ŒÓÓÔÈ· ÙÔ‡ ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ÃÒÚÔ˘

(i) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ¬ Ì·˙› ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜

+ : ¬ ¥ ¬ Æ ¬, (z, z¢) # z + z¢ Î·È ◊ : — ¥ ¬ Æ ¬, (r, z) # rz,

fiÔ˘ z + z¢ Â›Ó·È Ë Û˘Ó‹ıË˜ ÚfiÛıÂÛË ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È rz Â›Ó·È Ô
Û˘Ó‹ıË˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ (ÚÔÛÔ¯‹: Ô ·ÚÈÛÙÂÚfi˜
·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ r ÛÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ rz Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜).
¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô ¬ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÌÂ ÚfiÛıÂÛË ÙËÓ
Ú¿ÍË «+» Î·È ‚·ıÌˆÙfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙËÓ Ú¿ÍË «◊».

§‡ÛË (i)

(a) ∏ ÚfiÛıÂÛË ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÌÈ· ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹Ú¿ÍË,
·ÊÔ‡ ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ

"z, z¢, z¢¢ Œ ¬, (z + z¢) + z¢¢ = z + (z¢ + z¢¢).

(b) ∂›ÛË˜ Ë ÚfiÛıÂÛË ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÌÈ· ÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹
Ú¿ÍË, ·ÊÔ‡ ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ

"z, z¢ Œ ¬, z + z¢ = z¢ + z.

(c) ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÙÔ ÌË‰¤Ó ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË, ·ÊÔ‡

"z Œ ¬, z + 0 = z = 0 + z.

(d) ∆Ô ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ‡ ÌÈÁ·‰ÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ z Â›Ó·È Ô ÌÈÁ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ -z.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ,

z + (-z) = 0 = (-z) + z.

∂ÈÏ¤ÔÓ, Ô ‚·ıÌˆÙfi˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜, ‰ËÏ·‰‹ Ô ·fi Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ ¬ ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ — ÈÎ·-
ÓÔÔÈÂ› Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· ˘ÔÏÂÈfiÌÂÓ· ·ÍÈÒÌ·Ù·, ‰ËÏ·‰‹
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

(e)

"r Œ —,"z, z¢ Œ ¬, r(z + z¢) = r(z + z¢).

(f)

"r, r¢ Œ —,"z,Œ ¬, (r + r¢)z = rz + r¢z.

(g)

"r, r¢ Œ —,"z,Œ ¬, (rr¢)z = r(r¢)z.

(h)

"z Œ ¬, 1z = z.

(ii) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ —+ Ì·˙› ÌÂ ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜

≈ : —+ ¥ —+ Æ —+, (a, b) # a ≈ b := ab

Î·È

ü : — ¥ —+ Æ —+, (r, a) # r ü a := ar,

fiÔ˘ ab Â›Ó·È Ô Û˘Ó‹ıË˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È
ar Â›Ó·È Ë ‡„ˆÛË ÙÔ‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ a ÛÙËÓ ‰‡Ó·ÌË r.
¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ —+ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÌÂ
ÚfiÛıÂÛË ÙËÓ Ú¿ÍË «≈» Î·È ‚·ıÌˆÙfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙËÓ Ú¿ÍË «ü».

§‡ÛË (ii)

(a) °È· ÙËÓ Ú¿ÍË Ù‹˜ ÚfiÛıÂÛË˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —+ ¤¯Ô˘ÌÂ:

"a, a¢, a¢¢ Œ —+,

(a ≈ a¢) ≈ a¢¢ = (aa¢) ≈ a¢¢ = (aa¢)a¢¢ = a(a¢a¢¢) = a ≈ (a¢ ≈ a¢¢).

(b) ∂›ÛË˜ Ë Ú¿ÍË Ù‹˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Â›Ó·È ÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ·ÊÔ‡

"a, a¢ Œ —+, a ≈ a¢ = aa¢ = a¢a = a¢ ≈ a.

(c) ∆Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ —+ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Ú¿ÍË Â›Ó·È
ÙÔ 1 Œ —+, ·ÊÔ‡

"a Œ —+, a ≈ 1 = a1 = a = 1a = 1 ≈ a.

(d) ∆Ô ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ‡ a Œ —+ Â›Ó·È ÙÔ 1
a Œ —+. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ

ÙÔ‡ a ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÊfiÛÔÓ ÙÔ a π 0 Î·È

a ≈
1
a
= 1 =

1
a
≈ a.

∂ÈÏ¤ÔÓ, Ô ‚·ıÌˆÙfi˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡— ÌÂ Ù·
ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ —+, ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· ˘ÔÏÂÈfiÌÂÓ· ·ÍÈÒÌ·Ù·,
‰ËÏ·‰‹

16



2.1: ∏ ŒÓÓÔÈ· ÙÔ‡ ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ÃÒÚÔ˘

(e) "r Œ —,"a, a¢ Œ —+, rü(a≈a¢) = (a≈a¢)r = (aa¢)r = ara¢r = rüa≈rüa¢.

(f) "r, r¢ Œ —,"a,Œ —+, (r + r¢)ü a = a(r+r¢) = arar¢ = r ü a ≈ r¢ ü a.

(g) "r, r¢ Œ —,"a,Œ —+, (rr¢)ü a = a(rr¢) = a(r¢r) = (ar¢ )r = r ü (r¢ ü a).

(h) "a Œ —+, 1 ü a = a1 = a.

(iii) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ —+ Ì·˙› ÌÂ ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜

≈ : —+ ¥ —+ Æ —+, (a, b) # a ≈ b := ab - 1

Î·È

ü : — ¥ —+ Æ —+, (r, a) # r ü a := a,

fiÔ˘ ab Â›Ó·È Ô Û˘Ó‹ıË˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ —+ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÌÂ
ÚfiÛıÂÛË ÙËÓ Ú¿ÍË «≈» Î·È ‚·ıÌˆÙfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙËÓ Ú¿ÍË «ü».

§‡ÛË (iii) ∏ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›·

≈ : —+ ¥ —+ Æ —+, (a, b) # a ≈ b := ab - 1

‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· «Î·Ï¿ ÔÚÈÛÌ¤ÓË» ·ÂÈÎfiÓÈÛË, ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ "a, b Œ
—+ fiÙÈ Î·È a ≈ b Œ —+. ∂› ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÈ, ·Ó a = 1

2 Î·È b = 1
2 , ÙfiÙÂ

a ≈ b =
1
2
≈

1
2
=

1
4
- 1 /Œ —+.

(iv) ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ —+ ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÂÊÔ-
‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Ù‹˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ‡ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌÔ‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ (fiÔ˘ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ˘¤¯ÂÈ ÙË ı¤ÛË
ÙÔ‡ ‚·ıÌˆÙÔ‡ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡) ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ.

§‡ÛË (iv) ™ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ô ‚·ıÌˆÙfi˜ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜, ·ÊÔ‡ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ÌÂ ıÂÙÈÎfi Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ‰ÂÓ
Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ¤Ó·˜ ıÂÙÈÎfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

2.2 Àfi¯ˆÚÔÈ

(i) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· Û‡ÓÔÏ· W1 = {(0, y, z) | y, z Œ ¬}, W2 =
{x, 0, z) | x, z Œ ¬} Î·È W3 = {(x, y, 0) | x, y Œ ¬} ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¬-˘Ô¯ÒÚÔ˘˜ ÙÔ‡
¬3.

§‡ÛË (i) £· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÌfiÓÔ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ‡ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ W1 Õ ¬3.
√È ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ W2 Î·È W3 ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ.
(1) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ W1 Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ‰È¿ÊÔÚÔ ÙÔ‡ ÎÂÓÔ‡, Â› ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÈ,
ÙÔ (0, 0, 0) Œ W1.
(2) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ‡ ˘Ô¯ÒÚÔ˘, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ "u =
(x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) Œ W1 fi u + v Œ W1. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, fiÙ·Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
(x1, x2, x3) Î·È (y1, y2, y3)·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ W1, ÙfiÙÂ x1 = 0 Î·È y1 = 0 Î·È
Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ (0, x2, x3) + (0, y2, y3) = (0, x2 + y2, x3 + y3) Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ÙÔ‡ W1.
(3) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ‡ ˘Ô¯ÒÚÔ˘, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ "z Œ
¬ Î·È "u = (x1, x2, x3) Œ W1 fi zu Œ W1. ŸÌˆ˜ ·ÊÔ‡ u = (x1, x2, x3) Œ W1 fi
x1 = 0 Î·È z(0, x2, x3) = (0, zx2, zx3) Œ W1.

(ii) ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ˘Ô¯ÒÚÔ˘˜ ÙÔ‡
—-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ M2¥3(—).

(a) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ V1 ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ka b c
d 0 0O, fiÔ˘ b = a + c.

(b) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ V2 ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ka b c
d 0 0O, fiÔ˘ c > 0.

(c) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ V3 ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ka b c
d e f O, fiÔ˘ a = -2c Î·È

f = 2e + d.

§‡ÛË (ii) £· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ (b) Î·È (c). ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ÂÍÂ-
Ù¿ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË (a).
(b) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔV2 Õ M2¥3(—) Â›Ó·È ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ, ·ÊÔ‡ ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ
2¥3 ›Ó·Î·˜ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Œ —, ÌÂ ıÂÙÈÎ‹ ÙËÓ (1, 3)-Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ Î·È
ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÙÈ˜ (2, 2) Î·È (2, 3)-Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ (Â› ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÈ, Ô I 0 0 1

-2 0 0 M)
Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ V2. ∞Ó ‹Ù·Ó Ô V2 ¤Ó·˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ M2¥3(—), ÙfiÙÂ ı·
ÂÚÈÂ›¯Â Î·È ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ M2¥3(—), ‰ËÏ·‰‹ ÙÔÓ ›Ó·Î· I 0 0 0

0 0 0 M.
ŸÌˆ˜ Ë (1, 3)-Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ‡ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ›Ó·Î· ‰ÂÓ Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹,
·ÊÔ‡ ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 0. ™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ V2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡
M2¥3(—).
™ËÌÂ›ˆÛË. ∂¿Ó W Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ V , ÙfiÙÂ ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ Â›Ó·È
ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ ı· ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î¿ÔÈÔ w Œ W . ∞ÏÏ¿ ÙfiÙÂ Î·È ÙÔ (-1)w ÔÊÂ›ÏÂÈ Ó·
Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ W Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ Î·È ÙÔ w+ (-1)w = 0 Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ÙÔ‡ W . ÕÚ·, Â¿Ó Ô W Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ V , ÙfiÙÂ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·Ó·-
ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ V .
(c)
(1) ∆Ô V3 Õ M2¥3(—) ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· I 0 0 0

0 0 0 M ÙÔ‡ M2¥3(—)
Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ ÙÔ‡ ÎÂÓÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘.
(2) ŒÛÙˆ fiÙÈ I a1 a2 a3

a4 a5 a6
MÎ·È J b1 b2 b3

b4 b5 b6
N Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡V3, ÙfiÙÂ a1 = -2a3, a6 =
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2.2: Àfi¯ˆÚÔÈ

2a5 + a4 Î·È b1 = -2b3, b6 = 2b5 + b4. ™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜

K -2a3 a2 a3
a4 a5 2a5 + a4

O + K -2b3 b2 b3
b4 b5 2b5 + b4

O =
K -2(a3 + b3) a2 + b2 a3 + b3

a4 + b4 a5 + b5 2(a5 + b5) + (a4 + b4)
O

Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ V3.
(3) ŒÛÙˆ fiÙÈ l Â›Ó·È ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ — Î·È fiÙÈ I -2a3 a2 a3

a4 a5 a6
M Â›Ó·È ¤Ó· ÛÙÔÈ-

¯Â›Ô ÙÔ‡ V3, ÙfiÙÂ ÙÔ ‚·ıÌˆÙfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ

l K -2a3 a2 a3
a4 a5 2a5 + a4

O = K -2la3 la2 la3
la4 la5 l(2a5 + a4)

O
Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ V3. ™˘ÓÂÒ˜, Ô V3 ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-˘fi¯ˆÚÔ
ÙÔ‡ M2¥3(—).

(iii) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ·ÓÙÈ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ fiÙÈ Ë Û˘ÓÔÏÔıÂˆÚË-
ÙÈÎ‹ ¤ÓˆÛË W «U ‰‡Ô ˘Ô¯ÒÚˆÓ W Î·È U ÂÓfi˜ º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘
V ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÂ› ¿ÓÙÔÙÂ ˘fi¯ˆÚÔ ÙÔ‡ V .

§‡ÛË (iii) ŒÛÙˆ Ô—-¯ÒÚÔ˜—2 Î·È ÔÈ ˘fi¯ˆÚÔ› ÙÔ˘—¥{0} = {(a, 0) | a Œ —}
Î·È {0} ¥— = {(0, b) | b Œ —}. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô (a, b) Œ —2 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ¤ÓˆÛË
W = — ¥ {0} « {0} ¥ — ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›ÙÂ a = 0 Â›ÙÂ b = 0. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ
Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· (1, 0) Œ W Î·È (0, 1) Œ W . ∂¿Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ W ‹Ù·Ó ¤Ó·˜ —-
˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2, ÙfiÙÂ ı· ¤ÚÂÂ Î·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) Ó·
‹Ù·Ó Â›ÛË˜ ÛÙÔ W . ∞˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ. ™˘ÓÂÒ˜, Ë ¤ÓˆÛË W ‰ÂÓ
Â›Ó·È ¤Ó·˜ —-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ W .

(iv) ŒÛÙˆ Ô —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ M2¥2(—) ÙˆÓ 2 ¥ 2 ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒ-
ÛÂ˜ ·fi ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏ¿
ÙÔ˘:

V = ;K0 a
a bO | a, b Œ —? , W = ;K0 c

d c + dO | c, d Œ —? .

¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ·ÌÊfiÙÂÚ· Ù· Û‡ÓÔÏ· V Î·È W Â›Ó·È ˘fi¯ˆÚÔÈ ÙÔ‡ M2¥2(—)
Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ ÙÔÌ‹˜ V »W .

§‡ÛË (iv) ¶ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ fiÙÈ Ù· V
Î·È W Â›Ó·È —-˘fi¯ˆÚÔÈ ÙÔ‡ M2¥2(—).

ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô K p q
r s O ÙÔ‡ M2¥2(—)·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ V»W , ·Ó Î·È ÌfiÓÔ

·Ó

K p q
r s O = K 0 a

a b O Î·È K p q
r s O = K 0 c

d c + d O ,

ÁÈ· Î¿ÔÈ· a, b, c, d Œ —Ø ‰ËÏ·‰‹ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó p = 0, r = q Î·È s = 2r.
™˘ÓÂÒ˜, Ë ÙÔÌ‹V»W ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ·fi ÙÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜K 0 r

r 2r O.
™ËÌÂ›ˆÛË. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ, fiÙÈ Ë ÙÔÌ‹ ‰‡Ô º-˘Ô¯ÒÚˆÓ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ V Â›Ó·È
¿ÓÙÔÙÂ ¤Ó·˜ º-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ V , ·ÊÔ‡
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

(1) V »W π ∆, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ 0 Œ V »W .

(2) ∞Ó a, b Œ V »W , ÙfiÙÂ a, b Œ V Î·È a, b Œ W . ∂ÔÌ¤Óˆ˜, a+b Œ V Î·È a+b Œ W
Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi a + b Œ V »W .

(3) ∆¤ÏÔ˜, ·Ó l Œ º Î·È a Œ V » W , ÙfiÙÂ a Œ V , a Œ W . ∂ÔÌ¤Óˆ˜, la Œ V Î·È
la Œ W Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi la Œ V »W .

(v) ŒÛÙˆ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· m ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ n ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ˘ÂÚ¿Óˆ
ÙÔ‡ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ —:

a11x1 + a12x2 + ◊ ◊ ◊ + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ◊ ◊ ◊ + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + ◊ ◊ ◊ + amnxn = bm

¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› Â¿Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ S ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
Â›Ó·È ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —n ÛÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ‰‡Ô ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:

(1) ŸÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ i, 1 £ i £ m, bi = 0.
(2) ŸÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈÔ i, 1 £ i £ m, ÌÂ bi π 0.

Àfi‰ÂÈÍË ¡· ÂÚÌËÓÂ˘ıÂ› ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ˆ˜ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‹˜ ÌÔÚ-
Ê‹˜ AX = B, fiÔ˘ A Â›Ó·È Ô m¥ n ›Ó·Î·˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜,
X Â›Ó·È Ô ¿ÁÓˆÛÙÔ˜ n ¥ 1 ›Ó·Î·˜ Î·È B Â›Ó·È Î¿ÔÈÔ˜ ÛÙ·ıÂÚfi˜ m ¥ 1
›Ó·Î·˜.

§‡ÛË (v) ∆Ô ·ÓˆÙ¤Úˆ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÈÓ¿ÎˆÓ

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

x1
x2
. . .
xn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

=

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

b1
b2
. . .
bm

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙÔÓ n ¥ 1 ›Ó·Î· Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· xi.
£¤ÙÔÓÙ·˜ A = (ai j), X = (x j), B = (bi), 1 £ i £ m, 1 £ i £ n ¤¯Ô˘ÌÂ:

AX = B. (*)

(1) ∂¿Ó Ô B Â›Ó·È Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ 0 Î·È ÔÈ L1, L2 ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ï‡ÛÂÈ˜
Ù‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (*), ‰ËÏ·‰‹ AL1 = 0 Î·È AL2 = 0, ÙfiÙÂ Î·È Ô ›Ó·Î·˜ L1 + L2
Â›Ó·È Ï‡ÛË Ù‹˜ (*), ·ÊÔ‡ A(L1 + L2) = AL1 + AL2 = 0 + 0 = 0.
∂ÈÏ¤ÔÓ, ÁÈ· Î¿ıÂ l Œ — Î·È Î¿ıÂ Ï‡ÛË L Ù‹˜ (*) ¤¯Ô˘ÌÂ A(lL) = l(AL) =
l0 = 0. ∆·˘Ù›˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —n ÌÂ ÙÔ˘˜ n¥ 1 ›Ó·-
ÎÂ˜, ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÙËÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ï‡-
ÛÂˆÓ S ·ÔÙÂÏÂ› ÂÓ·Ó ˘fi¯ˆÚÔ ÙÔ‡ —n.
(2) ∂¿Ó Ô B π 0 Î·È ÔÈ L1, L2 ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ï‡ÛÂÈ˜ Ù‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (*), ÙfiÙÂ
A(L1 + L2) = AL1 + AL2 = B + B. ™˘ÓÂÒ˜ ÁÈ· Ó· ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·
L1 + L2 Ï‡ÛË Ù‹˜ (*) ı· Ú¤ÂÈ 2B = B, ‰ËÏ·‰‹ B = 0. ∞˘Ùfi Â›Ó·È ¿ÙÔÔ,
ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ S ‰ÂÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —n.

(vi) ¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ‡ —2 Â›Ó·È —–˘fi¯ˆÚÔÈ ÙÔ‡ —2.
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2.2: Àfi¯ˆÚÔÈ

y

xO

y

xO

y

xO

y

xO

1) 2)

3) 4)

2y= x 

§‡ÛË (vi)
(1) ∞˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ S1 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÈ ÙÔ ÁÚ¿ÊËÌ· (1). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ S1 ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (a, b) Œ
—2 ÌÂ b ≥ 0. ∞˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ S1 Â›Ó·È ¤Ó·˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2. ∂¿Ó ÙÔ
(a, b) ÌÂ b > 0 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ S1, ÙfiÙÂ Ú¤ÂÈ ÙÔ -(a, b) = (-a,-b) Ó· ·Ó‹ÎÂÈ
Â›ÛË˜ ÛÙÔ S1. ∞˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ, ·ÊÔ‡ ÙÔ -b Â›Ó·È ¤Ó·˜ ·ÚÓËÙÈÎfi˜
·ÚÈıÌfi˜.
(2 )∞˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ S2 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÈ ÙÔ ÁÚ¿ÊËÌ· (2). ¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ù·
ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ··Ú¯‹ ÙˆÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. ∫¿ıÂ Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ··Ú¯‹ ÙˆÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ —-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2.
(3 ) ∞˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ S3 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÈ ÙÔ ÁÚ¿ÊËÌ· (3). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ S3 ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏ· Ù· ˙Â‡ÁË
(a, b) Œ —2 ÌÂ b = a2. ™˘ÓÂÒ˜, Ë ‰Â‡ÙÂÚË Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ
˙Â‡ÁÔ˘˜ ÙÔ‡ S3 Â›Ó·È ›ÛË ‹ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó. ∂È¯ÂÈÚËÌ·ÙÔÏÔ-
ÁÒÓÙ·˜ fiˆ˜ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË (1), ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ S3 ‰ÂÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜
˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2.
(4 ) ∞˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ S4 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿-
ÊÂÈ ÙÔ ÁÚ¿ÊËÌ· (4). ¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ —2 Ù·
ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ‰ÂÓ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ··Ú¯‹
ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· ÙÔ S4 ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô (0, 0) ÙÔ‡ —2. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ S4 ‰ÂÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ —-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2.

√ÚÈÛÌfi˜ ŒÛÙˆ A = (ai j) ¤Ó·˜ m¥m ›Ó·Î·˜ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ¤Ó· ÛÒÌ·
º. (ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ : º = – ‹ — ‹ ¬.)
√ ›Ó·Î·˜ A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ ·Ó "i, j, 1 £ i, j £ m, ai j = a ji, ‰Ë-
Ï·‰‹ ·Ó tA = A.
√ ›Ó·Î·˜ A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ ·Ó "i, j, 1 £ i, j £ m, ai j = -a ji,
‰ËÏ·‰‹ ·Ó tA = -A.

(vii) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó fiÏÔÈ ÔÈ m ¥ m ›Ó·ÎÂ˜ Ô˘ Â›Ó·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ Û˘ÌÌÂ-
ÙÚÈÎÔ› Î·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎÔ›.
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

§‡ÛË (vii)
ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ m ¥ m ›Ó·Î·˜ Ô˘ Â›Ó·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ (A = tA)
Î·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜ (tA = -A). ∆fiÙÂ, A = -A Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi 2A = 0. ÕÚ·,
A = 0.

(viii) ¡· Â·ÏËıÂ‡ÛÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ m ¥ m ›Ó·Î· A ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË

A =
1
2
AIA + tAM + IA - tAME

Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ Â¿Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ S (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ T ) ÙˆÓ m¥m
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎÒÓ (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎÒÓ) ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ º–˘fi-
¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ º–‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Mm¥m(º) ÙˆÓ m ¥ m ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ Û˘-
ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ÙÔ º

§‡ÛË (viii)

1
2
A(A + tA) + (A - tA)E = 1

2
IA + tA + A - tAM = 1

2
(2A) = A.

¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ fiÙÈ ·ÌÊfiÙÂÚ·
Ù· Û‡ÓÔÏ· S Î·È T Â›Ó·È º-˘fi¯ˆÚÔÈ ÙÔ‡ Mm¥m(º).

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004

∆π ∂π¶∞¡ √π ºπ§√™√º√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

¶Ï¿ÙˆÓ (427 – 347 .Ã.)

∏ ·ÚÁ‹ ÂÍ¤ÏÈÍË Ù‹˜ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜ ÌÂ Ô‰‹ÁËÛÂ
ÛÙÔ Ó· ·ÓÙÈ·Ú¤Ïıˆ ÙÔÓ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÎÏ¿‰Ô.
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2.3: °Ú·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ¢È·Ó‡ÛÌ·Ù· – ¶·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

2.3 °Ú·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ¢È·Ó‡ÛÌ·Ù· – ¶·Ú·-
ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

(i) ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› Â¿Ó Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· u = (2,-1, 1), v = (0, 2,-1) Î·È w =
(1,-1, 0) ÙÔ‡ —3 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.

§‡ÛË (i)
£· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÔÈ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ li Œ —, i = 1, 2, 3, ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

l1u + l2v + l3w = 0—3 . (*)

∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ u, v, w ÛÙËÓ (*) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

l1(2,-1, 1) + l2(0, 2,-1) + l3(1,-1, 0) =

(2l1 + l3,-l1 + 2l2 - l3, l1 - l2) = (0, 0, 0).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË Â›Ó·È ·ÏËı‹˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó

2l1 +l3 = 0
-l1 +2l2 -l3 = 0
l1 -l2 = 0

. (**)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ ›Ó·Î· ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 1
-1 2 -1

1 -1 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ›Ó·Î· Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÙ·-
Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G1 W G3,G2 Æ G2 + G1,G3 Æ G3 - 2G1,G3 Æ G3 - 2G2,G3 Æ
1
3
G3

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 0
0 1 -1
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

Ô˘ ¯ÔÚËÁÂ› ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ Û‡ÛÙËÌ·:

l1 -l2 = 0
l2 -l3 = 0

l3 = 0
.

¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÙÔ‡ (**) ÌÂ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ˆ˜
ÚÔ˜ l1, l2, l3, ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹. ™˘ÓÂÒ˜ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· u, v, w Â›Ó·È —-ÁÚ·Ì-
ÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.
™ËÌÂ›ˆÛË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÌÔÁÂÓÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ, fiˆ˜ ÙÔ ·ÓˆÙ¤Úˆ, ‰ÂÓ Â›Ó·È
··Ú·›ÙËÙÔ˜ Ô Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ‡ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ˘ ›Ó·Î· ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ·ÊÔ‡
Ô ›Ó·Î·˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÌË‰¤Ó. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· Î¿ıÂ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈ-
ÛÌfi˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÂÓfi˜ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
¯ÔÚËÁÂ› ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÔÌÔÁÂÓ¤˜ Û‡ÛÙËÌ·.
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

(ii) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· u = (2, 1,-4), v = (-1, 3, 2) Î·È w = (3, 1,-6)
ÙÔ‡ —3 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó· Î·È Ó· Â˘ÚÂıÂ› ÌÈ· Û¯¤ÛË ÂÍ¿Ú-
ÙËÛ‹˜ ÙÔ˘˜.

§‡ÛË (ii)
£· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÁÈ· ÔÈ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ li Œ —, i = 1, 2, 3, ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

l1u + l2v + l3w = 0—3 . (*)

∂¿Ó ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ÙÚÈ¿‰· (l1, l2, l3) π (0, 0, 0) Ô˘ ÈÎ·-
ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ (*), ÙfiÙÂ Ù· u, v, w Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.
§·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘fi„ÈÓ ÙÈ˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ u, v, w, Ë (*) Â›Ó·È ÈÛÔ-
‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

2l1 -l2 +3l3 = 0
l1 +3l2 +l3 = 0

-4l1 +2l2 -6l3 = 0
. (**)

√ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 -1 3
1 3 1

-4 2 -6

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ›Ó·Î· Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÙ·-
Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G3 Æ
1
2
G3,G1 W G2,G3 Æ G3 + G2,G2 Æ G2 - 2G1,G2 Æ -

1
7
G2

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 3 1
0 1 - 1

7
0 0 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

Ô˘ ¯ÔÚËÁÂ› ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ Û‡ÛÙËÌ·:

l1 +3l2 +l3 = 0
l2 - 1

7l3 = 0
.

¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÙÔ‡ (**) ÌÂ ¯ÒÚÔ Ï‡ÛÂˆÓ

S = ;K-10
7
k,

1
7
k, kO | k Œ —? .

√ÔÈ·‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ‡ k ¯ÔÚËÁÂ› ÌÈ· ÙÚÈ¿‰· (l1, l2, l3), Ë
ÔÔ›· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ (*). ŒÙÛÈ ÂÈÏ¤ÁÔÓÙ·˜ k = 7 ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË
Û¯¤ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜:

-10u + v + 7w = 0—3 .

(iii) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· u = (1, 2, 3), v = (0, 1, 2) Î·È w = (0, 0, 1) ÙÔ‡
—3 ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÙÔÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ —3.
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§‡ÛË (iii)
£· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· z = (a, b, g) Œ —3 ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ —-
ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ u, v, w. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ
·Ó z = (a, b, g) Â›Ó·È ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ‡ —3, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Î·-
Ù¿ÏÏËÏÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ l1, l2, l3 Œ — (ÂÍ·ÚÙÒÌÂÓÔÈ ·fi ÙÔ z), Ù¤ÙÔÈÔÈ ÒÛÙÂ:

z = l1u + l2v + l3w.

¢ËÏ·‰‹,

(a, b, g) = l1(1, 2, 3) + l2(0, 1, 2) + l3(0, 0, 1).

∏ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

l1 = a
2l1 +l2 = b
3l1 +l3 = g

,

ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ‡ ÔÔ›Ô˘ Â›Ó·È ÔÈ l1 = a, l2 = b - 2a, l3 = g - 3a. ∂ÔÌ¤Óˆ˜,

z = (a, b, g) = a(1, 2, 3) + (b - 2a)(0, 1, 2) + (g - 3a)(0, 0, 1).

(iv) °È· ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ‡ k Œ —, Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· u = (1,-2, k) ¤Ó·˜—-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜
Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ v = (3, 0,-2) Î·È w = (2, 1,-5);

§‡ÛË (iv)
£· Ú¤ÂÈ

u = l1v + l2w, l1, l2 Œ —.

¢ËÏ·‰‹,

(1,-2, k) = l1(3, 0,-2) + l2(2, 1,-5).

∏ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

3l1 +2l2 = 1
l2 = -2

-2l1 -5l2 = k
,

ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ‡ ÔÔ›Ô˘ ˆ˜ ÚÔ˜ l1, l2 Î·È k Â›Ó·È ÔÈ l1 = 5
3 , l2 = -2 Î·È

k = 20
3 .

(v) ŒÛÙˆ V ¤Ó·˜ —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Î·È u, v ‰‡Ô —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿Ú-
ÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘.
¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ "a Œ —, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· (2 + a)u + (1 + a2)v Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ ÙÔ‡
ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ 0V .

§‡ÛË (v)
∂¿Ó ‹Ù·Ó (2 + a)u + (1 + a2)v = 0V , ÙfiÙÂ ı· Â›¯·ÌÂ 2 + a = 0 Î·È 1 + a2 = 0,
ÂÊfiÛÔÓ Ù· u, v Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·. ∞ÏÏ¿ ÁÈ· Î¿ıÂ a Œ — ÙÔ
1 + a2 > 0, ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ (2 + a)u + (1 + a2)v Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ‰È¿ÊÔÚÔ ÙÔ‡ 0V .
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

(vi) ŒÛÙˆ Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Mn¥n(º) ÙˆÓ n¥ n ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
·fi ¤Ó· ÛÒÌ· º, fiÔ˘ º = – ‹ — ‹ ¬. ∂¿Ó ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ A, B,C Œ Mn¥n(º)
Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔÈ Î·È o ›Ó·Î·˜ P Œ Mn¥n(º) Â›Ó·È ·ÓÙÈ-
ÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ P-1AP, P-1BP Î·È P-1CP Â›Ó·È Â›ÛË˜
º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔÈ.

§‡ÛË (vi)
ŒÛÙˆ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ÔÈ· l1, l2, l3 Œ º ¤¯Ô˘ÌÂ

l1(P
-1AP) + l2(P

-1BP) + l3(P
-1CP) = 0. (*)

(ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÌÂ 0 ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÌË‰ÂÓÈÎfi n ¥ n ›Ó·Î·.) ∏
Û¯¤ÛË (*) ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

P-1(l1A)P + P-1(l2B)P + P-1(l3C)P = P-1(l1A + l2B + l3C)P = 0. (**)

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË (**) ·fi Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· P Î·È
·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿ ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· P-1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Û¯¤ÛË

l1A + l2B + l3C = P0P-1 = 0.

™˘ÓÂÒ˜, l1 = l2 = l3 = 0, ·ÊÔ‡ ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ A, B,C Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔÈ.

(vii) (a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ›Ó·Î· A = Ka b
g dO Œ M2¥2(—) ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË

A2 - (a + d)A + (det A)I2 = 0.

(b) ¡· Û˘ÌÂÚ¿ÓÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ A2, A Î·È I2 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·Ú-
ÙËÌ¤ÓÔÈ.

(c) ¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ n Œ Õ, n ≥ 2, ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ An, An-1 Î·È An-2

Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÔÈ.

§‡ÛË (vii)
(a)

ŒÛÙˆ ¤Ó·˜ 2 ¥ 2 ›Ó·Î·˜ A = Ka b
g dO. Œ¯Ô˘ÌÂ:

A2 - (a + d)A + (det A)I2 = Ka2 + bg ab + bd
ag + dg gb + d2 O - (a + d) Ka b

g dO+
(ad - bg) K1 0

0 1O = K0 0
0 0O .

(*)

(b)
∏ Û¯¤ÛË (*), ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· Û¯¤ÛË —-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ A2, A
Î·È I2 = A0, ·ÊÔ‡ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó·˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ Ù‹˜ (*) Â›Ó·È ÌË-
ÌË‰ÂÓÈÎfi˜. (¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙÔÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ «1» ÙÔ‡ A2.)
(c)
¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË (*) ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿ ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· An-2 ¤ÂÙ·È

An - (a + d)An-1 + (det A)An-2 = 0.

™˘ÓÂÒ˜, "n Œ Õ, n ≥ 2, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {An, An-1, An-2} Â›Ó·È ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ.
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2.3: °Ú·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ¢È·Ó‡ÛÌ·Ù· – ¶·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

(viii) ŒÛÙˆ F Ô —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f :
— Æ —.

(a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ÙÚ›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ F

f1 : — Æ —, x # x, f2 : — Æ —, x # ex, f3 : — Æ —, x # sin(x)

Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.
(b) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ F

f1 : — Æ —, x # sin(x) - cos(x), f2 : — Æ —, x # -3 sin(x) + cos(x)

Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.
(c) ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› Â¿Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ F

f1 : — Æ —, x # 2x+1 - 3x, f2 : — Æ —, x # -2x +
3x

2

Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.

§‡ÛË (viii)
(a)
™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ zF : — Æ — ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ —-¯ÒÚÔ˘ F , ‰Ë-
Ï·‰‹ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË r # zF (r) = 0,"r Œ —.
ŒÛÙˆ fiÙÈ l1 f1 + l2 f2 + l3 f3 = zF fiÔ˘ l1, l2, l3,Œ —. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÈÛfiÙËÙ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ:

"r Œ —, (l1 f1 + l2 f2 + l3 f3)(r) = l1r + l2er + l3 sin(r) = zF (r) = 0. (*)

™ËÌÂ›ˆÛË. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ‰‡Ô ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ (Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜) f : A Æ B Î·È
g : C Æ D Â›Ó·È ›ÛÂ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó A = C, B = D Î·È "a Œ A, f (a) = g(a).
∂ÊfiÛÔÓ, Ë Û¯¤ÛË (*) ÈÛ¯‡ÂÈ "r Œ —, ı· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÙÚÂÈ˜
ÙÈÌ¤˜ r1 = 0, r2 = p

2 Î·È r3 = p. ÀÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ Ù‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (*) Â› ÙˆÓ r1, r2 Î·È r3 ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜
ÙÚÂÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

l10 + l21 + l30 = 0,

l1
p
2
+ l2e

p
2 + l31 = 0,

l1p + l2ep + l30 = 0.

∞fi ÙËÓ ÚÒÙË ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ l1 = 0, ·fi ÙËÓ ‰Â‡ÙÂÚË fiÙÈ l2 = 0 Î·È ·fi
ÙËÓ ÙÚ›ÙË fiÙÈ l3 = 0. ™˘ÓÂÒ˜, ÔÈ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ‰Ë-
Ï·‰‹ ÔÈ f1, f2 Î·È f3 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
(b)
∏ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÙÔ‡ ·ÚfiÓÙÔ˜ ÂÚˆÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ·ÚfiÌÔÈ· ÌÂ ÂÎÂ›ÓË
ÙÔ‡ (a) Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ··ÓÙ‹ÛÂÈ ÛÙÔ ÂÚÒ-
ÙËÌ· ÌÂ ÙÈ˜ Î·Ù' È‰›·Ó ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜.
(c)
∂¿Ó ÔÈ f1 Î·È f2 Â›Ó·È—-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜, ÙfiÙÂ ı· ˘¿Ú¯Ô˘Ó l1, l2 Œ
— ÌÂ l1 f1 + l2 f2 = zF . ∂ÂÈ‰‹ ·ÌÊfiÙÂÚÂ˜ ÔÈ f1, f2 Â›Ó·È π zF , ¤ÂÙ·È fiÙÈ
l1 π 0 Î·È l2 π 0. ŒÙÛÈ, ÔÈ f1 Î·È f2 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜,
·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô l Œ — ÌÂ f1 = l f2.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÂÈÏ¤ÁÔÓÙ·˜ l = -2, ¤¯Ô˘ÌÂ "r Œ —, 2r+1 - 3r = (-2)(-2r + 3r

2 ).
™˘ÓÂÒ˜, ÔÈ f1, f2 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜.
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(ix) ŒÛÙˆ fiÙÈ V Â›Ó·È Ô º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ º4 = {(a1, a2, a3, a4) | ai Œ
º, i = 1, . . . , 4}, fiÔ˘ º = – ‹ — ‹ ¬ Î·È fiÙÈ

T(a) = {(a, 0, a, 0), (0, a, 0, a), (a, a, 0, a), (0, 0, a, a) | a Œ º} Ã V ,

fiÔ˘ a Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÛÙ·ıÂÚfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÛÙÔ º.

(a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ a Œ º, a π 0 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ T(a) Â›Ó·È
¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ·ÚÙ‹ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.

(b) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ a Œ º, a π 0 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ T(a) ·Ú¿ÁÂÈ
ÙÔÓ ¯ÒÚÔ V .

§‡ÛË (ix)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÈÏ‡ÛÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË
¿ÛÎËÛË.

(x) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· 1 Î·È i, fiÔ˘ i2 = -1, ÙÔ‡—- ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡
¯ÒÚÔ˘ ¬ Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.

§‡ÛË (x)
£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ l1 Œ — Î·È l2 Œ — ÌÂ l11 + l2i = 0¬.
ŸÌˆ˜, ·fi Ù· Û¯ÔÏÈÎ¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ¤Ó·˜ ÌÈÁ·‰ÈÎfi˜
·ÚÈıÌfi˜ a + bi, a, b Œ — ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ ¬, ·Ó Î·È
ÌfiÓÔÓ ·Ó a = b = 0.

(xi) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· 1 Î·È i, fiÔ˘ i2 = -1, ÙÔ‡¬- ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡
¯ÒÚÔ˘ ¬ Â›Ó·È ¬-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.

§‡ÛË (xi)
£· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ l1 Œ ¬ Î·È l2 Œ ¬ ÌÂ l11 + l2i = 0¬, (*).
√È ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ l1 = -i Î·È l2 = 1 ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ (*)Ø Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ
{1, i} Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ¬-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.
™ËÌÂ›ˆÛË. ∏ ·ÚÔ‡Û· Î·È Ë ·Ì¤Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ¿ÛÎËÛË Î·Ù·‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ÙË
ÛËÌ·Û›· Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‚·ıÌˆÙÒÓ. ∆Ô {1, i} Ã ¬ Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ, ·ÏÏ¿ ¬-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÔ.

∆π ∂π¶∞¡ √π ª∞£∏ª∞∆π∫√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Bell, Eric Temple (1883 – 1960)

√ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ ÌÔ‡ ‰›‰·ÍÂ fiÙÈ ¯ˆÚ›˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó
·Ô‰Â›ÍÂÈ˜. °È' ·˘Ùfi ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ˘Ôı¤-
ÛÂÈ˜ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÂÈ¯ÂÈÚ‹Ì·ÙÔ˜.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004
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2.4 µ¿ÛÂÈ˜

(i) ŒÛÙˆ Ô ˘fi¯ˆÚÔ˜ V = {(a, b, c, d) | d = a + b} ÙÔ‡ º4. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ›
ÌÈ· º-‚¿ÛË Î·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V .

§‡ÛË (i)
§fiÁˆ Ù‹˜ Û˘Óı‹ÎË˜ d = a + b, Ô ¯ÒÚÔ˜ V ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ·fi ÙÈ˜
ÙÂÙÚ¿‰Â˜ (a, b, c, a + b).
∂¿Ó z = (a, b, c, a + b) Œ V , ÙfiÙÂ

z = a(1, 0, 0, 1) + b(0, 1, 0, 1) + c(0, 0, 1, 0).

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

U = {(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)}

Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ V Î·È fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ V Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜
Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ U . °È· Ó· ·ÔÙÂÏÂ› ‚¿ÛË ÙÔ U ı· Ú¤ÂÈ
Ó· Â›Ó·È Â›ÛË˜ ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ,
Â¿Ó

(0, 0, 0, 0) = l1(1, 0, 0, 1) + l2(0, 1, 0, 1) + l3(0, 0, 1, 0) =

(l1, l2, l3, l1 + l2), li Œ º, i = 1, 2, 3,

ÙfiÙÂ ¤ÂÙ·È ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ l1 = l2 = l3 = 0. ÕÚ· ÙÔ U Â›Ó·È ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡V Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË
ÙÔ‡ V .

(ii) ŒÛÙˆ Ô ˘fi¯ˆÚÔ˜ V = {(a, b, c) | a + b + c = 0} ÙÔ‡ º3. ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó
Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ‡ V ·ÔÙÂÏÔ‡Ó º-‚¿ÛË ÙÔ‡
V .

(a) {(1,-1, 0), (0, 1,-1)}, (b) {(1, 1,-2), (0, 3,-3)}.

§‡ÛË (ii)
£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ º-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V , ·ÊÔ‡ ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ
fiÙÈ ·˘Ù‹ Â›Ó·È n < •, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡
V ÌÂ n ÛÙÔÈ¯Â›· Â›Ó·È Î·È ‚¿ÛË ÙÔ‡ V .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ‡ V , ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô z = (a, b, c) Œ º3 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ
V , ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó a + b + c = 0, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó c = -(a + b).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ V Â›Ó·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ º3

Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ (a, b,-(a + b)). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ

(a, b,-(a + b)) = a(1, 0,-1) + b(0, 1,-1),

fiÔ˘ Ù· (1, 0,-1) Î·È (0, 1,-1) Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ V . ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Î¿ıÂ z Œ
V Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ (1, 0,-1) Î·È (0, 1,-1). ∂È-
Ï¤ÔÓ, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· (1, 0,-1) Î·È (0, 1,-1) Â›Ó·È ¤Ó·
º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ, ·ÊÔ‡ Ë Û¯¤ÛË l1(1, 0,-1)+l2(0, 1,-1) =
(0, 0, 0) ÈÛ¯‡ÂÈ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó l1 = 0 Î·È l2 = 0. ÕÚ·, dimº V = 2.
(a) ∞fi ÙÈ˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ
ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ {(1,-1, 0), (0, 1,-1)} Õ V Â›Ó·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V , ·ÚÎÂ› Ó·
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·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›· ÙÔ˘.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó

l1(1,-1, 0) + l2(0, 1,-1) = (0, 0, 0), l1, l2 Œ º, ÙfiÙÂ
(l1,-l1 + l2,-l2) = (0, 0, 0)

·fi fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ l1 = l2 = 0.
(b) ∏ ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ·ÚfiÌÔÈ· ÌÂ ÙËÓ ÚÔÁÔ‡ÌÂÓË Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ÚÔÙÂ›ÓÂ-
Ù·È ˆ˜ ¿ÛÎËÛË ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË.

(iii) ŒÛÙˆ Ô ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ ºn

V = {(a1, a2, . . . an) | k1a1 + k2a2 + ◊ ◊ ◊ + knan = 0},

fiÔ˘ k1, k2, . . . , kn Â›Ó·È Î¿ÔÈÔÈ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ·fi ÙÔ º. ¡·
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÌÈ· º-‚¿ÛË Î·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V .

§‡ÛË (iii)
(1) ∂¿Ó fiÏÔÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ k1, k2, . . . , kn Â›Ó·È ›ÛÔÈ ÌÂ ÌË‰¤Ó, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ ºn ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ ˘fi¯ˆÚÔ V . ÕÚ·, V = ºn Î·È ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ
‚¿ÛË ÙÔ‡ ºn Â›Ó·È Î·È ‚¿ÛË ÙÔ‡ V .
(2) ∂¿Ó Î¿ÔÈÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ k1, k2, . . . , kn ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ ÌË-
‰¤Ó, ·˜ Ô‡ÌÂ Ô k{, fiÔ˘ { Â›Ó·È Î¿ÔÈÔ˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜ ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ 1, 2, . . . , n, ÙfiÙÂ Ô V Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÁÓ‹ÛÈÔ˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ ºn, ·ÊÔ‡ ÙÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô e{ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ V . (∆Ô e{ Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ‡ V Ô˘ fiÏÂ˜
ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÌÂ ÌË‰¤Ó ÂÎÙfi˜ ·fi ÙËÓ {-Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ Ë
ÔÔ›· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1.)
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· n - 1 ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

vi = (si1, . . . , si j, . . . , sin) Œ ºn, 1 £ i £ n, i π {,

fiÔ˘

si j =

ÏÔÔÔÔÌÔÔÔÔ
Ó

1, fiÙ·Ó j = i,
-ki(k{)

-1, fiÙ·Ó j = {,
0, fiÙ·Ó j π i Î·È j π {

.

°È· Î¿ıÂ i, 1 £ i £ n, i π {, Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· vi ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔÓ V , ·ÊÔ‡

n‚
j=1

k jsi j = ki1 + k{(-ki(k{)
-1) = 0.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· vi Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó

n‚
i=1,iπ{

livi = 0ºn ,

ÙfiÙÂ

n‚
i=1, iπ{

livi = (l1, . . . l{-1,-
n‚

i=1,iπ{

liki(k{)
-1, l{+1, . . . , ln) = (0, . . . , 0).
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∂ÔÌ¤Óˆ˜,

l1 = l2 = ◊ ◊ ◊ = l{-1 = l{+1 = ◊ ◊ ◊ = ln = 0

Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ vi, 1 £ i £ n, i π {, Â›Ó·È ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ.
πÛ¯˘ÚÈ˙fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ n-1 Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜
·ÓÂÍ·ÚÙ‹ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ V . ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó Ô V ‰È¤ıÂÙÂ n ÙÔ Ï‹ıÔ˜
ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·, ÙfiÙÂ ·˘Ù¿ ı· ·ÔÙÂÏÔ‡Û·Ó ‚¿ÛË
ÙÔ‡ ºn Î·È Ô V ı· Û˘Ó¤ÈÙÂ ÌÂ ÙÔÓ ºn, Ú¿ÁÌ· ·‰‡Ó·ÙÔ.
ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {vi | 1 £ i £ n, i π {} ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V Î·È Ë
‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ n - 1.

(iv) °È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ‡ k Œ º, ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {(k, 1, 1), (1, k, 1), (1, 1, k)}
ÌÈ· º-‚¿ÛË ÙÔ‡ º3;

§‡ÛË (iv)
√ ¯ÒÚÔ˜ dimº3 ¤¯ÂÈ º-‰È¿ÛÙ·ÛË 3. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ S Â›Ó·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ º4

·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ. ¢ËÏ·‰‹, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
Ë Û¯¤ÛË

l1(k, 1, 1) + l2(1, k, 1) + l3(1, 1, k) = (0, 0, 0)

Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÌfiÓÔ ÁÈ· l1 = l2 = l3 = 0. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

kl1 +l2 +l3 = 0
l1 +kl2 +l3 = 0
l1 +l2 +l3 = 0

¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË l1 = l2 = l3 = 0. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ
›Ó·Î· ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

k 1 1
1 k 1
1 1 k

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ›Ó·Î· Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÙ·-
Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G1 W G3,G2 Æ G2 - G1,G3 Æ G3 - kG1,G3 Æ G3 + G2,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 k
0 k - 1 1 - k
0 0 2 - k - k2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0
0
0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ·

l1 +l2 +kl3 = 0
(k - 1)l2 +(1 - k)l3 = 0

(2 - k - k2)l3 = 0
.
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∆Ô Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›ÙÂ Ë Ì›· Â›ÙÂ Î·È
ÔÈ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜Ø ‰ËÏ·‰‹
·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›ÙÂ k - 1 = 0 Â›ÙÂ 2 - k - k2 = 0. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
¤¯ÂÈ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›ÙÂ k = 1 Â›ÙÂ k = -2.
ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ‡ k Œ º, k π 1,-2, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ S ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË
ÙÔ‡ º3.

(v) ŒÛÙˆ B = {v1, v2, v3} ÌÈ· —-‚¿ÛË ÙÔ‡ —3. °È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ‡ z ·ÔÙÂÏÂ›
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ C = {v1 + z, v2, v3} Â›ÛË˜ ÌÈ· —-‚¿ÛË ÙÔ‡ —3;

§‡ÛË (v)
∆Ô C ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÙÔ Â›Ó·È C ¤Ó· —-
ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó l1, l2, l3 Œ —, fi¯È fiÏ· ›Û· ÌÂ ÌË‰¤Ó, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

l1(v1 + z) + l2v2 + l3v3 = 0—3 . (*)

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙËÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË ÙÔ l1 ÔÊÂ›ÏÂÈ Ó· Â›Ó·È ¤Ó· ÌË-
ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ —, ·ÊÔ‡ ·Ó l1 = 0, ÙfiÙÂ Ù· l2 Î·È l3 Â›Ó·È ›Û· ÌÂ
ÌË‰¤Ó ÂÂÈ‰‹ Ù· v2, v3 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ l1 π 0. ∆ÒÚ·, Ë Û¯¤ÛË (*) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

v1 + z = K-l2

l1
O v2 + K-l3

l1
O v3.

™˘ÓÂÒ˜, ÁÈ· Î¿ıÂ z π -v1 + av2 + bv3, a, b Œ — ÙÔ C = {v1 + z, v2, v3} Â›Ó·È
ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3.

(vi) ŒÛÙˆV ¤Ó·˜ ÙÂÙÚ·‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Î·ÈB = {v1, v2, v3, v4}
ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘.

(a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ B¢ = {v2, v3, v4, v1} Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÌÈ· ‚¿ÛË
ÙÔ‡ V .

(b) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ v Œ V ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË
B Â›Ó·È ÔÈ (l1, l2, l3, l4). ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË
‚¿ÛË B¢;

§‡ÛË (vi)
(a)
∂ÂÈ‰‹ ÙÔ B¢ ¤¯ÂÈ Ù¤ÛÛÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›·, Â›Ó·È Â·ÚÎ¤˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ
B¢ Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ.
∂¿Ó l1v2 + l2v3 + l3v4 + l4v1 = 0º3 , ÙfiÙÂ ÏfiÁˆ Ù‹˜ ÌÂÙ·ıÂÙÈÎfiÙËÙ·˜ Ù‹˜
ÚfiÛıÂÛË˜ ¤ÂÙ·È l4v1 + l1v2 + l2v3 + l3v4 = 0º3 Î·È ÂÂÈ‰‹ ÙÔ B Â›Ó·È
º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ¤¯Ô˘ÌÂ li = 0,"i, 1 £ i £ 4.

(b)
∞Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B Â›Ó·È ÔÈ (l1, l2, l3, l4), ‰ËÏ·‰‹
·Ó v = l1v1 + l2v2 + l3v3 + l4v4, ÙfiÙÂ v = l2v2 + l3v3 + l4v4 + l1v1 Î·È ÔÈ
Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B¢ Â›Ó·È ÔÈ (l2, l3, l4, l1).
™ËÌÂ›ˆÛË. ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· Â·Ó·Ï¿‚ÂÈ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË ˘ÔÏÔ-
Á›˙ÔÓÙ·˜ ÚÒÙ· ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PB¢B ·fi ÙËÓ B¢ ÛÙËÓ B Î·È ÂÓ Û˘ÓÂ¯Â›·
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿ ÙÔÓ PB¢B ÌÂ ÙÔ 4¥1 ‰È¿Ó˘ÛÌ· Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ Û˘ÓÈ-
ÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B. √ 4 ¥ 1 ›Ó·Î·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
Û˘Ó›ÛÙ·Ù·È ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B¢
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(vii) ŒÛÙˆ Ô ¯ÒÚÔ˜ —3 Î·È ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÙÚÂÈ˜ —-‚¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘:

B1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},

B2 =
ÏÔÔÌÔÔ
Ó

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

, (0, 1, 0),
ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

Ô̧Ô̋
ÔÔ
˛

B3 = {(1, 1, 1), (1,-1, 0), (1, 1,-2)}.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜:

(a) P12, ·fi ÙË ‚¿ÛË B1 ÛÙË ‚¿ÛË B2.

(b) P21, ·fi ÙË ‚¿ÛË B2 ÛÙË ‚¿ÛË B1.

(c) P13, ·fi ÙË ‚¿ÛË B1 ÛÙË ‚¿ÛË B3.

(d) P31, ·fi ÙË ‚¿ÛË B3 ÛÙË ‚¿ÛË B1.

(e) P23, ·fi ÙË ‚¿ÛË B2 ÛÙË ‚¿ÛË B3.

(f) P32, ·fi ÙË ‚¿ÛË B3 ÛÙË ‚¿ÛË B2.

(g) ŒÛÙˆ v Œ —3 ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (a, b, c) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B1. ¡· ÚÔÛ-
‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ B2 Î·È B3.

(h) ŒÛÙˆ v Œ —3 ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (a, b, c) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B3. ¡· ÚÔÛ-
‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ B1 Î·È B2.

§‡ÛË (vii)
(a)
°È· Î¿ıÂ i, 1 £ i £ 3, Ë i-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ P12 ·Ô-
ÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ i-ÔÛÙÔ‡ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ Ù‹˜ B2, fiÙ·Ó ·˘Ùfi
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ —-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ B1.
™˘ÓÂÒ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
=

0
2

2
(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) +

0
2

2
(0, 0, 1),

(0, 1, 0),= 0(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 0(0, 0, 1),

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
= -

0
2

2
(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) +

0
2

2
(0, 0, 1).

ÕÚ·, Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ Â›Ó·È Ô

P12 =
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0 -
0

2
2

0 1 00
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

(b) °È· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ P21 ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÎÊÚ¿-
ÛÔ˘ÌÂ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ B1 ˆ˜ —-ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ‰È·-
Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Ù‹˜ B2. ¢ËÏ·‰‹, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜
Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ k1, l1, m1 ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

(1, 0, 0) = k1

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
+ l1(0, 1, 0) + m1

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

,
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ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ k2, l2, m2 ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

(0, 1, 0) = k2

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
+ l2(0, 1, 0) + m2

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

Î·È ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ k3, l3, m3 ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

(0, 0, 1) = k3

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
+ l3(0, 1, 0) + m3

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ÙÚ›· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:0
2

2 k1 +0l1 -
0

2
2 m1 = 1

0k1 +1l1 0m1 = 00
2

2 k1 +0l1

0
2

2 m1 = 0
,

0
2

2 k2 +0l2 -
0

2
2 m2 = 0

0k2 +1l2 0m2 = 10
2

2 k2 +0l2

0
2

2 m2 = 0

Î·È 0
2

2 k3 +0l3 -
0

2
2 m3 = 0

0k3 +1l3 0m3 = 00
2

2 k3 +0l3

0
2

2 m3 = 1
,

ÙÔ ÚÒÙÔ ˆ˜ ÚÔ˜ k1, l1, m1, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ˆ˜ ÚÔ˜ k2, l2, m2 Î·È ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ˆ˜
ÚÔ˜ k3, l3, m3.
∏ Ï‡ÛË ÙÔ‡ ÚÒÙÔ˘ Â›Ó·È Ë (k1, l1, m1) = (

0
2

2 , 0,-
0

2
2 ), ÙÔ‡ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Ë

(k2, l2, m2) = (0, 1, 0) Î·È ÙÔ‡ ÙÚ›ÙÔ˘ Ë (k3, l3, m3) = (
0

2
2 , 0,

0
2

2 ). ÕÚ·, Ô ›Ó·-
Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ‚¿ÛË B2 ÛÙË ‚¿ÛË B1 Â›Ó·È Ô

P21 =
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

™ËÌÂ›ˆÛË. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·Ó B Î·È B¢ Â›Ó·È ‰˘fi ‚¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘
¯ÒÚÔ˘ Î·È PBB¢ , PB¢B ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜, ÙfiÙÂ PBB¢PB¢B = In Î·È
PB¢BPBB¢ = In. ™˘ÓÂÒ˜, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ¤Ó· ÂÎ ÙˆÓ ‰‡Ô, ÙfiÙÂ Ô ¿ÏÏÔ˜ Â›Ó·È Ô
·ÓÙ›ÛÙÚÔÊfi˜ ÙÔ˘. ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÏ¤ÁÍÂÈ ÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi Ì·˜,
‰È·ÈÛÙÒÓÔÓÙ·˜ fiÙÈ ·ÌÊfiÙÂÚ· Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ· P21P12 Î·È P12P21, ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ‰‡Ô È-
Ó¿ÎˆÓ P12 Î·È P21, ÈÛÔ‡ÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎfi 3 ¥ 3 ›Ó·Î·.
™Ù· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· (c) ¤ˆ˜ Î·È (f) ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ·ÏÒ˜ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÚÔ-
ÙÚ¤ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÈ ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿-
Û·ÌÂ ÂÎÙÂÓÒ˜ ÛÙÔ ÂÚÒÙËÌ· (a).
(c)

P13 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
1 -1 1
1 0 -2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(d)

P31 =
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1
3

1
3

1
3

1
2 - 1

2 0
1
6

1
6 - 1

3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.
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(e)

P23 =
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

20
2

10
2

- 10
2

1 -1 1
0 - 10

2
- 30

2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

(f)

P32 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

3
1
3 00

2
4 - 1

2 -
0

2
4

-
0

2
12

1
6 -

0
2

4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(g)

(1)
∂¿Ó v = (a, b, c) Œ —3, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B1 Â›Ó·È
ÔÈ (a, b, c), ·ÊÔ‡ v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1). ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ıÂˆÚ›·
Ô˘ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (x, y, z) ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜
ÙË ‚¿ÛË B2 ı· ÚÔÎ‡„Ô˘Ó ·fi ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ‡ P21 ÌÂ ÙÔÓ 3 ¥ 1 ›Ó·Î·
Ô˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù· a, b, c. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

x
y
z

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= P21

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
c

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
c

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 a +
0

2
2 c

b

-
0

2
2 a +

0
2

2 c

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

™˘ÓÂÒ˜, (x, y, z) = J02
2 a +

0
2

2 c, b,-
0

2
2 a +

0
2

2 cN Î·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1)

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‹˜ B2 ˆ˜

v =
ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
a +

0
2

2
c
ˆ̃̃
˜̃
¯

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯
+ b(0, 1, 0) +

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
a +

0
2

2
c
ˆ̃̃
˜̃
¯

ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

.

(2)
∏ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ (x, y, z) ÙÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B3 Â›Ó·È ·ÚfiÌÔÈ·.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

x
y
z

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= P31

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
c

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1
3

1
3

1
3

1
2 - 1

2 0
1
6

1
6 - 1

3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
c

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a+b+c
3

a-b
6

a+b-2c
6

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

™˘ÓÂÒ˜ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

v = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1)

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‹˜ B3 ˆ˜

v =
a + b + c

3
(1, 1, 1) +

a - b
2

(1,-1, 0) +
a + b - 2c

2
(1, 1,-2).
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

(h)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ‰ÔÎÈÌ¿ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË Ù‹˜ Û˘-
ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ¿ÛÎËÛË˜.

(viii) ŒÛÙˆ Ô º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ V = {(a, b, c) | a, b, c Œ º}.

(a) ¡· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› Î¿ıÂ (a, b, c) Œ V ˆ˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ
·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ‚¿ÛÂˆÓ:

B1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, B2 = {(0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1)},

B3 = {(0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)}.

(b) ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ P12 ·fi ÙËÓ B1 ÛÙËÓ B2;

(c) ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ P23 ·fi ÙËÓ B2 ÛÙËÓ B3;

(d) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ P12P23 = P13.

(e) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ˘˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ fiÙÈ
Pi jPjk = Pik, fiÔ˘ 1 £ i, j, k £ 3.

(f) ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÙÂ Î·È Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÌÈ· ÚfiÙ·ÛË Ô˘ Ó·
·ÊÔÚ¿ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜;

§‡ÛË (vii)
(a)
∆Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ· v = (a, b, c) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B1:

(a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1),

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B2:

(a, b, c) = b(0, 1, 0) + a(1, 0, 0) + c(0, 0, 1)

Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B3:

(a, b, c) = c(0, 0, 1) + a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0).

(b)

P12 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0
1 0 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(c)

P23 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
0 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(d)

P13 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 1 0
0 0 1
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.
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2.4: µ¿ÛÂÈ˜

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ P12P23 = P13.
(e) ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙÔ˘˜ ·Ó·ÊÂÚfiÌÂ-
ÓÔ˘˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜.
(f) ∏ ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË:
ŒÛÙˆ fiÙÈ V Â›Ó·È ¤Ó·˜ n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Î·È fiÙÈ B1,
B2, B3 Â›Ó·È ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ÙÚÂÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘. ∂¿Ó P12, P23 Î·È P13 Â›Ó·È
ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜, ÙfiÙÂ P12P23 = P13.
∞fi‰ÂÈÍË ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ v Œ V Â›Ó·È ÔÈ
(a1, a2, . . . , an) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B1, ÔÈ (b1, b2, . . . , bn) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B2 Î·È ÔÈ
(c1, c2, . . . , cn) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ B3. Œ¯Ô˘ÌÂ:

P12

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

b1
b2
∂

bn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

=

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1
a2
∂

an

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, P23

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

c1
c2
∂

cn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

=

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

b1
b2
∂

bn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È P13

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

c1
c2
∂

cn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

=

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1
a2
∂

an

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

™˘ÓÂÒ˜,

P12P23

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

c1
c2
∂

cn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

= P13

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

c1
c2
∂

cn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∏ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ n ¥ 1 ›Ó·Î· ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
c1, c2, . . . , cn, ÂÔÌ¤Óˆ˜ P12P23 = P13.
™ËÌÂ›ˆÛË ∆Ô ·Ú·¿Óˆ ÂÈ¯Â›ÚËÌ· Â‰Ú¿˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÍ‹˜ ·Ú·Ù‹ÚËÛË:
ŒÛÙˆ fiÙÈ e{ Â›Ó·È Ô n ¥ 1 ›Ó·Î·˜, Ô˘ fiÏÂ˜ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÌÂ ÌË-
‰¤Ó, ÂÎÙfi˜ Ù‹˜ ({, 1)-Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜ ÙÔ˘, Ë ÔÔ›· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1. ∂¿Ó (mi j) Â›Ó·È ÔÔÈ-
ÔÛ‰‹ÔÙÂ n ¥ n ›Ó·Î·˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ (mi j)e{ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ n ¥ 1 ›Ó·Î·
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m1{
m2{
∂

mn{

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

. ŒÙÛÈ, Â¿Ó P = (pi j) Î·È Q = (qi j) Â›Ó·È ‰‡Ô n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·

Pe{ = Qe{,"{, 1 £ { £ n, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ {, 1 £ { £ n, Ë {-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ P ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙËÓ {-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ Q Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ Â›Ó·È ›ÛÔÈ.

∆π ∂π¶∞¡ √π ºπ§√™√º√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

∞ÚÈÛÙÔÙ¤ÏË˜ (384 – 322 .Ã.)

∆Ô fiÏÔ Â›Ó·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ·fi ÙË Û˘Ó¤Óˆ-
ÛË ÙˆÓ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ÙÔ ··ÚÙ›˙Ô˘Ó.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004
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2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

2.5 ¶·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

(i) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·

U = {(1,-1,-1, 1), (1,-2,-2, 1), (0, 1, 1, 0)} Î·È W = {(1, 0, 0, 1), (0,-1,-1, 0)}

ÙÔ‡ º4 ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ ˘fi¯ˆÚÔ ÙÔ‡ º4.

§‡ÛË (i)
™ËÌÂ›ˆÛË. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·ÓU = {u1, u2, . . . , us} Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ
ÂÓfi˜ º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ V Î·È W Â›Ó·È ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ V Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
·fi ÙÔ U Î·ÙfiÈÓ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ
ÙÔ‡ U , ÙfiÙÂ ÔÈ ·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ ¯ÒÚÔÈ XU\ Î·È XW \ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ˘ÂÓ-
ı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·Ó MU Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ
u1, u2, . . . , us ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ (ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ‚¿ÛË B), ÙfiÙÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ
Ú¿ÍÂˆÓ ÂÈ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ U ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ
Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ MU Î·È ÔÈ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î¿ıÂ ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
Î·ÙfiÈÓ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (ˆ˜
ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B) ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ W Ô˘ ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ ¯ÒÚÔ ÌÂ
·˘ÙfiÓ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÈ Î·È Ô U .
∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¿ÛÎËÛË,
fiÔ˘ ˆ˜ ‚¿ÛË B ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË

{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ U :

MU =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 -1 1
1 -2 -2 1
0 1 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ›Ó·Î· MU Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌÒÓ

G2 Æ G2 - G1,G3 Æ G3 + G2,G1 Æ G1 - G2,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

N =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 1
0 -1 -1 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

√È ÚÒÙÂ˜ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ N Â›Ó·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ
ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ W . ∏ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ ÌË‰ÂÓÈ-
ÎÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ‰ÂÓ ÂËÚÚÂ¿˙ÂÈ ‰ÈfiÏÔ˘ ÙÔÓ ·Ú·ÁfiÌÂÓÔ
·fi ÙÔÓ W ¯ÒÚÔ. ÕÚ·, XU\ = XW \.

(ii) ™ÙÔÓ º-¯ÒÚÔ º3 ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ ·Ú·ÁfiÌÂÓÔ˘˜ ˘fi¯ˆÚÔ˘˜:

V = X{(1, 2, 1), (2, 2,-2), (1, 3, 3)}\ Î·È W = X{(1, 2, 2), (2, 2,-6), (2, 3,-1)}\
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2.5: ¶·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

¡·ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓV , W , V»W Î·È XV«W \Î·È Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ
fiÙÈ

dimºXV «W \ = dimº V + dimº W - dimº(V »W )

§‡ÛË (ii)
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ ‚¿ÛË ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË º3.

£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V .
™¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ U = {(1, 2, 1), (2, 2,-2), (1, 3, 3)}. (¶ÚÔÛ¤ÍÙÂ fiÙÈ V = XU\.):

MU =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
2 2 -2
1 3 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ›Ó·Î· MU Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌÒÓ

G2 Æ G2 - 2G1,G3 Æ G3 - G1,G3 Æ G3 +
1
2
G2,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

N =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 -2 4
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ N Â›Ó·È Ù· (1, 2, 1),
(0,-2,-4) Î·È ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· (0, 0, 0, 0). √ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ º3 Ô˘
·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi Ù· ‰‡Ô ÚÒÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ V . ∂È-
Ï¤ÔÓ Ù· ‰‡Ô ·˘Ù¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· (ÁÈ·Ù›;)
Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V . ÕÚ·, dimº V = 2.

£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ W .
∞ÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ ÌÈ· ·ÚfiÌÔÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· ‚¿ÛË
ÙÔ‡ W Û˘Ó›ÛÙ·Ù·È ·fi Ù· (1, 2, 2), (0,-2,-10). ÕÚ·, dimº W = 2.

£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÔÓ ¯ÒÚÔ V »W Î·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘.
ŒÛÙˆ fiÙÈ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· (x, y, z) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ V » W . ∆fiÙÂ ÙÔ (x, y, z)
ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓÔ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ‡ V
Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›Û·ÌÂ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

(x, y, z) = l(1, 2, 1) + m(0,-2, 4), l, m Œ º.

∂›ÛË˜ ÙÔ (x, y, z) ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓÔ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ
Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ‡ W Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›Û·ÌÂ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

(x, y, z) = a(1, 2, 2) + b(0,-2,-10),a, b Œ º.

™˘ÓÂÒ˜, Î¿ıÂ (x, y, z) Œ V »W ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·:

(l, 2l - 2m, l - 4m) = (a, 2a - 2b, 2a - 10b).
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∏ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÈÛfiÙËÙ· Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:

l = a
2l -2m = 2a -2b
l -4m = 2a -10b

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û˘ÛÙ‹Ì·-
ÙÔ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ·:

l = a
m = b

a - 4b = 2a - 10b
.

£ÂˆÚÒÓÙ·˜ ˆ˜ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Ù· a, b ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÁÈ·
fiÏ· Ù· a, b Œ º ÌÂ a = 6b.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ (x, y, z) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ V » W ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó (x, y, z) =
(a, 2a - 2b, 2a - 10b) = (6b, 12b - 2b, 12b - 10b) = (6b, 10b, 2b), ‰ËÏ·‰‹

V »W = {(6b, 10b, 2b) = b(6, 10, 2) | b Œ º}.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V »W Â›Ó·È Ë {(6, 10, 2)} Î·È dimº(V »W ) = 1.

£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÔÓ ¯ÒÚÔ XV «W \ Î·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘.

™ËÌÂ›ˆÛË. ŒÛÙˆ fiÙÈ T Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-¯ÒÚÔ˜ Î·È V , W ‰‡Ô ˘Ô¯ÒÚÔÈ ÙÔ˘. ∂¿Ó V ¢

Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÈ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ V Î·È W ¢ Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ
‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ Ú¿ÁÂÈ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ W , ÙfiÙÂ Ô ¯ÒÚÔ˜ XV «W \ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ V « W ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ XV ¢ « W ¢\ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
V ¢ «W ¢.
∂ÂÈ‰‹ V ¢ «W ¢ Õ V «W , ¤¯Ô˘ÌÂ XV ¢ «W ¢\ Õ XV «W \. ÀÔÏÂ›ÂÙ·È Ë ·fi‰ÂÈÍË fiÙÈXV «W \ Õ XV ¢ «W ¢\. ∫¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô z Œ XV «W \ ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

z =
n‚

i=1

livi +
m‚

j=1

k jw j, li, k j Œ º,

fiÔ˘ Ù· vi Œ V ,"i, 1 £ i £ n Î·È Ù· wj Œ W," j, 1 £ j £ m. ∞ÏÏ¿ Î¿ıÂ vi Â›Ó·È ¤Ó·˜
º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ V ¢, ·ÊÔ‡ V = XV ¢\. ¢ËÏ·‰‹

vi =
ki‚

h=1

mihv¢ih, mih Œ º

fiÔ˘ v¢ih Œ V ¢,"i, 1 £ i £ n Î·È "h, 1 £ h £ ki.
¶·ÚÔÌÔ›ˆ˜,

wj =
r j‚
{=1

x j{w
¢
j{, x j{ Œ º

fiÔ˘ w¢
j{ Œ W ¢," j, 1 £ j £ m Î·È "{, 1 £ { £ r j.

™˘ÓÂÒ˜,

z =
n‚

i=1

li

ÊÁÁÁÁÁ
Ë

ki‚
h=1

mihv¢ih
ˆ̃̃
˜̃̃
¯
+

m‚
j=1

k j

ÊÁÁÁÁÁ
Ë

r j‚
{=1

x j{w
¢
j{

ˆ̃̃
˜̃̃
¯

.

ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ XV « W \ Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ V ¢ «W ¢, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ XV ¢ «W ¢\. ÕÚ·, XV «
W \ Õ XV ¢ «W ¢\.

40



2.5: ¶·Ú·ÁfiÌÂÓÔÈ Àfi¯ˆÚÔÈ

Œ¯ÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ ÓÔ˘ ÙËÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÛËÌÂ›ˆÛË Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô XV «W \
Ù‹˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ¿ÛÎËÛË˜ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

{(1, 2, 1), (2, 2,-2), (1, 3, 3)} « {(1, 2, 2), (2, 2,-6), (2, 3,-1)}

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ XV «W \ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·

P =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 -2 -4
1 2 2
0 -2 -10

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

fiÔ˘ ÔÈ ÚÒÙÂ˜ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌ¤˜ (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÔÈ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜) ·ÔÙÂÏÔ‡-
ÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ‡ V (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜
ÙÔ‡ W ) Ô˘ ‚Ú‹Î·ÌÂ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜. ∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ R Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ›Ó·Î·

Q =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 -2 -4
0 0 1
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

ÕÚ· Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· (1, 2, 1), (0,-2,-4), (0, 0, 1) ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÙÔÓ ¯ÒÚÔ XV «
W \ Î·È ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘.
™˘ÓÂÒ˜, dimºXV «W \ = 3

∞ÔÌ¤ÓÂÈ Ó· Â·ÏËıÂ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô Ô˘ ‰›‰ÂÙ·È ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË.
∂¯Ô˘ÌÂ dimº V = 2, dimº W = 2, dimº(V » W ) = 1 Î·È dimºXV « W \ = 3.
ŒÙÛÈ Ô Ù‡Ô˜

dimºXV «W \ = dimº V + dimº W - dimº(V »W )

ÈÛ¯‡ÂÈ ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË.

(iii) ŒÛÙˆ Ô º-¯ÒÚÔ˜ M2¥2(K) Î·È V Ô º-˘fi¯ˆÚÔ˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ N = {A, B}, fiÔ˘

A = K -1 4
-6 -2 O , B = K 2 -2

3 1 O .

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· ÂÂÎÙÂ›ÓÂÙÂ ÙË Û˘-
ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ‚¿ÛË ÙÔ‡ V ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ M2¥2(K).

§‡ÛË (iii)
£· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓÔ˘·Ú¿ÁÔ˘Ó
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ N. ∂¿Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ ‚¿ÛË ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË ÙÔ‡ M2¥2(º),
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ B Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù·

E11 = K 1 0
0 0 O , E12 = K 0 1

0 0 O , E21 = K 0 0
1 0 O , E22 K 0 0

0 1 O ,

ÙfiÙÂ A = -1E11 + 4E12 - 6E21 - 2E22 Î·È B = 2E11 - 2E12 + 3E21 + 1E22.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙˆÓ A Î·È B:

K -1 4 -6 2
2 -2 3 1 O .
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∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G2 Æ G2 + 2G1, G1 Æ (-1)G1, G2 Æ
1
6
G2

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

P = K 1 -4 6 -2
0 1 - 3

2 - 1
2
O .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ M2¥2º Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ ›Ó·Î·, ‰ËÏ·‰‹ Ù·

A¢ = 1E11 - 4E12 + 6E21 - 2E22, B¢ = 1E12 -
3
2

E21 -
1
2

E22

Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ ˘Ô¯ÒÚÔ˘, Ô ÔÔ›Ô˜ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ N.

°È· Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {A¢, B¢} ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ M2¥2(º) ·ÚÎÂ›
Ó· ÂÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ 2 ¥ 4 ›Ó·Î· P ÛÂ ¤Ó·Ó 4 ¥ 4 ›Ó·Î· Q Î·Ù¿ Ù¤ÙÔÈÔ
ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ô Q Ó· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Ô ›Ó·Î·˜

Q =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -4 6 -2
0 1 - 3

2 - 1
2

0 0 1 0
0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ (Â›Ó·È ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜
ÌÂ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜). ™˘ÓÂÒ˜, ÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÂÈ˜ ›Ó·ÎÂ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ˆ˜
Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ‚¿ÛË B) ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒ-
ÛÂ˜ ÙˆÓ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ Q Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔÈ Î·È
ÂÂÈ‰‹ dimº M2¥2(º) = 4, ÔÈ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÂÈ˜ ›Ó·ÎÂ˜ Û¯ËÌ·-
Ù›˙Ô˘Ó ÌÈ·º-‚¿ÛË ÙÔ‡ M2¥2(º). ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ M2¥2(º)
Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜

A¢ = E11 - 4E12 + 6E21 - 2E22, B¢ = E12 -
3
2

E21 -
1
2

E22, C¢ = E21 Î·È D¢ = E22

·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· º-‚¿ÛË ÙÔ‡ M2¥2(º).

(iv) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ º3 Ô˘ Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· v =
(1, 0, 2) Î·È w = (0, 1, 3).

§‡ÛË (iv)
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {e1, e2, e3}, fiÔ˘ e1 = (1, 0, 0), e2 =
(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ÙÔ‡ º3. √ ›Ó·Î·˜ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙˆÓ v Î·È w ˆ˜
ÚÔ˜ ÙËÓ B Â›Ó·È Ô

P = K 1 0 2
0 1 3 O .

√ P Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ ÌÂ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ÕÚ·, Â›Ó·È
¤Ó·˜ 2¥ 3 ›Ó·Î·˜ ÌÂ º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ∂ÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ
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ÙÔÓ P ÛÂ ¤Ó·Ó 3 ¥ 3 ›Ó·Î· ÌÂ º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜:

Q =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 2
0 1 3
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∆Ô Û‡ÓÔÏÔ {e1 + 2e3, e2 + 3e3, e3} = {v, w, e3} ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· º-‚¿ÛË ÙÔ‡ º3.

(v) ¡· ÂÍÂÙ·ÛıÂ› Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ Ù‹˜ ‚·ıÌ›‰·˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î·

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
2 l 6 6

-1 3 l - 3 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·ıÒ˜ ÙÔ l ‰È·ÙÚ¤¯ÂÈ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ —.

§‡ÛË (v)
ø˜ ÁÓˆÛÙfiÓ, Ë ‚·ıÌ›‰· r(A) ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡
¯ÒÚÔ˘ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ
fiÙÈ Ë ‚·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙË Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË
ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘. ™˘ÓÂÒ˜, ı· ÌÂ-
Ù·ÙÚ¤„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ A ÛÂ ¤Ó·Ó ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi ›Ó·Î· Î·È ÂÓ
Û˘ÓÂ¯Â›· ı· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ÎÏÈÌ·ÎˆÙÔ‡ ›Ó·Î·.
∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·

G2 Æ G2 - 2G1, G3 Æ G3 + G1,G3 W G2,G3 Æ G3 - (l + 4)G2

ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A ¯ÔÚËÁÂ› ÙÔÓ
›Ó·Î·

A¢ =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
0 1 l 1
0 0 -l(l + 4) -l

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∂¿Ó l = 0, ÙfiÙÂ Ô

A¢ =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
0 1 0 1
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ ÌÂ ‰‡Ô ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi
Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A¢ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ
2. ™˘ÓÂÒ˜, ·Ó l = 0, ÙfiÙÂ r(A) = 2.

∂¿Ó l π 0, ÙfiÙÂ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ l = -4 Î·È l π -4.

™ÙËÓ ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË Ô ›Ó·Î·˜ A¢ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

A¢ =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
0 1 -4 1
0 0 0 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

√ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ÁÚ·ÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È Ô

A¢¢ =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
0 1 -4 1
0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.
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¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡
A¢¢ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3. ™˘ÓÂÒ˜, ·Ó l = -4, ÙfiÙÂ r(A) = 3.

™ÙËÓ ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó l π -4, ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Â› ÙÔ‡ A¢ ÙÔÓ
ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi G3 Æ - 1

l(l+4)G3, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ›Ó·Î·˜

A¢¢ =
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -2 3 1
0 1 l 1
0 0 1 1

l+4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

√A¢¢ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜Ø ÂÔ-
Ì¤Óˆ˜ Ô ¯ÒÚÔ˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A¢¢ ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË 3.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, r(A) = 3.

∂Ó Î·Ù·ÎÏÂ›‰È,

r(A) =
ÏÔÔÌÔÔ
Ó

2, ·Ó l = 0,
3, ·Ó l π 0.

(vi) ŒÛÙˆ W1 Î·È W2 ‰‡Ô º-˘fi¯ˆÚÔÈ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ V . ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

XW1 «W2\ = W1 +W2.

§‡ÛË (vi)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË ÌÂ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘
‰˘Ó¿ÌÂÈ˜. ¶ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÛËÌÂ›ˆÛË Ô˘ ·Ú·ı¤Û·ÌÂ ÛÙËÓ Ï‡ÛË Ù‹˜
ÕÛÎËÛË˜ 2.5.(ii) Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌË Î·È ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË.

∆π ∂π¶∞¡ √π æÀÃ√§√°√π °π∞ ∆√À™ ª∞£∏ª∞∆π∫√À™

Adler, Alfred (1870 – 1937)

∫¿ıÂ ÁÂÓÈ¿ ‰È·ı¤ÙÂÈ ÌÂÚÈÎÔ‡˜ ÛÔ˘‰·›Ô˘˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜.
∏ ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ∂ÈÛÙ‹ÌË ‰ÂÓ ı· Î·Ù·Ï¿‚·ÈÓÂ ‰ÈfiÏÔ˘ ÙËÓ
·Ô˘Û›· ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ. µ¤‚·È·, ÎÈ' ·˘ÙÔ› Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔÈ ˆ˜

‰¿ÛÎ·ÏÔÈ Î·È Ë ¤ÚÂ˘Ó¿ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ ‚Ï¿ÙÂÈ Î·Ó¤Ó·Ó, ÌÔÏÔ-
ÓfiÙÈ Â›Ó·È ¿ÓÂ˘ ÛËÌ·Û›·˜.
ŒÓ·˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ Â›Ó·È ‹ ÛÔ˘‰·›Ô˜ ‹ Ù›ÔÙ·.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004
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2.6 ¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·

(i) ŒÛÙˆ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· p(x) = 2x4 +x3 +4x2 +3x+1 Î·È t(x) = x2 +1 ÙÔ‡ —[x].
¡· Â˘ÚÂıÔ‡Ó ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· q(x) Î·È r(x), Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ p(x) = q(x)t(x) + r(x),
fiÔ˘ ‹ deg r(x) < deg t(x) ‹ r(x) = 0.

§‡ÛË (i)
∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· ‰È·›ÚÂÛË˜ ÌÂ ˘fiÏÔÈÔ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

q(x) = 2x2 + x + 2, r(x) = 2x - 1.

(ii) ŒÛÙˆ XU\ Ô ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —2[x] Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ U =
{p1(x), p2(x), p3(x)}, fiÔ˘ p1(x) = x2+2x+1, p2(x) = x2+3 Î·È p3(x) = x-1. ¡·
ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ÔÈ· ·fi Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ —2[x] ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔÓ
˘fi¯ˆÚÔ XU\.

(a) f1(x) = x2 + x + 2,

(b) f2(x) = 2x2 + 2x + 3,

(c) f3(x) = -x2 + x - 4,

(d) f4(x) = -2x2 + 3x + 1.

§‡ÛË (ii)
ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· v ÂÓfi˜ º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ V ·Ó‹-
ÎÂÈ ÛÙÔÓ ·Ú·ÁfiÌÂÓÔ ˘fi¯ˆÚÔ XU\, fiÔ˘ U ={u1, u2, . . . , un} Õ V , ·Ó Î·È
ÌfiÓÔ ·Ó ÙÔ {v} « U Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓˆÓ ‰È·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ.
™˘ÓÂÒ˜, ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ f (x) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ ˘fi¯ˆÚÔ XU\, fiÔ˘ U = {p1(x),
p2(x), p3(x)}, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ { f (x)}«U Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·Ú-
ÙËÌ¤ÓÔ. ∆Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô Â›Ó·È ·ÏËı¤˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·
ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘
U (ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ‚¿ÛË B) Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜
ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ›‰È· ‚¿ÛË B)
ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ { f (x)} «U .
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË ‚¿ÛË C = {x2, x, 1} ÙÔ‡ —2[x] Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·
A ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ p1(x), p2(x), p3(x) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË C. ŒÙÛÈ
¤¯Ô˘ÌÂ

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
1 0 3
0 1 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 2, ·ÊÔ‡ Î·ÙfiÈÓ
ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

B =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 1 -1
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(a)
√ ›Ó·Î·˜ A1 ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ p1(x), p2(x), p3(x), f1(x) Â›Ó·È
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Ô ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˜:

A1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
1 0 3
0 1 -1
1 1 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

√ ›Ó·Î·˜ A1 Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ

B1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 1 -1
0 0 0
1 1 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ›Ó·Î· B1 Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ-
¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G3 V G4,G3 Æ G3 - G1,G3 Æ G3 - G2,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

C1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 1 -1
0 0 0
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∞ÊÔ‡ rankC1 = 2 = rankA, ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ f1(x) Œ XU\.
(b)
√ ›Ó·Î·˜ A1 ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ p1(x), p2(x), p3(x), f2(x) Â›Ó·È
Ô ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˜:

A2 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
1 0 3
0 1 -1
2 2 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

√ A2 Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ

B2 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 1 -1
0 0 0
2 2 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙÔÓ ›Ó·Î· B2 Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ-
¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G3 V G4,G3 Æ G3 - 2G1,G3 Æ G3 + 2G2,G3 Æ (-1)G3,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜

C2 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 1 -1
0 0 1
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.
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∞ÊÔ‡ rankC2 = 3 π 2 = rankA, ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ f2(x) /Œ XU\.
(c) Î·È (d)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ (c)
Î·È (d).

(iii) ¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

U = {x3 + 2x + 1, x2 - x + 2, x3 + 2,-x3 + x2 - 5x + 2}

·Ú¿ÁÂÈ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ —3[x].

§‡ÛË (iii)
∆Ô Û‡ÓÔÏÔU ·Ú¿ÁÂÈ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ—3[x], ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dim—XU\
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 4 Ô˘ Â›Ó·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ —3[x]. ∏ dim—XU\ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË
‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A, Ô ÔÔ›Ô˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È-
·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ U ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ‚¿ÛË C ÙÔ‡ —3[x]. ∂ÈÏ¤ÁÔÓÙ·˜ ˆ˜ ‚¿ÛË
ÙÔ‡ —3[x] ÙËÓ C = {x3, x2, x, 1}, Ô ›Ó·Î·˜ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 2 1
0 1 -1 2
1 0 0 2

-1 1 -5 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3, ·ÊÔ‡ Î·ÙfiÈÓ
ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 2 1
0 1 -1 2
0 0 1 - 1

2
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

,

Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ÔÔ›Ô˘ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ¯ÒÚÔ˜ XU\ ¤¯ÂÈ—-‰È¿ÛÙ·ÛË
›ÛË ÌÂ 3 Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÁÓ‹ÛÈÔ˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —4[x].

(iv) °È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ‡ c Œ — Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ T = {x + 3, 2x + c2 + 2} Ã —1[x]
¤Ó· —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ;

§‡ÛË (iv)
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ fiÛ· Â›·ÌÂ ÛÙÈ˜ ·Ì¤Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
T Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘
Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

A = K 1 3
2 c2 + 2 O .

Ô˘ ÔÈ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ ¤¯Ô˘Ó ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-
¯ˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ T ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹
ÌÂ 2.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô A Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·

B = K 1 3
0 c2 - 4 O .
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∂ÈÏ¤ÔÓ, Ô B Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi ›Ó·Î·

C = K 1 3
0 1 O .

·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó c2 - 4 π 0, ·ÊÔ‡ Ô C ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ÙÔÓ A
Î·ÙfiÈÓ ÙÔ‡ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ô˘˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ G2 Æ 1

c2-4
G2 Î·È Ô A ÌÔ-

ÚÂ› Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ÙÔÓ C Î·ÙfiÈÓ ÙÔ‡ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ô˘˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡
G2 Æ (c2 - 4)G2.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, "c Œ — î {-2, 2}, ÙÔ T Â›Ó·È ¤Ó· —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ.

(v) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

S = {x2 + 1, x - 1, 2x + 2}

·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —-¯ÒÚÔ˘ —2[x].

§‡ÛË (v)
∂ÂÈ‰‹ dim— —2[x] = 3 Î·È ÂÂÈ‰‹ ÙÔ S ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi 3 ÛÙÔÈ¯Â›·, ·Ú-
ÎÂ› ÙÔ S Ó· Â›Ó·È ¤Ó· —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·,
·ÚÎÂ› rank(A) = 3, fiÔ˘ A Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ Ô ÔÔ›Ô˜ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÈ˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜, ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·-
Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡Sˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË {x2, x, 1}. ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË
Ó· ÂÚ·ÙÒÛÂÈ ÌÂ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ Ù‹˜ ¿ÛÎËÛË˜.

(vi) ŒÛÙˆ XU\ Ô ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ —3[x] Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

U = {x3 + x2 - 2x + 1, x2 + 1, x3 - 2x, 2x3 + 3x2 - 4x + 3}.

(a) ¡· Â˘ÚÂıÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ XU\Î·È Ó·ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dim—XU\.
(b) ¡· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› Ë ‚¿ÛË Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÙËÎÂ ÛÙÔ (a) ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË

ÙÔ‡ —3[x].

§‡ÛË (vi)
£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ XU\ ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ U . ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·˘Ùfi ÈÛÔ‰˘Ó·-
ÌÂ› ÌÂ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ ›Ó·Î· A
Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ
ÙÔ‡ U ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ÛÙ·ıÂÚÒ˜ ÂÈÏÂÁÌ¤ÓË ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x] (ÂÓ ÚÔÎÂÈÌ¤Óˆ
ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÙËÓ {x3, x2, x, 1}).
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -2 1
0 1 0 1
1 0 -2 0
2 3 -4 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô
ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜:

B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -2 1
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.
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∞fi ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ›Ó·Î· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· x3+x2-2x+1
Î·È x2 + 1 ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ XU\ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ XU\
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 2.
£· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ Â˘ÚÂıÂ›Û· ‚¿ÛË ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x].
¶ÚÔ˜ ÙÔ‡ÙÔ ·ÚÎÂ› Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ·ÚÙ‹ÙˆÓ ‰È-
·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ —3[x] Ô˘ Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· x3 + x2 - 2x + 1 Î·È x2 + 1. ªÂ
¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ·ÚÎÂ› Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÌÂ ‚·ıÌ›‰· 4 Ô˘ ‰‡Ô ·fi
ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ Ó· ·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ‰‡Ô
‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ. √ ›Ó·Î·˜

C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 -2 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜, ÌÂ Ù¤ÛÛÂÚÂÈ˜ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. √È
ÚÒÙÂ˜ ‰‡Ô ÂÍ ·˘ÙÒÓ Û˘Ó›ÛÙ·ÓÙ·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ
x3 + x2 - 2x + 1 Î·È x2 + 1. ∞ÊÔ‡ ÏÔÈfiÓ Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ C ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 4, ÙÔ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô Û‡ÓÔÏÔ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ‡ —3[x], ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ

{x3 + x2 - 2x + 1, x2 + 1, x, 1}

·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x].

(vii) ¡· Â˘ÚÂıÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x] Ô˘ Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· x3 + x Î·È
x2 - x.

§‡ÛË (vii)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË
¿ÛÎËÛË. ™ËÌÂÈÒÛÙÂ, fiÙÈ ÚÒÙ· ·' fiÏ· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÏÂÁ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
{x3 + x, x2 - x} Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ.

(viii) ™ÙÔÓ —-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ —1[x] ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ‰‡Ô ‚¿ÛÂÈ˜:

S = {x, x - 3} Î·È T = {x - 1, x + 1}.

(a) ¡· Â˘ÚÂıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PST .

(b) ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ p(x) = 5x+ 1 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË
‚¿ÛË S Î·È ÔÈÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË T ;

§‡ÛË (viii)
(a)
√È ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PST ¤¯Ô˘Ó ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒ-
ÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ T ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË S. ∞ÊÔ‡ ÏÔÈfiÓ

x - 1 =
2
3

x +
1
3
(x - 3) Î·È x + 1 =

4
3

x +
-1
3
(x - 3)

Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PST ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

K 2
3

4
3

1
3 - 1

3
O
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(b)
√ ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PBS ·fi ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {x, 1} ÛÙË S Â›Ó·È
Ô

K 1 1
0 -3 O

Î·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PBT ·fi ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {x, 1} ÛÙË T
Â›Ó·È Ô

K 1 1
-1 1 O .

∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PSB = P-1
BS Î·È Ô

›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PTB = P-1
BT . ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

PSB = P-1
BS = K 1 1

0 -3 O-1

= K 1 1
3

0 - 1
3
O

Î·È

PTB = P-1
BT = K 1 1

-1 1 O-1

= K 1
2 - 1

2
1
2

1
2
O

√È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ p(x) = 5x + 1 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B Â›Ó·È ÔÈ
(5, 1). ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ p(x) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË S Û˘Ì›ÙÔ˘Ó
ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ 2 ¥ 1 ›Ó·Î·

PSB K 5
1 O = K 1 1

3
0 - 1

3
O K 5

1 O = K 16
3

- 1
3
O ,

‰ËÏ·‰‹ p(x) = 16
3 x + -1

3 (x - 3).
√È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ p(x)ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛËT Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
ÙÔ‡ 2 ¥ 1 ›Ó·Î·

PTB K 5
1 O = K 1

2 - 1
2

1
2

1
2
O K 5

1 O = K 2
3 O ,

‰ËÏ·‰‹ p(x) = 2(x - 1) + 3(x + 1).

(ix) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {2x2+2x+2, x3+x+1} Â›Ó·È—-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿Ú-
ÙËÙÔ Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ·˘Ùfi ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x] Î·È ÛÂ
ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —4[x].

§‡ÛË (ix)
√È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ p1(x) = 2x2 + 2x + 2 (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÙÔ‡ p2(x) = x3 + x +
1) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË {x3, x2, x, 1} ÙÔ‡ —3[x] Â›Ó·È ÔÈ (0, 2, 2, 2) (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜
(1, 0, 1, 1)). £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ 2 ¥ 4 ›Ó·Î· ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ
p1(x) Î·È p2(x), ‰ËÏ·‰‹ ÙÔÓ

K 0 2 2 2
1 0 1 1 O .
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∂Ó·ÏÏ¿ÛÛÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È ÂÓ Û˘ÓÂ¯Â›· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜
ÙËÓ ‰Â‡ÙÂÚË ÌÂ 1

2 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô –ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ– ›Ó·-
Î·˜

K 1 0 1 1
0 1 1 1 O .

√ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˜ ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ÌÂ ‰˘fi ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·Ì-
Ì¤˜, ¿Ú· Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ˘ Â›Ó·È 2. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Ô˘
·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi Ù· p1(x) Î·È p2(x) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 2 Î·È Ù· p1(x), p2(x) Â›Ó·È —-
ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ —[x].

™˘ÓÂÒ˜, Ù· p1(x), p2(x) Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Î·È ˆ˜ ‰È·Ó‡-
ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ —3[x], Î·È ˆ˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ‡ —4[x].
™ËÌÂ›ˆÛË. ŒÛÙˆ fiÙÈ S = {v1, v2, . . . , vn} Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÂÓfi˜ º-
¯ÒÚÔ˘ V . ∂¿Ó ÙÔ S Â›Ó·È ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ V , ÙfiÙÂ
Â›Ó·È ¤Ó· º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ Î·È ÛÂ ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ˘fi¯ˆÚÔ U
ÙÔ‡ V , ˘fi ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ S Õ U .

∏ ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 2 2 2
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 4, ·ÊÔ‡ ·˘Ùfi˜ Ô ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÏÈ-
Ì·ÎˆÙfi ›Ó·Î·

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ {p1(x), p2(x), x, 1} ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· —-
‚¿ÛË ÙÔ‡ —3[x].
¶·ÚÔÌÔ›ˆ˜, Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 2 2 2
0 1 0 1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 5, ·ÊÔ‡ ·˘Ùfi˜ Ô ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÎÏÈ-
Ì·ÎˆÙfi ›Ó·Î·

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ {x4, p1(x), p2(x), x, 1} ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ·
—-‚¿ÛË ÙÔ‡ —4[x].
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(x) ™ÙÔÓ —-¯ÒÚÔ —4[x] ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ˘fi¯ˆÚÔ XU\, fiÔ˘

U = {x3 + x + 1, x4 + 2x2 + 2x + 2, 2x4 - 3x3 + 4x2 + x + 1}.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ XU\ Î·È ÂÓ Û˘ÓÂ¯Â›· Ó· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ÛÂ
ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —4[x].

§‡ÛË (x)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÈÏ‡ÛÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË
¿ÛÎËÛË ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ·ÔÎÙËıÂ›ÛÂ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

(xi) ŒÛÙˆ ÔÈ —-˘fi¯ˆÚÔÈ —i1
[x],—i2

[x], . . . ,—in
[x] ÙÔ‡ —[x], fiÔ˘ i1, i2, . . . , in Œ

Õ.
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ —-˘fi¯ˆÚÔÈ:

(a) X«n
j=1—i j

[x]\ Î·È

(b) »n
j=1—i j

[x].

§‡ÛË (xi)
ŒÛÙˆ it = max{i1, i2, . . . , in} Î·È is = min{i1, i2, . . . , in}.
∂ÔÌ¤Óˆ˜,

"i j, 1 £ j £ n, —i j
[x] Õ —it

[x].

™˘ÓÂÒ˜,

«n
j=1—i j

[x] = —it
[x] Î·È X«n

j=1—i j
[x]\ = X—it

[x]\ = —it
[x].

™ËÌÂ›ˆÛË. ŒÛÙˆ V ¤Ó·˜ º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Î·È U ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘. ∂¿Ó
ÙÔ U Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ V , ÙfiÙÂ U = XU\. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÈÛ¯‡ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ
U Õ XU\. ∂ÈÏ¤ÔÓ, XU\ Õ U , ·ÊÔ‡ Ô XU\ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÂÂ-
Ú·ÛÌ¤ÓÔ˘˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ U , ·ÏÏ¿
Î¿ıÂ Ù¤ÙÔÈÔ˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ U , ·ÊÔ‡ ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË
ÂÚ›ÙˆÛË ˘Ôı¤Û·ÌÂ fiÙÈ Ô U Â›Ó·È ¤Ó·˜ º-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ V .

∞ÎfiÌË,

"i j, 1 £ j £ n, —is
[x] Õ —i j

[x].

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

»n
j=1—i j

[x] = —is
[x].

(xii) ŒÛÙˆ fiÙÈ a, b Â›Ó·È ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ a < b Î·È F(a, b) ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ g : — Æ — ÛÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ· [a, b].

(a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ F(a, b) Â›Ó·È ¤Ó·˜ —-˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ F = { f :
— Æ —}.

(b) £ÂˆÚÒÓÙ·˜ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ˆ˜ ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, Ó· ‰ÂÈ-
¯ıÂ› fiÙÈ Ô ¯ÒÚÔ˜ —[x] ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó —-˘fi¯ˆÚÔ ÙÔ‡ F(a, b).

§‡ÛË (xii)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â›Ï˘Û‹ ÙË˜ ·fi ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË.
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2.6: ¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·

∆π ∂π¶∞¡ √π √π∫√¡√ª√§√°√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Bagehot, Walter (1826–1877)

∏ ˙ˆ‹ Â›Ó·È ÙÔ Û¯ÔÏÂ›Ô Ù‹˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¡Ô¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004

53



2: ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ÃÒÚÔÈ

54



3.2: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›

3.2 °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›

(i) ŒÛÙˆ f : ¬3 Æ ¬3 Ë (ÌÔÓ·‰ÈÎ‹) ¬-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜
¿Óˆ ÛÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË E = {e1, e2, e3} ÙÔ‡ ¬3 Â›Ó·È ÔÈ

f(e1) = (1, 0, i), f(e2) = (0, 1, 1) f(e3) = (i, 1, 0).

¡· ÂÍÂÙ·ÛıÂ› ·Ó Ë f Â›Ó·È ¤Ó·˜ ¬-ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.

§‡ÛË (i)
∂ÂÈ‰‹ ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÌÈ·¬-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ·fi ¤Ó·Ó ÙÚÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙÔ
¯ÒÚÔ ÛÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘, Ë f Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›Ó·È
¤Ó·˜ ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Â›Ó·È ·ÚÎÂÙfi Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‰È¿ÛÙ·-
ÛË dim¬(f(¬

3)) Ù‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜ f(¬3).
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë dim¬(f(¬

3)) Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰·
ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ÌÂ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ f(e1), f(e2), f(e3) ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ·
‚¿ÛË ÙÔ‡ ¬3.

™ËÌÂ›ˆÛË. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ m ¥ n ›Ó·Î· A ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒ-
ÛÂ˜ ·fi ¤Ó· ÛÒÌ· º ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÓÔÌ¿ÛÂÈ ÙË ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘
Ô ÔÔ›Ô˜ ·Ú·ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î·, Ô˘ ÙÈ˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›·
ÙÔ‡ ºn. ∏ ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A ÔÚ›˙ÂÙ·È ·Ó·ÏfiÁˆ˜Ø ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙË ‰È¿ÛÙ·ÛË
ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Ô ÔÔ›Ô˜ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î·, Ô˘ ÙÈ˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜
ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ ºm. ∆¤ÏÔ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ ‰Â¯ıÂ› ˆ˜ ÔÚıfi fiÙÈ Ë ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A Û˘-
Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ˘Ø ·˘Ùfi˜ Ô ÎÔÈÓfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‚·ıÌ›‰·
ÙÔ‡ A. ™Â ¤Ó· Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚÔ·Ó·ÊÂÚı¤Ó
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·.

∂‰Ò ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ¿ÏÈ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË E ÙÔ‡ ¬3.

√ ›Ó·Î·˜ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 i
0 1 1
i 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∂ÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A, ÚÔ-
Î‡ÙÂÈ Ô ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 i
0 1 1
0 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,

Ô ÔÔ›Ô˜ ‰È·ı¤ÙÂÈ ‰‡Ô ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ™˘ÓÂÒ˜, Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 2 Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi dim¬(f(¬

3)) = 2. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfi-
ÓÈÛË f ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ‰ÂÓ Â›Ó·È Ô‡ÙÂ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.

(ii) ŒÛÙˆ fiÙÈ f : —3 Æ —3 Â›Ó·È Ë —-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi
ÙË Û¯¤ÛË

f(k, l, m) = (3k, k - l, 2k + l + m).

¡· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ë f Â›Ó·È ÌÈ· ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË Î·È (ÛÙËÓ ÂÚ›-
ÙˆÛË Ô˘ Â›Ó·È) Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ Ù‹˜ f-1 ¿Óˆ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ
‰È¿Ó˘ÛÌ· (k, l, m) ÙÔ‡ —3.
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3: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

§‡ÛË (ii)
∂ÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ÌÂ ÙÚfiÔ ·Ó¿ÏÔÁÔ, fiˆ˜ Î·È ÛÙÔ ÂÚÒÙËÌ· (i). £· ÂÍÂÙ¿-
ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‰È¿ÛÙ·ÛË dim—(f(—

3)) Ù‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜ f(—3).
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛËB = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}
ÙÔ‡ —3. ∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dim—(f(—

3)) Û˘Ì›-
ÙÂÈ ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ
‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ f(e1), f(e2), f(e3) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B. ∞˜ ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ A ÙÔÓ
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ›Ó·Î·.
°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ A, Ú¤ÂÈ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ f(e1),
f(e2) Î·È f(e3). Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(e1) = (3, 1, 2) = 3e1 + e2 + 2e3,
f(e2) = (0,-1, 1) = -e2 + e3,
f(e3) = (0, 0, 1) = e3.

(*)

™˘ÓÂÒ˜, Ô A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 1 2
0 -1 1
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∏ ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3, ·ÊÔ‡ ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯Ë-
Ì·ÙÈÛÌÔ‡˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A, ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,

Ô˘ ‰È·ı¤ÙÂÈ ÙÚÂÈ˜ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ™˘ÓÂÒ˜, Ë ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰·
ÙÔ‡ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3 Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi dim—(f(—

3)) = 3. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹
·ÂÈÎfiÓÈÛË f Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ‰ËÏ·‰‹ ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË f-1.
£· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ÙÈÌ‹ Ù‹˜ f-1 ¿Óˆ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿Ó˘-
ÛÌ· v = (k, l, m) = ke1 + le2 + me3 ÙÔ‡ —3.
∂ÂÈ‰‹ Ë f-1 Â›Ó·È —-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ¤¯Ô˘ÌÂ:

f-1(v) = f-1(ke1 + le2 + me3) = kf-1(e1) + lf-1(e2) + mf-1(e3).

ÕÚ·, ÁÈ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ f-1(v), ·ÚÎÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜
f-1(e1), f

-1(e2) Î·È f-1(e3). ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ f-1 ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (*) ·›Ú-
ÓÔ˘ÌÂ:

e1 = f-1(f(e1)) = 3f-1(e1) + f-1(e2) + 2f-1(e3),
e2 = f-1(f(e2)) = -f-1(e2) + f-1(e3),
e3 = f-1(f(e3)) = f-1(e3).

(**)

√È ·ÓˆÙ¤Úˆ ÙÚÂÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Ù· f-1(ei), 1 £
i £ 3. ∂ÈÏ‡ÔÓÙ·˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ:

f-1(e3) = e3,
f-1(e2) = -e2 + e3,
f-1(e1) =

1
3 (e1 - f-1(e2) - 2f-1(e3)) =

1
3 (e1 + e2 - e3 - 2e3) =

1
3 (e1 + e2 - 3e3).
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3.2: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›

ŒÙÛÈ, ·Ó ÙÔ v = ke1 + le2 + me3, ÙfiÙÂ Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ f-1(v) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

f-1(v) = kf-1(e1) + lf-1(e2) + mf-1(e3) =
k
3
(e1 + e2 - 3e3) + l(-e2 + e3) + me3 =

k
3

e1 +
k - 3l

3
e2 + (-k + l + m)e3.

(iii) (a) ŒÛÙˆ fiÙÈ f : —3 Æ —2 Î·È y : —2 Æ —3 Â›Ó·È ‰‡Ô —-ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜
·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË y Î f ‰ÂÓ Â›Ó·È
·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË.

(b) ¡· ÁÂÓÈÎÂ‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú·Ù‹ÚËÛË ÛÂ ¤Ó· ıÂÒÚËÌ· Î·È
ÂÓ Û˘ÓÂ¯Â›· Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍ‹ ÙÔ˘.

§‡ÛË (iii)
(a)
∂¿Ó Ë yÎf ‹Ù·Ó ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ (Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÌÈ· ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË ·ÂÈ-
ÎfiÓÈÛË), ÙfiÙÂ ı· ‹Ù·Ó Ë f ¤Ó·˜ ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Ô ˘Ú‹Ó·˜
Ker(f) ı· Û˘Ó¤ÈÙÂ ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÔÛ‡ÓÔÏÔ {0—3 }. øÛÙfiÛÔ ·˘Ùfi Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ,
·ÊÔ‡ ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

3 = dim— —3 = dim— Ker(f) + dim— Im(f)

¤ÂÙ·È fiÙÈ Ker(f) π {0—3 }, ·ÊÔ‡ Im(f) Õ —2 Î·È Û˘ÓÂÒ˜ dim— Im(f) £ 2.
(b)
∏ ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË Ù‹˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ·Ú·Ù‹ÚËÛË˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
ŒÛÙˆ fiÙÈ V ,W Î·È Z Â›Ó·È º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ÌÂ dimº V > dimº W .
∂¿Ó ÔÈ f : V Æ W Î·È y : W Æ Z Â›Ó·È ‰‡Ô º-ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜,
ÙfiÙÂ Ë Û‡ÓıÂÛË y Î f ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÙ¤ ¤Ó·˜ ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi
Ô‡ÙÂ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó Ë y Î f ‹Ù·Ó ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÙfiÙÂ ı· ‹Ù·Ó Â›ÛË˜ Î·È Ë f
¤Ó·˜ ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜. ŸÌˆ˜ ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

dimº V = dimº Ker(f) + dimº Im(f)

¤ÂÙ·È fiÙÈ dimº Ker(f) > 0, ·ÊÔ‡ dimº V > dimº W ≥ dimº Im(f). ÕÚ·,
{0º} ! Ker(f).

(iv) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ f Î·È y ·fi ÙÔ —2 ÛÙÔ
—2 ÌÂ f Î y = z—2 ·ÏÏ¿ y Î f π z—2 . (ªÂ z—2 Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹
·ÂÈÎfiÓÈÛË ·fi ÙÔ —2 ÛÙÔ —2.)

§‡ÛË (iv)
ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ f Î·È y Â›Ó·È ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ·fi ÙÔ —2 ÛÙÔ —2

ÌÂ f Îy = z—2 , (*). ∂›Ó· Ê·ÓÂÚfi, fiÙÈ Î·ÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜
‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ·ÊÔ‡ ÛÙËÓ ·ÓÙ›ıÂÙË ÂÚ›ÙˆÛË ¤ÂÙ·È
(ÏfiÁˆ Ù‹˜ (*)) fiÙÈ Ë ¿ÏÏË Â›Ó·È Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË. ∞ÏÏ¿ Î·ÌÈ¿ ·fi
ÙÈ˜ ‰‡Ô ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË, ·ÊÔ‡
y Î f π z—2 , (**).
™˘ÓÂÒ˜, dim Ker(f) = 1 = dim Ker(y), dim Im(f) = 1 = dim Im(y) Î·È
ÂÂÈ‰‹ Im(y) Õ Ker(f) (Î·È ¿ÏÈ ÏfiÁˆ Ù‹˜ (*)), ¤ÂÙ·È fiÙÈ Im(y) = Ker(f).
∞ÎfiÌË, Im(f) » Ker(y) = {0—}, ·ÊÔ‡ ·Ó Im(f) » Ker(y) π {0—}, ÙfiÙÂ ı·
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Â›¯·ÌÂ Im(f) = Im(f) » Ker(y) = Ker(y) ÂÂÈ‰‹ dim Im(f) = 1 = dim Ker(y).
ŸÌˆ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ Im(f) = Ker(y) =, ÏfiÁˆ Ù‹˜ (**).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ f,y : —2 Æ —2 ÌÂ

(a) dim Im(f) = dim Im(y) = 1,

(b) dim Ker(f) = dim Ker(y) = 1,

(c) Im(y) = Ker(f) Î·È

(d) Ker(y) » Im(f) = {0—}.

ŒÛÙˆ B = {(a1, a2), (b1, b2)} ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —2. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜
‰‡Ô —-ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜:

f : —2 Æ —2, k(a1, a2) + l(b1, b2) # k(a1, a2),

y : —2 Æ —2, k(a1, a2) + l(b1, b2) # (k + l)(b1, b2).

∞˘Ù¤˜ ÔÈ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó Ù· (a), (b), (c) Î·È (d)
Ô˘ ÚÔ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ. Œ¯Ô˘ÌÂ:

(f Î y)(k(a1, a2) + l(b1, b2)) = f((k + l)(b1, b2)) = (k + l)f((b1, b2)) = (0, 0)

Î·È

(y Î f)(k(a1, a2) + l(b1, b2)) = y(k(a1, a2)) = kf((a1, a2)) = k(b1, b2).

™˘ÓÂÒ˜,

f Î y = z—2

Î·È

y Î f π z—2 .

¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË, ·Ó ÙÔ ÂÈı˘ÌÂ›, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÈ Î·Ù¿ Ù·
·ÓˆÙ¤Úˆ ÂÓÙÂÏÒ˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·.

(v) ŒÛÙˆ fiÙÈ V Î·È W Â›Ó·È ‰‡Ô º-ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ Î·È

V ¥W = {(v, w) | v Œ V , w Œ W }

ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ V Î·È W .
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ·ÂÎÔÓ›ÛÂÈ˜:

+ : (V ¥W ) ¥ (V ¥W ) Æ (V ¥W ), ((v1, w1), (v2, w2)) # (v1 + v2, w1 + w2),

fiÔ˘ Ë ÚfiÛıÂÛË ÛÙË ÚÒÙË (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ‰Â‡ÙÂÚË) Û˘ÓÈÛÙÒÛ· Â›Ó·È Ë
ÚfiÛıÂÛË ÙÔ‡ V (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÙÔ‡ W )
Î·È

◊ : º ¥ (V ¥W ) Æ (V ¥W ), (l, (v, w)) # (lv, lw),

fiÔ˘ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÛÙË ÚÒÙË (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ‰Â‡ÙÂÚË) Û˘ÓÈÛÙÒÛ·
Â›Ó·È Ô ‚·ıÌˆÙfi˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ º ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
ÙÔ‡ V (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÙÔ‡ W ).

68



3.2: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›

(a) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÙÚÈ¿‰· (V ¥W,+, ◊) ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó º-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi
¯ÒÚÔ. (√ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˜ ¯ÒÚÔ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Â˘ı‡ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ
¯ÒÚˆÓ V Î·È W .)

(b) ∂¿Ó ÔÈ º-¯ÒÚÔÈ V Î·È W ¤¯Ô˘Ó ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ m Œ Õ«{0} Î·È n Œ Õ«{0},
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, ÙfiÙÂ Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V ¥W .

(c) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ V Î·È W ·ÔÙÂÏÔ‡Ó º-˘fi¯ˆÚÔ˘˜ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ U . ¡·
‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

f : V ¥W Æ V +W, (v, w) # v + w

Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹.

(d) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô ˘Ú‹Ó·˜ Kerf Ù‹˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ ·ÂÈÎfiÓÈÛË˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

{(u,-u) | fiÔ˘ u Œ V »W }.

(e) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

dimº(V +W ) = dimº(V ) + dimº(W ) - dimº(V »W ).

(f) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

iV : V Æ V ¥W, v # (v, 0W ) Î·È iW : W Æ V ¥W, w # (0V , w)

Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›.

(g) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

pV : V ¥W Æ V , (v, w) # v Î·È pW : V ¥W Æ W, (v, w) # w

Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› ÂÈÌÔÚÊÈÛÌÔ› ÌÂ KerpV = {0V } ¥ W Î·È KerpW =
V ¥ {0W }.

§‡ÛË (v)
(a) ¶ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤ÓÔ ˘ÔÂÚÒÙËÌ·.
(b)
ŒÛÙˆ B = {e1, e2, . . . , em} ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V Î·È B = {e1, e2, . . . , en} ÌÈ· ‚¿ÛË
ÙÔ‡ W . ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ D = {(ei, 0W ), (0V , e j) | 1 £ i £ m, 1 £ j £ n} ·ÔÙÂÏÂ›
ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V ¥W .
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó

m‚
i=1

ki(ei, 0W ) +
n‚

j=1

m j(0V , e j) = (0V , 0W ), ki, l j Œ º,

ÙfiÙÂ

ÊÁÁÁÁÁ
Ë

m‚
i=1

kiei,
n‚

j=1

l je j

ˆ̃̃
˜̃̃
¯
= (0V , 0W )

Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi

m‚
i=1

kiei = 0V ,
n‚

j=1

l je j = 0W .
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∂ÊfiÛÔÓ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ B Ã V (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ C Ã W ) Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙÔ, ¤ÂÙ·È fiÙÈ "i, 1 £ i £ m, ki = 0º (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ " j, 1 £ j £ n, l j =
0º). ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ D Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ.
ÀÔÏÂ›ÂÙ·È Ë ·fi‰ÂÈÍË fiÙÈ ÙÔ D ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ÁÂÓÓËÙfiÚˆÓ ÙÔ‡
V ¥W .
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó (v, w) Œ V ¥W , ÙfiÙÂ

(v, w) = (v, 0W ) + (0V , w) =
ÊÁÁÁÁÁ
Ë

m‚
i=1

kiei, 0W

ˆ̃̃
˜̃̃
¯
+
ÊÁÁÁÁÁ
Ë
0V ,

n‚
j=1

l je j

ˆ̃̃
˜̃̃
¯
=

m‚
i=1

ki(ei, 0W ) +
n‚

j=1

l j(0V , e j).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ¯ÒÚÔ˜ V ¥W ¤¯ÂÈ º-‰È¿ÛÙ·ÛË dimº V + dimº W = m + n.
(c)
¶ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÈ‚Â‚·ÈÒÛÂÈ ÌÂ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜
fiÙÈ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË f Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹.
(d)
ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô (v, w) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ Ker(f), ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó f((v, w)) = v+w =
0U , ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó v = -w. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ (v, w) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ Ker(f) ·Ó Î·È
ÌfiÓÔ ·Ó v = u Î·È w = -u, fiÔ˘ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô u ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ V »W .
(e)
∏ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË f Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ·ÊÔ‡ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
v + w Œ V + W Â›Ó·È ÂÈÎfiÓ· ÙÔ‡ ˙Â‡ÁÔ˘˜ (v, w) Œ V ¥ W , ‰ËÏ·‰‹ Im(f) =
V + W . ∞fi ÙÔÓ ıÂÌÂÏÈÒ‰Ë Ù‡Ô ÙˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ Â‰Ò ·›ÚÓÂÈ ÙË
ÌÔÚÊ‹

dimº(V ¥W ) = dimº Im(f) + dimº Ker(f)

Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ

dimº(V ¥W ) = dimº(V +W ) + dimº(V »W ).

flÛÙÂ,

dimº(V ) + dimº(W ) - dimº(V »W ) = dimº(V +W ).

(f) Î·È (g)
¶ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ··ÓÙ‹ÛÂÈ ÛÙ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ˘ÔÂÚˆ-
Ù‹Ì·Ù· ÌÂ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜.

(vi) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ V Î·È W ·ÔÙÂÏÔ‡Ó º-˘fi¯ˆÚÔ˘˜ ÂÓfi˜ º-¯ÒÚÔ˘ U ‰È¿ÛÙ·-
ÛË˜ dimº U = 7.
∂¿Ó dimº V = 4 Î·È dimº W = 5, ÙfiÙÂ Ó· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ ‰˘Ó·Ù¤˜
ÙÈÌ¤˜ ÁÈ· ÙËÓ º-‰È¿ÛÙ·ÛË Ù‹˜ ÙÔÌ‹˜ V »W .

§‡ÛË (vi)
∞fi ÙËÓ ˘fiıÂÛË ¤ÂÙ·È fiÙÈ dimº(V ) + dimº(W ) = 4+ 5 = 9. ∞fi ÙÔÓ Ù‡Ô
Ù‹˜ ¿ÛÎËÛË˜ (e) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â›ÛË˜

9 - dimº(V +W ) = dimº(V »W ).

70



3.2: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ›

∞fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ W Õ V +W Õ U Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ 5 £ dimº(V +W ) £ 7.
ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dimº(V +W ) ÌÔÚÂ› Ó· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 5 ‹ 6 ‹ 7.
ÕÚ·, Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dimº(V »W ) ÌÔÚÂ› Ó· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 4 ‹ 3 ‹ 2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

∆π ∂π¶∞¡ √π ª∞£∏ª∞∆π∫√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Kaplansky, Irving (1917– )

∂ÌÂ›˜ (·˘Ùfi˜ Î·È Ô Halmos) ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ·fi„ÂÈ˜ ÁÈ· ÙË °Ú·Ì-
ÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú·: ÛÎÂÊÙfiÌ·ÛÙÂ ¯ˆÚ›˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ‚¿ÛÂÈ˜,
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ¯ˆÚ›˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ‚¿ÛÂÈ˜Ø fiÙ·Ó fiÌˆ˜ ‰ÂÓ ÏÂÈ-
ÙÔ˘ÚÁÔ‡Ó Ù· ÙÛÈ¿ÎÈ·, ÙfiÙÂ ÎÏÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ fiÚÙ· ÙÔ‡ ÁÚ·ÊÂ›Ô˘
Ì·˜ Î·È ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ ÌÂ ›Ó·ÎÂ˜ Û·Ó ·Ï·‚Ô›.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004
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3.3 ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ
ÌÂ ¶›Ó·ÎÂ˜

(i) ŒÛÙˆ f : º3 Æ º3 Ë º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË

(x, y, z) # (2x - z, x + y - z, z).

(a) ¡· Â˘ÚÂıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ AB(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Î·ÓÔ-
ÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}.

(b) ¡· Â˘ÚÂıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ AC(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË
‚¿ÛË C = {e1 = (1, 0, 1), e2 = (0, 1, 0), e3 = (1, 1, 0)}.

(c) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ›Ó·Î·˜ P ÌÂ AC(f) = P-1AB(f)P.

(d) °È· Î¿ıÂ n Œ Õ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ AB(f)
n.

§‡ÛË (i)
(a) √ ›Ó·Î·˜ AB(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË f ˆ˜ ÚÔ˜
ÙË ‚¿ÛË B Â›Ó·È Ô 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜ Ô˘ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ i-ÔÛÙ‹˜ ÙÔ˘
ÛÙ‹ÏË˜, "i, 1 £ i £ 3, Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜ f(ei)
fiÙ·Ó ·˘Ù‹ Â›Ó·È ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓÂÈ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ B.
∞ÚÎÂ› ÏÔÈfiÓ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ f(e1), f(e2), f(e3) ˆ˜
ÚÔ˜ B. Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(e1) = f((1, 0, 0)) = (2, 1, 0) = 2e1 + 1e2 + 0e3,

f(e2) = f((0, 1, 0)) = (0, 1, 0) = 0e1 + 1e2 + 0e3,

f(e3) = f((0, 0, 1)) = (-1,-1, 1) = (-1)e1 + (-1)e2 + 1e3.

™˘ÓÂÒ˜,

AB(f) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 -1
1 1 -1
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(b)
√ ›Ó·Î·˜ AC(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË
‚¿ÛË C Â›Ó·È Ô 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜ Ô˘ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ i-ÔÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÛÙ‹ÏË˜,
"i, 1 £ i £ 3, Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜ f(ei) fiÙ·Ó ·˘Ù‹
Â›Ó·È ÂÎÊÚ·ÛÌ¤ÓË ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ C. ∞ÚÎÂ› ÏÔÈfiÓ
Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÈÎfiÓÂ˜ f(e1), f(e2), f(e3) Î·È Ó· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜
ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ e1, e2, e3.
Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(e1) = (1, 0, 1) = 1(1, 0, 1) + 0(0, 1, 0) + 0(1, 1, 0)

f(e2) = (0, 1, 0) = 0(1, 0, 1) + 1(0, 1, 0) + 0(1, 1, 0)

f(e3) = (2, 2, 0) = 0(1, 0, 1) + 0(0, 1, 0) + 2(1, 1, 0).

™˘ÓÂÒ˜,

AC(f) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.
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3.3: ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ ÌÂ ¶›Ó·ÎÂ˜

(c)
√È ›Ó·ÎÂ˜ AB(f) Î·È AC(f) ·Ó··ÚÈÛÙÔ‡Ó ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË f ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ B Î·È C. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ıÂˆÚ›· Ô˘ ·Ó·Ù‡Í·ÌÂ ÛÙÔ
Ì¿ıËÌ· Ù‹˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜ π, ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ ·ÓÙÈ-
ÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜ P ÌÂ AC(f) = P-1AB(f)P, fiÔ˘ P = PBC Â›Ó·È Ô
›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ‚¿ÛË B ÛÙË ‚¿ÛË C Î·È P-1 = PCB Â›Ó·È Ô
›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ‚¿ÛË C ÛÙË ‚¿ÛË B.
°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ P ·ÚÎÂ› Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ‚¿-
ÛË˜ C ˆ˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ B. Œ¯Ô˘ÌÂ:

e1 = (1, 0, 1) = 1e1 + 0e2 + 1e1,

e2 = (0, 1, 0) = 0e1 + 1e2 + 0e1,

e3 = (1, 1, 0) = 1e1 + 1e2 + 0e1.

∏ i-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ P ¤¯ÂÈ ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡
‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ei, 1 £ i £ 3 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË B. ÕÚ·,

P = PBC =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 1
0 1 1
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ P-1 = PCB ·ÚÎÂ› Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ B ˆ˜ º-ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ C. Œ¯Ô˘ÌÂ:

e1 = (1, 0, 0) = 0(1, 0, 1) + (-1)(0, 1, 0) + 1(1, 1, 0) =0e1 + (-1)e2 + 1e3,

e2 = (0, 1, 0) = 0(1, 0, 1) + 1(0, 1, 0) + 0(1, 1, 0) =0e1 + 1e2 + 0e3,

e3 = (0, 0, 1) = 1(1, 0, 1) + 1(0, 1, 0) + (-1)(1, 1, 0) =1e1 + 1e2 + (-1)e3.

∏ i-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ P-1 ¤¯ÂÈ ˆ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
ÙÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ei, 1 £ i £ 3 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C. ÕÚ·,

P-1 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
-1 1 1

1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

™ËÌÂ›ˆÛË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ô P = PBC ¤¯ÂÈ ‹‰Ë ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ›, ÌÔÚÂ› Î·ÓÂ›˜
Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ·Â˘ıÂ›·˜ ÙÔÓ P-1, ·ÊÔ‡ ÚfiÎÂÈÙ·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÁÈ· ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ
ÙÔ‡ P. ¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ó·Î·Ï¤ÛÂÈ ÛÙË ÌÓ‹ÌË ÙÔ˘ ÙÔ Ò˜ ˘Ô-
ÏÔÁ›˙ÂÙ·È Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÂÓfi˜ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˘ ›Ó·Î·.
(d)
ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙˆÓ n-ÔÛÙÒÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÂÓfi˜ ‰È·ÁÒ-
ÓÈÔ˘ ( Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ‡) ›Ó·Î· D Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ˜, ·ÊÔ‡ Ë n-
ÔÛÙ‹ ‰‡Ó·Ì‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È Â›ÛË˜ ¤Ó·˜ ‰È·ÁÒÓÈÔ˜ ›Ó·Î·˜ Î·È ·ÊÔ‡ Ë Û˘ÓÈ-
ÛÙÒÛ· ÛÙË ı¤ÛË (i, i) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙËÓ n-ÔÛÙ‹ ‰‡Ó·ÌË Ù‹˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜ ÛÙË
ı¤ÛË (i, i) ÙÔ‡ ·Ú¯ÈÎÔ‡ ›Ó·Î· D.
∂‰Ò ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ AB(f)

n. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ
Ô ›Ó·Î·˜ AC(f) Â›Ó·È ‰È·ÁÒÓÈÔ˜ Î·È fiÙÈ AC(f) = P-1AB(f)P. ™˘ÓÂÒ˜,
AB(f) = PAC(f)P

-1 Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi

AB(f)
n = (PAC(f)P

-1)n = (PAC(f)P
-1)(PAC(f)P

-1) . . . (PAC(f)P
-1) =

PAC(f)(P
-1P)AC(f)(P

-1 . . . P)AC(f)P
-1 = PAC(f)

nP-1.
(***)
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3: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

(∏ ·fi‰ÂÈÍË Ù‹˜ ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÙÂÏÂÛÙÂ› Â›ÙÂ ÌÂ Â·ÁˆÁ‹
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‰‡Ó·ÌË n Â›ÙÂ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‹˜ ÂfiÌÂÓË˜ ·Ú·Ù‹ÚËÛË˜: ∆Ô
(PAC(f)P

-1)n ‰È·ı¤ÙÂÈ n ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ PAC(f)P
-1. ™ÙÔ

ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ fiÚˆÓ (PAC(f)P
-1)(PAC(f)P

-1) ÔÈ ÂÓ‰È·Ì¤ÛÔÈ ·-
Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ P-1P ÈÛÔ‡ÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ Ù·˘ÙÈÎfi ›Ó·Î· Î·È ¤ÙÛÈ ÙÔ
(PAC(f)P

-1)(PAC(f)P
-1) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ PAC(f)

2P-1. ™˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·˜ Î·Ù' ·˘ÙfiÓ
ÙÔÓ ÙÚfiÔ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· (***).)
ÕÚ·,

AB(f)
n = PAC(f)

nP-1 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 1
0 1 1
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

n
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
-1 1 1

1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2n 0 1 - 2n

-1 + 2n 1 1 - 2n

0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

(ii) ŒÛÙˆ fiÙÈ f : —3 Æ —3 Â›Ó·È Ë —-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ
›Ó·Î·

AC(f) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 0
0 2 0
0 0 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ˆ˜ ›Ó·Î· ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË

C =
ÏÔÔÌÔÔ
Ó
e1 =

ÊÁÁÁÁ
Ë

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

, e2 = (0, 1, 0), e3 =
ÊÁÁÁÁ
Ë
-

0
2

2
, 0,

0
2

2

ˆ̃̃
˜̃
¯

Ô̧Ô̋
ÔÔ
˛

ÙÔ‡ —3 Î·È fiÙÈ B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} Â›Ó·È Ë Î·ÓÔ-
ÓÈÎ‹ ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3.

(a) °È· Î¿ıÂ v Œ —3, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ f(v).

(b) ¡· Â˘ÚÂıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ AB(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·-
ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B.

(c) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ›Ó·Î·˜ P ÌÂ AB(f) = P-1AC(f)P.

(d) °È· Î¿ıÂ n Œ Õ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ AB(f)
n.

§‡ÛË (ii)
(a) √ ›Ó·Î·˜ A ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó·
˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ f(v) Ú¤ÂÈ Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ v ˆ˜ —-ÁÚ·ÌÌÈÎfi
Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ C. ∆Ô v Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ —3, ‰Ë-
Ï·‰‹ ÌÈ· ÙÚÈ¿‰· (a, b, g) Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓØ ÁÈ' ·˘Ùfi ÙÔ v ÁÚ¿ÊÂÙ·È
ˆ˜ v = ae1 + be2 + ge3, fiÔ˘ Ù· e1, e2, e3 Â›Ó·È Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙË˜ Î·ÓÔÓÈ-
Î‹˜ ‚¿ÛË˜ B.
°È· Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C ¯ÚÂÈ·-
˙fiÌ·ÛÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ PCB ·fi ÙË ‚¿ÛË C ÛÙË ‚¿ÛË B. ÀÂÓ-
ı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ i, 1 £ i £ 3, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ i-ÔÛÙ‹˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ‡
PCB Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ ei, fiÙ·Ó ·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ˆ˜
ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ C. ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ
Ô PCB ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ P-1

BC.
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3.3: ∞Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ ÌÂ ¶›Ó·ÎÂ˜

√ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ‡ PBC Â›Ó·È ¿ÌÂÛÔ˜, ·ÊÔ‡ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ÙËÓ i-
ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ›Ó·Î· Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
(ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B) ÙÔ‡ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ ei Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ C.
∂ÔÌ¤Óˆ˜,

PBC =
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0 -
0

2
2

0 1 00
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

Î·È

PCB = P-1
BC =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

∆ÒÚ· ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (a¢, b¢, g¢) ÙÔ‡ v = ae1+be2+ge3 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË
C ¤¯Ô˘ÌÂ:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a¢

b¢

g¢

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= PCB

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
g

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
g

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 (a + g)
b

-
0

2
2 (a - g)

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

Î·È ¤ÙÛÈ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· v ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

v =

0
2

2
(a + g)e1 + be2 -

0
2

2
(a - g)e3

∆ÒÚ·, Ë ÂÈÎfiÓ· ÙÔ‡ v ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ f(v) = ke1 + le2 + me3, fiÔ˘

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

k
l
m

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= AC(f)

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 (a + g)
b

-
0

2
2 (a - g)

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 0
0 2 0
0 0 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 (a + g)
b

-
0

2
2 (a - g)

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

=
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2(a + g)

2b
-2

0
2(a - g)

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

‰ËÏ·‰‹

f(v) =
0

2(a + g)e1 + 2be2 - 2
0

2(a - g)e3. (*)

(ªËÓ ÏËÛÌÔÓÂ›ÙÂ fiÙÈ ÔÈ a, b, g Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ‡ v ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·-
ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B.)
(ii)
∞fi ÙÔÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ Ù‡Ô (*) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ó·ÁÓˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ ·Ì¤Ûˆ˜ ÙÔÓ ›Ó·Î·
AB(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙË f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B, ·ÊÔ‡ ·ÓÙÈÎ·-
ıÈÛÙÒÓÙ·˜ Ù· ei Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ C ÌÂ ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ ˆ˜ ÚÔ˜ B ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

f(v) =
0

2(a + g) J02
2 , 0,

0
2

2 N + 2b(0, 1, 0) - 2
0

2(a - g) J-0
2

2 , 0,
0

2
2 N =

(3a - g, 2b,-a + 3g)
.

(**)

™˘ÓÂÒ˜,

f(e1) = f((1, 0, 0)) = (3, 0,-1), f(e2) = f((0, 1, 0)) = (0, 2, 0),

f(e3) = f((0, 1, 0)) = (-1, 0, 3)
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Î·È ¤ÙÛÈ

AB(f) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 0 -1
0 2 0

-1 0 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(c)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ

AB(f) = P-1
CBAC(f)PCB

Î·È fiÙÈ P-1
CB = PBC. ™˘ÓÂÒ˜,

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 0 -1
0 2 0

-1 0 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= AB(f) =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0 -
0

2
2

0 1 00
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 0
0 2 0
0 0 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

.

(¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÙˆÓ
ÙÚÈÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÂÍÈfi ¿ÎÚÔ ÙˆÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÈÛÔÙ‹ÙˆÓ
ÁÈ· Ó· «·Ó·Î·Ï‡„ÂÈ ÌÂ Ù· ‰ÈÎ¿ ÙÔ˘ Ì¿ÙÈ·» ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·
ÙÔ‡ ·ÚÈÛÙÂÚÔ‡ ¿ÎÚÔ˘.
(d) ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ

AB(f)
n = P-1

CBAC(f)
nPCB

Î·È ·ÊÔ‡

AC(f)
n =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 0 0
0 2 0
0 0 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

n

=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2n 0 0
0 2n 0
0 0 4n

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

,

ÙÂÏÈÎÒ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

AB(f)
n =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0 -
0

2
2

0 1 00
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2n 0 0
0 2n 0
0 0 4n

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0
2

2 0
0

2
2

0 1 0
-

0
2

2 0
0

2
2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
¯

=

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2n-1(1 + 2n) 0 2n-1(1 - 2n)
0 2n 0

2n-1(1 - 2n) 0 2n-1(1 + 2n)

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(iii) ŒÛÙˆ fiÙÈ f Î·È g Â›Ó·È ‰‡Ô º-ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ÌÂ ›Ó·ÎÂ˜ ·Ó··-
Ú¿ÛÙ·ÛË˜

AC( f ) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 -1 -1
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È AC(g) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0
0 0 0
3 2 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}.

(a) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ Ù‹˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ·ÂÈÎfiÓÈÛË˜ f + g : º3 Æ º3

¿Óˆ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· v ÙÔ‡ º3.
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(b) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Ker( f + g) Î·È Im( f + g).

(c) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Ù‹˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ·ÂÈÎfi-
ÓÈÛË˜ -3 f + 2g ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‰ÔıÂ›Û· ‚¿ÛË C.

§‡ÛË (iii)
(a)
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ıÂˆÚ›·, ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡
·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ f + g ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ f , g ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C
Â›Ó·È Ô

AC( f + g) = AC( f ) + AC(g),

‰ËÏ·‰‹

AC( f + g) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 -1 -1
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
+
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0
0 0 0
3 2 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 -1 -1
3 3 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ŒÛÙˆ fiÙÈ v Â›Ó·È ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ‡º3 Î·È fiÙÈ (a, b, g) Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 =
(0, 0, 1)} ÙÔ‡ º3.
¶ÚÒÙ·, ı· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· AB( f +g) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ
f + g ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B. ∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô

AB( f + g) = PBCAC( f + g)PCB.

√ ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ‚¿ÛË B ÛÙË ‚¿ÛË C Â›Ó·È Ô

PBC =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
1 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ‚¿ÛË C ÛÙË ‚¿ÛË B Â›Ó·È Ô

PCB = P-1
BC =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
0 1 -1
1 -1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ÕÚ·,

AB( f + g) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
1 1 0
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 -1 -1
3 3 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 1
0 1 -1
1 -1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 0 1
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

™˘ÓÂÒ˜, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (a¢, b¢, g¢) (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B) Ù‹˜
ÂÈÎfiÓ·˜ ( f + g)(v) ÙÔ‡ v Â›Ó·È ÔÈ

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a¢

b¢

g¢

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
0 0 1
1 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a
b
g

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

a + 2b + g
g
a

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

( f + g)(v) = ( f + g)(ae1 + be2 + ge3) = (a + 2b + g)e1 + ge2 + ae3.
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(b)
£· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÁÓˆÛÙfi Ù‡Ô ÙˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:

dimº V = dimº Ker(f) + dimº Im(f),

fiÔ˘ f : V Æ W Â›Ó·È ÌÈ· º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÌÂ dimº V < •.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÔÏ‡ Â‡ÎÔÏ· ÙÔÓ ˘Ú‹Ó·
Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Î·È ÙË ‰È¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ dimº Ker( f + g).
ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô v = ae1 + be2 + ge3 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ Ker( f + g), ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
( f + g)(v) = (a + 2b + g)e1 + ge2 + ae3 = 0º3 , ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó

a + 2b + g = 0
g = 0
a = 0

,

·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó

a = 0, b = 0, g = 0.

ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, v Œ Ker( f + g), ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó v = 0º3 . flÛÙÂ, Ker( f + g) =
{0º3 } Î·È dimº Ker( f + g) = 0. ŒÙÛÈ, ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ¤ÂÙ·È
fiÙÈ 3 = 0 + dimº Im( f + g) = dimº Im( f + g).
(c)
√ ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ AC(-3 f + 2g) Ù‹˜ -3 f + 2g ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË
C ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ (-3)AC( f ) + 2AC(g)). ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

AC(-3 f + 2g) = (-3)
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 1
0 -1 -1
0 1 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
+ 2

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0
0 0 0
3 2 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

-3 -3 -3
0 3 3
6 1 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(iv) ŒÛÙˆ fiÙÈ C = {e1, e2, e3} Â›Ó·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ —3 Î·È fiÙÈ t : —3 Æ —3 Â›Ó·È
Ô —-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Ô˘ ·Ó··Ú›ÛÙ·Ù·È ·fi ÙÔÓ ›Ó·Î·

AC(t) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 1
-1 0 1

1 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛËC. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ dim— Ker(t)Î·È dim— Im(t).

§‡ÛË (iv)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dim— Im(t) ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛÙÂ› ˆ˜ Ë
‚·ıÌ›‰· ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ›Ó·Î· Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙËÓ t ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ÔÈ·
‚¿ÛË. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ‰‡Ô ›Ó·ÎÂ˜ Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙÔ‡Ó ÙËÓ
›‰È· ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ˆ˜ ÚÔ˜ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ¿-
ÓÙÔÙÂ ÙËÓ ›‰È· ‚·ıÌ›‰·. ™˘ÓÂÒ˜, ÛÙËÓ ·ÚÔ‡Û· ¿ÛÎËÛË Â›Ó·È ·ÚÎÂÙfi
Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ AC(t).

¶ÚÔÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÌfiÓÔ˜ ÙÔ˘ ÙÈ˜ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÂ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ AC(t) ÁÈ· Ó· ÙÔÓ ÌÂÙ·ÙÚ¤„ÂÈ ÛÂ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi
›Ó·Î·. ∂‰Ò, ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ·ÏÒ˜ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·. ∏ ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ AC(t)
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3.
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(v) ŒÛÙˆ Ô —-ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜

t : —4[x] Æ —4[x], p(x) # p(x) + p¢(x),

fiÔ˘ ÌÂ p¢(x) ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Ë ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙÔ‡ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ p(x).

(a) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡ t ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË
C = {x4, x3, x2, x, 1} ÙÔ‡ —4[x].

(b) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô t Â›Ó·È ¤Ó·˜ —-ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜

(c) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡ t-1 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË
C.

§‡ÛË (v)
(a)
ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ÂÈÎfiÓˆÓ t(xi), 0 £ i £ 4 ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ
Ù‹˜ ‚¿ÛË˜ C ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

t(x4) = 1 ◊ x4 + 4 ◊ x3 + 0 ◊ x2 + 0 ◊ x + 0 ◊ 1
t(x3) = 0 ◊ x4 + 1 ◊ x3 + 3 ◊ x2 + 0 ◊ x + 0 ◊ 1
t(x2) = 0 ◊ x4 + 0 ◊ x3 + 1 ◊ x2 + 2 ◊ x + 0 ◊ 1
t(x) = 0 ◊ x4 + 0 ◊ x3 + 0 ◊ x2 + 1 ◊ x + 1 ◊ 1
t(1) = 0 ◊ x4 + 0 ◊ x3 + 0 ◊ x2 + 0 ◊ x + 1 ◊ 1

.

™˘ÓÂÒ˜, Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡ t ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C Â›Ó·È Ô

AC(t) =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
4 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

(b)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô t Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ô
›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·Û‹˜ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ Ô AC(t) Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜. £Âˆ-
ÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ ›Ó·Î·

[AC(t) | I5] =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
4 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 1 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓG2 Æ
G2 - 4G1, G3 Æ G3 - 3G2, G4 Æ G4 - 2G3, G5 Æ G5 - G4 ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô
›Ó·Î·˜

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 0 0 0 0

-4 1 0 0 0
12 -3 1 0 0

-24 6 -2 1 0
24 -6 2 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.
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∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ‡ AC(t) Â›Ó·È Ô

AC(t)
-1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
-4 1 0 0 0
12 -3 1 0 0

-24 6 -2 1 0
24 -6 2 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

ÕÚ·, Ô ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ t Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ˘¿Ú¯ÂÈ Ô
·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÂÓ‰ÔÌoÚÊÈÛÌfi˜ t-1.
(c)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ AC(t

-1) ÙÔ‡
t-1 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË C ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ AC(t)

-1. ∞ÏÏ¿ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ›Ó·Î·
ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁ›Û·ÌÂ ‹‰Ë ÛÙÔ ˘ÔÂÚÒÙËÌ· (b). ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

AC(t
-1) = AC(t)

-1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0 0 0
-4 1 0 0 0
12 -3 1 0 0

-24 6 -2 1 0
24 -6 2 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(vi) ŒÛÙˆ Ë —-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË

f : —3 Æ —2, (x, y, z) # (2x + 5y - 3z, x - 4y + 4z).

(a) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ AB3B2
(f) Ù‹˜ f ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÈ˜ Î·ÓÔÓÈÎ¤˜ ‚¿ÛÂÈ˜ B3 Î·È B2 ÙˆÓ —3 Î·È —2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.
(b) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ AC3C2

(f) Ù‹˜ f ˆ˜ ÚÔ˜
ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ C3 = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} Î·È C2 = {(1, 3), (2, 5)} ÙˆÓ
—3 Î·È —2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

(c) ¡· Â˘ÚÂıÔ‡Ó ·ÓÙÛÙÚ¤„ÈÌÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ P Î·È Q ÌÂ AC3C2
(f) = QAB3B2

(f)P.

§‡ÛË (vi)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ‰ÔÎÈÌ¿ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÙÈ˜ «‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜» Î·Ù¿
ÙËÓ Â›Ï˘ÛË Ù‹˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ¿ÛÎËÛË˜.

∆π ∂π¶∞¡ √π ºÀ™π∫√π °π∞ ∆∞ ª∞£∏ª∞∆π∫∞

Einstein, Albert (1879–1955)

ŸÙ·Ó ÔÈ ÓfiÌÔÈ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ Â›Ó·È
‚¤‚·ÈÔÈ Î·È fiÙ·Ó Â›Ó·È ‚¤‚·ÈÔÈ, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.
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3: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

3.4 √Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

(i) ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ 4 ¥ 4 ›Ó·Î·˜ ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘Û· det A = 3. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë
ÔÚ›˙Ô˘Û· det

Ù
A ÙÔ‡ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡

Ù
A ÙÔ‡ ›Ó·Î· A.

§‡ÛË (i)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ n ¥ n ›Ó·Î· A ÈÛ¯‡ÂÈ: A

Ù
A =

(det A)In =
Ù
AA. ™ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¿ÛÎËÛË Ô A Â›Ó·È ¤Ó·˜ 4¥ 4 ›Ó·Î·˜ ÌÂ

ÔÚ›˙Ô˘Û· ›ÛË ÌÂ 3. ™˘ÓÂÒ˜,

A
Ù
A = 3I4 fi det(A

Ù
A) = det(3I4) = 34 fi det

Ù
A = (det A)-134 = 3-134 = 33.

(ii) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ô n ¥ n ›Ó·Î·˜ A ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi˜

Ù
A ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

§‡ÛË (ii)
ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ¤Ó·˜ n¥n ›Ó·Î·˜ A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ
·Ó det A π 0.
ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ ·fi ÙË (ÁÓˆÛÙ‹) Û¯¤ÛË A

Ù
A = (det A)In =

Ù
AA(*)

¤¯Ô˘ÌÂ (det A)(det
Ù
A) = (det A)n(**).

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ô
Ù
A ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ÙfiÙÂ det

Ù
A = 0 Î·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

(**) ¤ÂÙ·È (det A)n = 0Ø ¿Ú· (det A) = 0 Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Ô A ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈ-
ÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.
ŒÛÙˆ fiÙÈ Ô A ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ÙfiÙÂ det A = 0 Î·È ·fi ÙËÓ (*)
¤ÂÙ·È A

Ù
A = 0In = 0. ∂¿Ó ‹Ù·Ó Ô

Ù
A ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ÙfiÙÂ ı· Â›¯·ÌÂ

A = A(
Ù
A
Ù
A-1) = (A

Ù
A)
Ù
A-1) = (0In)

Ù
A-1 = 0,

‰ËÏ·‰‹ Ô ›Ó·Î·˜ A ı· ‹Ù·Ó ÌË‰ÂÓÈÎfi˜Ø ·ÏÏ¿ ÙfiÙÂ Î·È Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·-
ÙÈÎfi˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·˜

Ù
A ı· ‹Ù·Ó ÌË‰ÂÓÈÎfi˜. ŸÌˆ˜ ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô Â›Ó·È ¿ÙÔÔ

·ÊÔ‡ ˘Ôı¤Û·ÌÂ fiÙÈ Ô
Ù
A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜. ™˘ÓÂÒ˜, fiÙ·Ó Ô A ‰ÂÓ Â›Ó·È

·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ÙfiÙÂ Ô‡ÙÂ Ô
Ù
A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

(iii) ŒÛÙˆ Ô ›Ó·Î·˜

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 2
2 -3 3
1 -1 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi˜ ÙÔ‡ A ›Ó·Î·˜
Ù
A Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜

Ô A-1

(a) ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ‡
Ù
A,

(b) ÌÂ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ‡ A.

§‡ÛË (iii)
°È· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ‡ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡

Ù
A ÙÔ‡ ›Ó·Î· A, ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ

Ó· ÏÔÁ·ÚÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ A. ŒÙÛÈ
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3.4: √Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

¤¯Ô˘ÌÂ:

A11 = (-1)2
ƒƒƒƒƒƒƒ -3 3
-1 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 0, A12 = (-1)3
ƒƒƒƒƒƒƒ 2 3

1 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1, A13 = (-1)4
ƒƒƒƒƒƒƒ 2 -3

1 -1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1,

A21 = (-1)3
ƒƒƒƒƒƒƒ -1 2
-1 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = -1, A22 = (-1)4
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 2

1 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = -1, A23 = (-1)5
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 -1

1 -1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 0,

A31 = (-1)4
ƒƒƒƒƒƒƒ -1 2
-3 3

ƒƒƒƒƒƒƒ = 3, A32 = (-1)5
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 2

2 3

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1, A33 = (-1)6
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 -1

2 -3

ƒƒƒƒƒƒƒ = -1.

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

Ù
A =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

A11 A21 A31
A12 A22 A32
A13 A23 A33

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 -1 3
1 -1 0
1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

(a)
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ

A-1 =
1

det A

Ù
A.

£· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ det A ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË Î·Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ÚÒÙË˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜.

det A = 1 ◊ A11 + (-1) ◊ A12 + 2 ◊ A13 = 1 ◊ 0 + (-1) ◊ 1 + 2 ◊ 1 = 1 π 0.

ÕÚ·,

A-1 =
1
1

Ù
A =

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 -1 3
1 -1 1
1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

(b)
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ Â·˘ÍËÌ¤ÓÔ ›Ó·Î·

[A | I3] =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 2
2 -3 3
1 -1 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ:

G2 Æ G2 - 2G1,G3 Æ G3 - G1,G2 Æ -G2,G3 Æ -G3,G1 Æ G1 + G2,

G2 Æ G2 - G3,G1 Æ G1 - 3G3

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎÒ˜ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ›Ó·Î·˜:

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
0 -1 3
1 -1 1
1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

™˘ÓÂÒ˜,

A-1 =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 -1 3
1 -1 1
1 0 -1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.
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3: °Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

(iv) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô ¿ÁÓˆÛÙÔ˜ ›Ó·Î·˜ X Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙË Û¯¤ÛË:

XA = B,

fiÔ˘ A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 4 0
0 4 -2
0 2 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È B = K 1 0 4
2 3 0 O .

§‡ÛË (iv)
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô X ÔÊÂ›ÏÂÈ Ó· Â›Ó·È ¤Ó·˜ 2 ¥ 3 ›Ó·Î·˜. ŒÛÙˆ ÏÔÈfiÓ
fiÙÈ Ô X ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

X = K x1 x2 x3
y1 y2 y3

O .

Œ¯Ô˘ÌÂ:

XA = K x1 x2 x3
y1 y2 y3

O ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 4 0
0 4 -2
0 2 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=

K 2x1 4x1 + 4x2 + 2x3 -2x2 + 2x3
2y1 4y1 + 4y2 + 2y3 -2y2 + 2y3

O = K 1 0 4
2 3 0 O .

ŒÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

2x1 = 1
4x1 +4x2 +2x3 = 0

-2x2 +2x3 = 4
Î·È

2y1 = 2
4y1 +4y2 +2y3 = 3

-2y2 +2y3 = 0.

∂ÈÏ‡ÔÓÙ·˜ ÙÔ ÚÒÙÔ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

x1 =
1
2

, x2 = -1, x3 = 1.

∂ÈÏ‡ÔÓÙ·˜ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

y1 = 1, y2 =
-1
6

, y3 =
-1
6

.

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

X = K 1
2 -1 1
1 -1

6
-1
6
O .

™ËÌÂ›ˆÛË. ∏Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¿ÛÎËÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈÏ˘ıÂ› Î·È ÌÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ÙÚfiÔ.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 24. °È' ·˘Ùfi Ô ›Ó·Î·˜
A Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ Î·È ¤ÙÛÈ ·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· XA = B ·›ÚÓÔ˘ÌÂ X = BA-1.
™˘ÓÂÒ˜ ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ‡ X ·ÚÎÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ A-1

ÙÔ‡ A Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi BA-1. √ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜

A-1ÙÔ‡ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ (1/6)
ÊÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

3 -2 -2
0 1 1
0 -1 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

. ÕÚ·, X = BA-1 = (1/6) K3 -6 6
6 -1 -1O.
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3.4: √Ú›˙Ô˘ÛÂ˜

(v) ŒÛÙˆ Ô 3 ¥ 3 ›Ó·Î·˜

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -a b
a 1 -g

-b g 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
Œ M3¥3(—).

(a) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ a, b, g, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ det A π 0.

(b) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô A-1 ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ‡ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡ ÙÔ˘
Ù
A.

§‡ÛË (v)
(a)
ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ A ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË Î·Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜
ÚÒÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜:

det A = 1 ◊ A11 + (-a)A12 + bA13 =

1 ◊ det K1 -g
g 1 O + (-a)(-1)3 ◊ det K a -g

-b 1 O + b(-1)4 ◊ det K a 1
-b gO =

1 + a2 + b2 + g2.

∏ ÔÛfiÙËÙ· 1+a2+b2+g2 Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ ÁÈ· ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ a, b, g. ÕÚ·, Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· det A Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ‹.
(b)
∞ÊÔ‡ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ (a) Ë det A ‰ÂÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÔÙ¤ ÌÂ 0, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ
˘¿Ú¯ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ a, b, g Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ›Ó·Î·˜ A-1.
∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ A-1 = 1

det A

Ù
A.

°È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi ›Ó·Î·
Ù
A ÙÔ‡ A, ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ

Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ A. ŒÙÛÈ
¤¯Ô˘ÌÂ:

A11 =
ƒƒƒƒƒƒƒ1 -g
g 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1 + g2, A12 = -
ƒƒƒƒƒƒƒ a -g
-b 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = -a + bg, A13 =
ƒƒƒƒƒƒƒ a 1
-b g

ƒƒƒƒƒƒƒ = ag + b,

A21 = -
ƒƒƒƒƒƒƒ-a b
g 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = a + bg, A22 =
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 b
-b 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1 + b2, A23 = -
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 -a
-b g

ƒƒƒƒƒƒƒ = -g + ab,

A31 =
ƒƒƒƒƒƒƒ-a b

1 -g

ƒƒƒƒƒƒƒ = ag - b, A32 = -
ƒƒƒƒƒƒƒ1 b
a -g

ƒƒƒƒƒƒƒ = g + ab, A33 =
ƒƒƒƒƒƒƒ1 -a
a 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 1 + a2.

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

A-1 =
1

1 + a2 + b2 + g2

ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 + g2 a + bg ag - b
-a + bg 1 + b2 g + ab
ag + b -g + ab 1 + a2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

(vi) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

A =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 -1
-2 1 3

3 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
Œ M3¥3(—).

(a) ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Sarrus,
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(b) ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË Î·Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ÛÙ‹ÏË˜,

(c) ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË Î·Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜.

§‡ÛË (vi)
(a)
∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Sarrus Ô˘ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÈ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÂÓfi˜ 3 ¥ 3
›Ó·Î·:

-   -    -        +  +  +

 1  0  -1  1  0
-2  1   3 -2  1
 3  0   2   3  0 

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ 2 + 0 + 0 + 3 - 0 - 0 = 5. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ det A = 5.
(b)

det A = (-1)A13 + 3A23 + 2A33 = (-1)(-1)4
ƒƒƒƒƒƒƒ-2 1

3 0

ƒƒƒƒƒƒƒ + 3(-1)5
ƒƒƒƒƒƒƒ1 0
3 0

ƒƒƒƒƒƒƒ + 2(-1)6
ƒƒƒƒƒƒƒ 1 0
-2 1

ƒƒƒƒƒƒƒ = 5.

(c)
¶ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌÂ ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔÓ Û˘ÁÎÂ-
ÎÚÈÌ¤ÓÔ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi.

(vii) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛıÔ‡Ó ÔÈ ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ:

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

2 -1 3 7
1 -2 4 3
3 4 2 -1
2 -2 8 -4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 -4 4
2 -1 4 -8
1 0 1 -2
0 1 -2 3

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

§‡ÛË (vii)
™ËÌÂ›ˆÛË. Œ¯Ô˘ÌÂ ÁÓˆÚ›ÛÂÈ ÏËıÒÚ· ÌÂıfi‰ˆÓ Ô˘ ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi
Ù‹˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ‡ ›Ó·Î·.

(a) °È· ›Ó·ÎÂ˜ ÌÈÎÚÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜, Ë ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ó·È Ë ·Ó¿Ù˘ÍË
Ù‹˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ÁÚ·ÌÌ‹ ‹ ÛÙ‹ÏË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ‰ÂÓ
Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÛÌÔÓÔ‡ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· (-1)i+ j Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÙËÓ
ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Ù‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜. ™˘Ó‹ıˆ˜ ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ·
ÁÚ·ÌÌ‹ ‹ ÛÙ‹ÏË Ô˘ Û˘Ó›ÛÙ·Ù·È ·fi «·ÚÎÂÙ¿» ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·.

(b) ªÈ· ¿ÏÏË Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ó·È Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· Ù‹˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ (ÌÂ
ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ‹ ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ) ÛÂ ¿Óˆ
‹ Î¿Ùˆ ÙÚÈÁˆÓÈÎfi ›Ó·Î·, ·ÊÔ‡ ÙfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ÚÔÎ‡ÙÔÓÙ· ›Ó·Î·
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ Î‡ÚÈ·˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘ ÙÔ˘. ™ÙËÓ Â-
Ú›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÛÌÔÓÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·Ó·ÏfiÁˆ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ Ô˘ ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂ, Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÌÔÚÂ› Â›ÙÂ Ó· ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÚfiÛËÌÔ Â›ÙÂ
Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÌÂ Î¿ÔÈÔÓ ·ÚÈıÌfi.

°È· ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ A Î·È B:
√ ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔÎÈÌ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘.
∆· ÔÚı¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â›Ó·È:

det A = 80, det B = 1.
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°È· ÙÔÓ ›Ó·Î· C:

detC =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
G1ÆG1+G2+G3+G4=

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
a + 3b a + 3b a + 3b a + 3b

b a b b
b b a b
b b b a

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ =
(a + 3b)

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 1 1 1
b a b b
b b a b
b b b a

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
S2ÆS2-S1=
S3ÆS3-S1
S4ÆS4-S1

(a + 3b)

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
1 0 0 0
b a - b 0 0
b 0 a - b 0
b 0 0 a - b

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ =
(a + 3b)(a - b)3.

(ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÌÂ G Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ
ÁÚ·ÌÌÒÓ Î·È ÌÂ S ÙÈ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ.)

(viii) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛıÔ‡Ó ÔÈ ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜ ÙˆÓ ·ÎfiÏÔ˘ıˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ:

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 6
3 4 5 6 6 6
4 5 6 6 6 6
5 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Î·È

C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a b g d 2
b g d a 2
g d a b 2
d a b g 2

b+g
2

g+d
2

d+a
2

a+b
2 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

§‡ÛË (viii)
°È· ÙÔÓ ›Ó·Î· A:
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ

det A =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 6
3 4 5 6 6 6
4 5 6 6 6 6
5 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓÚ¿ÍÂˆÓ

G6 Æ G6 - G5,G5 Æ G5 - G4,G4 Æ G4 - G3,

G3 Æ G3 - G2,G2 Æ G2 - G1
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·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

det A =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
.

∆ÒÚ· ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓÚ¿ÍÂˆÓ

S1 W S6,S2 W S5,S3 W S4,

·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

det A = (-1)(-1)(-1)

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

6 5 4 3 2 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
= (-1)6 = -6.

°È· ÙÔÓ ›Ó·Î· B:
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ

det B =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓÚ¿ÍÂˆÓ

S1 W S6,S2 W S5,S3 W S4,

·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

det B = (-1)(-1)(-1)

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

1 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0
1 2 3 0 0 0
1 2 3 4 0 0
1 2 3 4 5 0
1 2 3 4 5 6

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
= (-1)(1 ◊ 2 ◊ 3 ◊ 4 ◊ 5 ◊ 6) = -720.

°È· ÙÔÓ ›Ó·Î· C:
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ

detC =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
a b g d 2
b g d a 2
g d a b 2
d a b g 2

b+g
2

g+d
2

d+a
2

a+b
2 2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
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Î·È ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙË ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë Ú¿ÍË

G5 Æ G5 -
1
2
G2 -

1
2
G3

·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

detC =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
a b g d 2
b g d a 2
g d a b 2
d a b g 2
0 0 0 0 0

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ
= 0.

(ix) ŒÛÙˆ fiÙÈ A Â›Ó·È ¤Ó·˜ m ¥ m ›Ó·Î·˜, B Â›Ó·È ¤Ó·˜ n ¥ n ›Ó·Î·˜ Î·È C
Â›Ó·È ¤Ó·˜ n ¥ m ›Ó·Î·˜. ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

det K A 0
C B O = det A ◊ det B

Î·È ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÙÂ ÙËÓ ·ÓˆÙ¤Úˆ ·Ú·Ù‹ÚËÛË ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔ-
Á›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î·:

D =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 1 0 0
2 1 0 0
3 4 1 2
5 6 3 4

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

§‡ÛË (ix)
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ

K A 0
C B O = K A 0

0 In
O K Im 0

C In
O K Im 0

0 B O .

™˘ÓÂÒ˜,

det K A 0
C B O = det K A 0

0 In
O det K Im 0

C In
O det K Im 0

0 B O .

√ ›Ó·Î·˜ K Im 0
C In

O Â›Ó·È ¤Ó·˜ Î¿Ùˆ ÙÚÈÁˆÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi

Ë ÔÚ›˙Ô˘Û¿ ÙÔ˘ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ù‹˜ Î‡ÚÈ·˜ ‰È·-
ÁˆÓ›Ô˘ ÙÔ˘. ∏ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ›Ó·Î· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1, ·ÊÔ‡
fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ Î‡ÚÈ·˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›Û· ÌÂ 1.
∏ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

K Im 0
0 B O =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∏ ∂ ∂ ∂ ∏ ∂
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
∂ ∂ ∏ ∂ B
0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯
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ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î· B. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·˜ Î·Ù¿
Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ÚÒÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

det K Im 0
0 B O = 1 ◊ det K Im-1 0

0 B O = 1 ◊ 1 ◊ det K Im-2 0
0 B O = ◊ ◊ ◊ =

1 ◊ 1 ◊µ ◊1 ◊ det K I2 0
0 B O = 1 ◊ 1 ◊µ ◊1 ◊ 1 ◊ det B = det B.

¶·ÚÔÌÔ›ˆ˜, Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î· K A 0
0 In

O ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û·

ÙÔ‡ ›Ó·Î· A. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

det K A 0
C B O = det K A 0

0 In
O det K Im 0

C In
O det K Im 0

0 B O =
det A ◊ 1 ◊ det B = det A ◊ det B.

£· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ÛÙÔÓ ›Ó·Î· D. ∂‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ:

D = K A¢ 0
C¢ B¢ O ,

fiÔ˘

A¢ = K 1 1
2 1 O , B¢ = K 1 2

3 4 O , C¢ = K 3 4
5 6 O .

∂ÔÌ¤Óˆ˜,

det D = det A¢ ◊ det B¢ = (1 - 2)(4 - 6) = 2.

(x) (a) ¡· ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ n ¥ n ›Ó·Î·:

A =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

S1 S1 S1 . . . S1
S1 S2 S2 . . . S2
S1 S2 S3 . . . S3
∂ ∂ ∂ ∏ ∂

S1 S2 S3 . . . Sn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

, fiÔ˘ Sn = 1 + 2 + ◊ ◊ ◊ + n

ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ n!. (ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ n! = 1 ◊ 2 ◊ ◊ ◊ ◊ ◊ n.)

(b) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ n ¥ n ›Ó·Î·:

B =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

∂ ∂ . . . ∂
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

§‡ÛË (ix)
(a)
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°È· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:
ŒÛÙˆ fiÙÈ Mn Â›Ó·È ¤Ó·˜ n ¥ n ›Ó·Î·˜ Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜

Mn =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m1 m1 m1 . . . m1
m1 m2 m2 . . . m2
m1 m2 m3 . . . m3
∂ ∂ ∂ ∏ ∂

m1 m2 m3 . . . mn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

, fiÔ˘ m1, m2, . . . mn Œ º. (*)

£· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÌÂ Â·ÁˆÁ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ n fiÙÈ

det Mn = m1(m2 - m1)(m3 - m2) . . . (mn - mn-1). (P)

°È· n = 1, ¤¯Ô˘ÌÂ M1 = (m1) Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ det M1 = m1
ŒÛÙˆ fiÙÈ ÁÈ· n = k Ë ÚÔ˜ ·fi‰ÂÈÍË ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È ·ÏËı‹˜Ø ‰ËÏ·‰‹ ‰Â-
¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ k ¥ k ›Ó·Î· Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ (*) ÈÛ¯‡ÂÈ:

det Mk = m1(m2 - m1)(m3 - m2) . . . (mk - mk-1).

£· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

det Mk+1 = m1(m2 - m1)(m3 - m2) . . . (mk+1 - mk).

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ Mk+1 ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ
ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G2 Æ G2 - G1,G3 Æ G3 - G1, . . . ,Gk+1 Æ Gk+1 - G1

Ï·Ì‚¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ (k + 1) ¥ (k + 1) ›Ó·Î·

M ¢
k+1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m1 m1 m1 . . . m1
0 m2 - m1 m2 - m1 . . . m2 - m1
0 m2 - m1 m3 - m1 . . . m3 - m1
∂ ∂ ∂ ∏ ∂
0 m2 - m1 m3 - m1 . . . mk+1 - m1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ıÂˆÚ›· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÈ˜ ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ
det Mk+1 = det M ¢

k+1. ∞Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· M ¢
k+1 ÙÔ‡ Î·Ù¿ Ù·

ÛÙÔÈ¯Â›· Ù‹˜ ÚÒÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

det M ¢
k+1 = m1 ◊ det

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m2 - m1 m2 - m1 . . . m2 - m1
m2 - m1 m3 - m1 . . . m3 - m1

∂ ∂ ∏ ∂
m2 - m1 m3 - m1 . . . mk+1 - m1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

√ ›Ó·Î·˜

M ¢ =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m2 - m1 m2 - m1 . . . m2 - m1
m2 - m1 m3 - m1 . . . m3 - m1

∂ ∂ ∏ ∂
m2 - m1 m3 - m1 . . . mk+1 - m1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

Â›Ó·È ¤Ó·˜ k ¥ k ›Ó·Î·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ (*), ·ÊÔ‡ ı¤ÙÔÓÙ·˜

m2 - m1 = m¢
1, m3 - m1 = m¢

2, . . . , mk+1 - m1 = m¢
k
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Ô ›Ó·Î·˜ M ¢ ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

M ¢ =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

m¢
1 m¢

1 m¢
1 . . . m¢

1
m¢

1 m¢
2 m¢

2 . . . m¢
2

m¢
1 m¢

2 m¢
3 . . . m¢

3
∂ ∂ ∂ ∏ ∂

m¢
1 m¢

2 m¢
3 . . . m¢

k

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜
¯

Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ·fi ÙËÓ Â·ÁˆÁÈÎ‹ ˘fiıÂÛË, ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

det M ¢ =m¢
1(m

¢
2 - m¢

1)(m
¢
3 - m¢

2) . . . (m¢
k+1 - m¢

k) =

(m2 - m1)[(m3 - m1) - (m2 - m1)][(m4 - m1) - (m3 - m1)] . . .

[(mk+1 - m1) - (mk - m1)] = (m2 - m1)(m3 - m2)(m4 - m3) . . . (mk+1 - mk).

™˘ÓÂÒ˜,

det Mk+1 = m1 det M ¢ = m1(m2 - m1)(m3 - m2)(m4 - m3) . . . (mk+1 - mk).

ŒÙÛÈ, ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ Ë (P).
√ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˜ ›Ó·Î·˜ A Ù‹˜ ¿ÛÎËÛË˜ ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ (*) Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ
Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ St ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· 1+ 2+ ◊ ◊ ◊ + t.
∂ÔÌ¤Óˆ˜,

det A = S1(S2 - S1)(S3 - S2) . . . (Sn - Sn-1) = 1 ◊ 2 ◊ 3 ◊ ◊ ◊ ◊ n = n!.

(b)
£· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ›Ó·Î· B.
∂¿Ó n = 1, ÙfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ B ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 1 + x1y1.
ŒÛÙˆ fiÙÈ n ≥ 2.
∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ Â› ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÙÔ˘ B ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ
ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ

G2 Æ G2 - G1,G3 Æ G3 - G1, . . . ,Gn Æ Gn - G1

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ›Ó·Î·˜

B¢ =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
(x2 - x1)y1 (x2 - x1)y2 . . . (x2 - x1)yn

∂ ∂ . . . ∂
(xn - x1)y1 (xn - x1)y2 . . . (xn - x1)yn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ det B = det B¢. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ

det B¢ = (x2 - x1) . . . (xn - x1) det

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
y1 y2 . . . yn
∂ ∂ . . . ∂

y1 y2 . . . yn

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

.

∂¿Ó n ≥ 3, ÙfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ B¢ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÌË‰¤Ó, ·ÊÔ‡ Ô B¢ ‰È·ı¤ÙÂÈ
‰‡Ô ›ÛÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. ™˘ÓÂÒ˜, det B = det B¢ = 0.
∂¿Ó n = 2, ÙfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ B¢– Û˘ÓÂÒ˜ Î·È ÙÔ‡ B– ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

det B¢ = (x2 - x1) det K1 + x1y1 1 + x1y2
y1 y2

O = (x2 - x1)(y2 - y1).
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(xi) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘ (n + 1) ¥ (n + 1) ›Ó·Î·:

C =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a0 1 1 1 . . . 1
1 a1 0 0 . . . 0
1 0 a2 0 . . . 0
∂ ∂ 0 ∏ . . . 0
∂ ∂ ∂ ∏ ∏ 0
1 0 . . . . . . 0 an

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

, fiÔ˘ a1a2 . . . an π 0.

§‡ÛË (xi)
¶ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Â›Ó·È Ï¤ÔÓ ¤ÙÔÈÌÔ˜ Ó· ‰ÔÎÈÌ¿ÛÂÈ ÙÈ˜ «›‰È-
Â˜» ‰‡Ó·ÌÂÈ˜ ÛÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¿ÛÎËÛË.

(xii) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡

f : —3 Æ —3, (x, y, z) Æ (x + 2y, y - z, x + 2z)

Î·È Ó· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› Â¿Ó Ô f Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

§‡ÛË (xii)
¶ÚÒÙ· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· MB(f) Ô˘ ·Ó··ÚÈÛÙ¿ ÙÔÓ ÂÓ‰ÔÌÔÚ-
ÊÈÛÌfi f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 =
(0, 0, 1)}. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

f(e1) = (1, 0, 1) = 1e1 + 0e2 + 1e3, f(e2) = (2, 1, 0) = 2e1 + 1e2 + 0e3,

f(e3) = (0,-1, 2) = 0e1 + (-1)e2 + 2e3.

™˘ÓÂÒ˜,

MB(f) =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 0
0 1 -1
1 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

.

∞fi ÙË ıÂˆÚ›· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ fÛ˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û·
ÙÔ‡ ›Ó·Î· MB(f). ÕÚ·,

det f = det MB(f) = det
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 2 0
0 1 -1
1 0 2

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
=

1 ◊ det K 1 -1
0 2 O + (-2) ◊ det K 0 -1

1 2 O = 2 - 2 = 0.

∞ÊÔ‡ ÏÔÈfiÓ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ‡ f ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 0, Ô ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ f ‰ÂÓ Â›Ó·È
·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜.

(xiii) ŒÛÙˆ V ¤Ó·˜—-‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ 3 Î·ÈB = {v1, v2, v3} ÌÈ·
—-‚¿ÛË ÙÔ˘.
°È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ‡ l Œ — ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

C = {w1 = v1 - v2 + lv3, w2 = lv1 + 2v2 - 3v3, w3 = 2v1 + lv2 + (l + 1)v3}

Â›ÛË˜ ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V ;
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§‡ÛË (xiii)
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ C ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ‡ V , ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Â›Ó·È ¤Ó· —-
ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Û‡ÓÔÏÔ, ·ÊÔ‡ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ‡ C
ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ 3 Î·È Ë —-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ V ÈÛÔ‡Ù·È Â›ÛË˜ ÌÂ 3. ∆Ô C Â›Ó·È
—-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ
ÙÔ˘ Â›Ó·È ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ‹Ø ÌÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Ô 3¥ 3 ›Ó·Î·˜ ÌÂ
ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ w1, w2, w3 ˆ˜ ÚÔ˜ B, ‰ËÏ·‰‹ Ô ›Ó·Î·˜

M =
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 l
l 2 -3
2 l l + 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯

Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜. °È' ·˘Ùfi ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û·
ÙÔ‡ M. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

det M = det
ÊÁÁÁÁÁÁ
Ë

1 -1 l
l 2 -3
2 l l + 1

ˆ̃̃
˜̃̃
˜
¯
= (l + 2)(l2 - l + 4).

√ M Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó det M π 0, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
(l + 2)(l2 -l+ 4) π 0. °È· Î¿ıÂ l Œ —, Ë ¤ÎÊÚ·ÛË l2 -l+ 4 Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚË
ÙÔ‡ ÌË‰ÂÓfi˜ (ÁÈ·Ù›;). ∂ÔÌ¤Óˆ˜ , "l π -2 Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· det M π 0 Î·È ÁÈ'
·˘Ùfi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

C = {w1 = v1 - v2 + lv3, w2 = lv1 + 2v2 - 3v3, w3 = 2v1 + lv2 + (l + 1)v3}

·ÔÙÂÏÂ› ‚¿ÛË ÙÔ‡ V ÁÈ· Î¿ıÂ l Œ — î {-2} .

∆π ∂π¶∞¡ √π ª∞£∏ª∞∆π∫√π °π∞ ∆√À™ ª∞£∏ª∞∆π∫√À™

Erdös, Paul (1913–1996)

√ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ Â›Ó·È ÌÈ· ÌË¯·Ó‹ Ô˘ ÌÂÙ·ÙÚ¤ÂÈ ÙÔÓ Î·Ê¤ ÛÂ ıÂˆÚ‹Ì·Ù·.
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¶·Ú¿ÚÙËÌ· A

∏ µ·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ ¶›Ó·Î·

A.1 °Ú·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· Î·È ™ÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ¶›Ó·Î·

ŒÛÙˆ ¤Ó·˜ n ¥ m ›Ó·Î·˜ A = (ai j) ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ¤Ó· ÛÒÌ· º. °È· Î¿ıÂ
i, 1 £ i £ n, Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ AiÍ ÙËÓ i-ÔÛÙ‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ‡ A Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ j, 1 £ j £
m, Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ AÍ j ÙËÓ j-ÔÛÙ‹ ÛÙ‹ÏË ÙÔ‡ A. ∫¿ıÂ ÁÚ·ÌÌ‹ AiÍ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È
·fi m Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Î·È Î¿ıÂ ÛÙ‹ÏË AÍ j ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi n Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜. ŒÙÛÈ,
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ R(A) = {AiÍ | i, 1 £ i £ n} ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡
º-¯ÒÚÔ˘ M1¥m ÙˆÓ 1 ¥ m ÈÓ¿ÎˆÓ Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ C(A) = {AÍ j | j, 1 £ j £ m}
ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ º-¯ÒÚÔ˘ Mn¥1 ÙˆÓ n ¥ 1 ÈÓ¿ÎˆÓ.

OÚÈÛÌfi˜ A.1.1. ∏ º-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ˘fi¯ˆÚÔ˘ XR(A)\ ÙÔ‡ M1¥m Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È
·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A.
∏ º-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ˘fi¯ˆÚÔ˘ XC(A)\ ÙÔ‡ Mn¥1 Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜
ÙÔ‡ A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A.

£· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ n ¥ m ›Ó·Î· A ÌÂ rankc(A) Î·È ÙË
ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ˘ ÌÂ rankr(A).
™ÙÔ ·ÚfiÓ ·Ú¿ÚÙËÌ· ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

£ÂÒÚËÌ· A.1.2. ∂¿Ó A = (ai j) Â›Ó·È ¤Ó·˜ n¥m ›Ó·Î·˜ ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ¤Ó·
ÛÒÌ· º, ÙfiÙÂ

rankc(A) = rankr(A).

∏ ·Ï‹ıÂÈ· ÙÔ‡ ·ÓˆÙ¤Úˆ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ ÙÔÓ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÔÚÈÛÌfi:

OÚÈÛÌfi˜ A.1.3. √·ÚÈıÌfi˜ rankc(A) = rankr(A)Î·ÏÂ›Ù·È ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ n¥m ›Ó·Î·
A Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ rank(A).

95



A: ∏ µ·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ ¶›Ó·Î·

A.1.1 √ÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜.

¶›Ó·ÎÂ˜ Î·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ∞ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

ŒÛÙˆ fiÙÈ m Î·È n Â›Ó·È ‰‡Ô ¿ÁÈÔÈ Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓº-¯ÒÚÔ Mn¥1
(·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Mm¥1) Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÔ˘˜ n¥1 (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ m¥1) ›Ó·ÎÂ˜.
ŒÛÙˆ fiÙÈ Bn (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Bm) Â›Ó·È Ë Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË1 ÙÔ‡ Mn¥1 (·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜
ÙÔ‡ Mm¥1).

∫¿ıÂ n ¥ m ›Ó·Î·˜ A ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·fi ¤Ó· ÛÒÌ· º ÔÚ›˙ÂÈ, ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙÔ‡
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÈÓ¿ÎˆÓ, ÌÈ· º-ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ·fi ÙÔÓ ¯ÒÚÔ Mm¥1
(ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ Bm) ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Mn¥1 (ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ Bn).
ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, Ë ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›·

a : Mm¥1 Æ Mn¥1, v =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

k1
k2
∂
km

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

# a(v) = A

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

k1
k2
∂
km

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· (Î·Ï¿ ÔÚÈÛÌ¤ÓË) ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ·fi ÙÔÓ ¯ÒÚÔ Mm¥1 ÛÙÔÓ
¯ÒÚÔ Mn¥1.

π‰È·ÈÙ¤Úˆ˜, ÔÈ ÏÂÁfiÌÂÓÔÈ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ›Ó·ÎÂ˜ n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜, Ô˘ ı· ˘ÂÓı˘-
Ì›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ÂfiÌÂÓÂ˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘˜, ÔÚ›˙Ô˘Ó ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ·fi ÙÔÓ
¯ÒÚÔ Mn¥1 ÛÙÔÓ ¯ÒÚÔ Mn¥1.

∫ÏÈÌ·ÎˆÙÔ› ¶›Ó·ÎÂ˜

ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ n ¥ m ›Ó·Î·˜. √ A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜, Â¿Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜
ÌË-·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ r, 0 £ r £ n, Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

(i) √È ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ n-r ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A Ó· ·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ÌfiÓÔ ·fi ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ º.

(ii) ∫·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ÚÒÙÂ˜ r ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ‡ A Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó·
ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ º.

(iii) ∂¿Ó ki, 1 £ i £ m, Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ ÙÔÓ ‰Â›ÎÙË Ù‹˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÛÙËÓ ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂ-
Ù·È ÙÔ ÚÒÙÔ (ÌÂÙÚÒÓÙ·˜ ·fi Ù· ·ÚÈÛÙÂÚ¿) ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô Ù‹˜
i–ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, ÙfiÙÂ Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ:

1 £ k1 < k2 < ◊ ◊ ◊ < kr-1 < kr £ n.

1ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË Bn ÙÔ‡ Mn¥1 Û˘Ó›ÛÙ·Ù·È ·fi Ù· n ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÛÙËÏÔ‰È·-
Ó‡ÛÌ·Ù· ei, 1 £ i £ n, fiÔ˘ ÁÈ· Î¿ıÂ j, 1 £ j £ n, Ë j-ÔÛÙ‹ Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ‡ ei ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ di j (ÙÔ
Û‡Ì‚ÔÏÔ ÙÔ‡ Kronecker).
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¢ËÏ·‰‹, ¤Ó·˜ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È Ù‹˜ ÌÔÚÊ‹˜:

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 . . . 0 a1k1
. . . a1(k2-1) a1k2

. . . a1(kr-1) a1kr
. . . a1km

0 . . . 0 0 . . . 0 a2k2
. . . a2(kr-1) a2kr

. . . a2km

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

fiÔ˘ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· a1k1
, a2k2

, . . . , arkr
Â›Ó·È Î¿ÔÈÔ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡

º.

™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ¶›Ó·ÎÂ˜

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô Â›‰Ë n ¥ n ÈÓ¿ÎˆÓ:

(i) ªÂÙ·Ù·ÎÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ n ¥ n Î·ÏÂ›Ù·È Î¿ıÂ ›Ó·Î·˜ Ei j, 1 £
i, j £ n Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎfi n ¥ n ›Ó·Î· In Î·ÙfiÈÓ ÂÓ·Ï-
Ï·Á‹˜ Ù‹˜ i–ÔÛÙ‹˜ Î·È j–ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜.

(ii) ¢È·ÙÌËÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ n ¥ n Î·ÏÂ›Ù·È Î¿ıÂ ›Ó·Î·˜ Ei j(k), 1 £
i, j £ n, k Œ º, k π 0 Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎfi n ¥ n ›Ó·Î·
In Î·ÙfiÈÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË (i, j)
·fi ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô k Œ º.

√È ÌÂÙ·ÎÙÈÎÔ› Î·È ‰È·ÙÌËÙÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ›Ó·ÎÂ˜.
√È ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÁÓˆÛÙ¤˜:

ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ n ¥ m ›Ó·Î·˜.

(i) ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ Ei jA ÙÔ‡ ÌÂÙ·Ù·ÎÙÈÎÔ‡ ›Ó·Î· Ei j ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙÔÓ n ¥ m ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ A Î·ÙfiÈÓ ÂÓ·ÏÏ·Á‹˜ Ù‹˜
i-ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ‡ A ÌÂ ÙËÓ j-ÔÛÙ‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘.

(ii) ŒÛÙˆ i, j Œ Õ, i π j, 1 £ i, j £ n. ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ Ei j(k)A ÙÔ‡ ‰È·ÙÌËÙÈÎÔ‡
›Ó·Î· Ei j(k) ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔÓ n¥m ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
·fi ÙÔÓ A Î·ÙfiÈÓ ÚfiÛıÂÛË˜ ÙÔ‡ k-ÔÏÏ·Ï·Û›Ô˘ Ù‹˜ j–ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜
ÙÔ‡ A ÛÙËÓ i–ÔÛÙ‹ ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘.

(iii) ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ Eii(k)A ÙÔ‡ ‰È·ÙÌËÙÈÎÔ‡ ›Ó·Î· Eii(k) ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡-
Ù·È ÌÂ ÙÔÓ n ¥ m ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ A Î·ÙfiÈÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ-
·ÛÌÔ‡ Ù‹˜ i–ÔÛÙ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ‡ A ÌÂ k.

ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÔÚÈÛÌfi:

OÚÈÛÌfi˜ A.1.4. ¢‡Ô n ¥ m ›Ó·ÎÂ˜ A Î·È A¢ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔÈ,
fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÁÈÓfiÌÂÓÔ n ¥ n ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ B ÌÂ A¢ = BA.

∆· ·ÎfiÏÔ˘ı· ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Â›ÛË˜ ÁÓˆÛÙ¿:
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(i) ∏ ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î· A Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ EA,
fiÔ˘ E Â›Ó·È ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë˜ ›Ó·Î·˜.

(ii) °È· Î¿ıÂ n ¥ m ›Ó·Î· A, ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÁÈÓfiÌÂÓÔ n ¥ n ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÈÓ¿-
ÎˆÓ B, Ô‡Ùˆ˜ ÒÛÙÂ Ô ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A ›Ó·Î·˜ A¢ = BA Ó· Â›Ó·È
ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜.

(iii) ∏ ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ n ¥ m ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÔ-
‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˘ ÎÏÈÌ·ÎˆÙÔ‡ ›Ó·Î· K.

(iv) √È ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ n ¥ n ›Ó·ÎÂ˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔÈ ›Ó·ÎÂ˜. ™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È Â›ÛË˜ ¤Ó·˜ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ›Ó·-
Î·˜.

§‹ÌÌ· A.1.5. ŒÛÙˆ fiÙÈ A Â›Ó·È ¤Ó·˜ n¥m ›Ó·Î·˜ Î·È fiÙÈ K Â›Ó·È Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-
¯Ô˜ ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜. ∏ ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A
Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ K.

∞fi‰ÂÈÍË. √ ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÙÔ‡ A ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜ K ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ BA,
fiÔ˘ Ô B Â›Ó·È ¤Ó· ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ n ¥ n ÈÓ¿ÎˆÓ.
ŒÛÙˆ

b : Mn¥1 Æ Mn¥1, v # b(v) = Bv

Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ›Ó·Î· B. ∏ b Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÁÚ·Ì-
ÌÈÎfi˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÂÂÈ‰‹ Ô B Â›Ó·È ¤Ó·˜ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ˜ ›Ó·Î·˜.
∂¿Ó Ac = {AÍ j | 1 £ j £ m} Â›Ó·È ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ Mn¥1 Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È
·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ A, ÙfiÙÂ ÙÔ b(Ac) = {BAÍ j | 1 £ j £ m} Â›Ó·È ÙÔ ˘ÔÛ‡-
ÓÔÏÔ ÙÔ‡ Mn¥1 Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î· K = BA. ∂ÂÈ‰‹
Ô b Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, Ë º-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ˘fi¯ˆÚÔ˘ XAc\ Ô˘ ·Ú¿ÁÂ-
Ù·È ·fi ÙÔ Ac ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË º-‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ˘fi¯ˆÚÔ˘ Xb(Ac)\ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È
·fi ÙÔ b(Ac). ∂ÈÏ¤ÔÓ, Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dimºXAc\ Â›Ó·È Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· rankc(A)
ÙÔ‡ A Î·È Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË dimº(Xb(Ac)\) Â›Ó·È Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· rankc(K) ÙÔ‡ BA = K.
™˘ÓÂÒ˜, rankc(A) = rankc(K).

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ì¤¯ÚÈ˜ Â‰Ò ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:

∂¿Ó A Â›Ó·È ¤Ó·˜ n ¥ m ›Ó·Î·˜ Î·È K Â›Ó·È Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ÁÚ·ÌÌÔ˚ÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜
ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜, ÙfiÙÂ

rankr(A) = rankr(K) Î·È rankc(A) = rankc(K).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· A.1.2, ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ

rankr(A) = rankc(A),

·ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

rankr(K) = rankc(K).
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¶ÚfiÙ·ÛË A.1.6. ŒÛÙˆ Ô ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ n ¥ m ÎÏÈÌ·ÎˆÙfi˜ ›Ó·Î·˜

K =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

0 . . . 0 a1k1
. . . a1(k2-1) a1k2

. . . a1(kr-1) a1kr
. . . a1km

0 . . . 0 0 . . . 0 a2k2
. . . a2(kr-1) a2kr

. . . a2km

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

fiÔ˘ Ù· a1k1
, a2k2

, . . . , arkr
Â›Ó·È ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ º. ∏ ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰·

rankc(K) ÙÔ‡ K ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÔ‚·ıÌ›‰· rankr(K) ÙÔ‡ K.

∞fi‰ÂÈÍË. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ r ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ K1Í, K2Í, . . . , KrÍ
ÙÔ‡ º Â›Ó·È º-ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ M1¥m(º). ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ,
·Ó

l1K1Í + l2K2Í + ◊ ◊ ◊ + lrKrÍ = 0, li Œ º,"i, 1 £ i £ r,

ÙfiÙÂ l1 = 0, ÂÂÈ‰‹ Ë k1 Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙˆÓ ˘fiÏÔÈˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÌË‰¤Ó.
ŒÙÛÈ Ë ·ÓˆÙ¤Úˆ Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

l2K2Í + ◊ ◊ ◊ + lrKrÍ = 0, li Œ º,"i, 2 £ i £ r,

Î·È ÙÒÚ· ÙÔ l2 = 0, ·ÊÔ‡ Ë k2 Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙˆÓ ˘fiÏÔÈˆÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ
ÌË‰¤Ó. ™˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·˜ ¤ÙÛÈ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ fiÙÈ fiÏÔÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ li Â›Ó·È ›ÛÔÈ
ÌÂ ÌË‰¤Ó.

ÀÔÏÂ›ÂÙ·È Ë ·fi‰ÂÈÍË fiÙÈ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ‡ ˘fi¯ˆÚÔ˘ W ÙÔ‡ Mn¥1(º) Ô˘ ·-
Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ ›Ó·Î· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ r. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔW ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙÔÓ ˘fi¯ˆÚÔ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜

KÍk1
, . . . , KÍ(k2-1), KÍk2

, . . . , KÍ(kr-1), KÍkr
, . . . KÍkm

·ÊÔ‡ ÔÈ ÚÒÙÂ˜ k1 - 1 ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ º Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜. ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· Ë ÛÙËÏÔ-
‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ K ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

K1 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1k1
. . . a1(k2-1) a1k2

. . . a1(kr-1) a1kr
. . . a1km

0 . . . 0 a2k2
. . . a2(kr-1) a2kr

. . . a2km

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

∆ÒÚ·, ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ:

∞Ó ¤Ó·˜ ˘fi¯ˆÚÔ˜ U ÂÓfi˜ ¯ÒÚÔ˘ V ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi Î¿ÔÈÔ Û‡ÓÔÏÔ
{u1, u2, . . . , ui, . . . , u j . . . , us} Î·È ·Ó ui, u j, i π j Â›Ó·È ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘
Î·È l Â›Ó·È ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ‡ º, ÙfiÙÂ Ô U ·Ú¿ÁÂÙ·È Â›ÛË˜ ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
{u1, u2, . . . , ui, . . . , lui+u j . . . , ts}. (¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ
·Ú¯ÈÎfi Î·ÙfiÈÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ÙÔ‡ u j ·fi ÙÔÓ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi lui+u j.)
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A: ∏ µ·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ ¶›Ó·Î·

µ·ÛÈÛÌ¤ÓÔÈ ÛÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË ·˘Ù‹ Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡
K1 ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

K2 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1k1
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 a2k2
. . . a2(kr-1) a2kr

. . . a2km

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

Ô ÔÔ›Ô˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ K1 ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ ÛÙË ÛÙ‹ÏË ÌÂ ‰Â›ÎÙË k j, 2 £ j £ m

ÙÔ -a-1
1k1

a1k j
-ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ Ù‹˜ ÚÒÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ‡ K1. ¶ÚÔÛ¤ÍÙÂ fiÙÈ ÂÎÙfi˜ ·fi

ÙËÓ ÚÒÙË, fiÏÂ˜ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÌÂ ‰Â›ÎÙË k j, 2 £ j £ m ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó
·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜, ·ÊÔ‡ ÌÂ ÂÍ·›ÚÂÛË ÙËÓ ÚÒÙË Û˘ÓÈÛÙÒÛ· a1k1

, fiÏÂ˜ ÔÈ ¿ÏÏÂ˜ Û˘-
ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ù‹˜ ÚÒÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ‡ K1, ‰ËÏ·‰‹ Ù‹˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÌÂ ‰Â›ÎÙË k1, Â›Ó·È
›ÛÂ˜ ÌÂ ÌË‰¤Ó.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ÙÔ‡ K2 ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡

K3 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1k1
0 . . . 0 0 . . . 0

0 a2k2
. . . a2(kr-1) a2kr

. . . a2km

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

Ô ÔÔ›Ô˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ K2 ‰È·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ Ô˘ ÔÈ ‰Â›-
ÎÙÂ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÌÂÙ·Í‡ k1 Î·È k2.

∏ ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ K3 ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ›Ó·Î·

K4 =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1k1
0 . . . 0 0 . . . 0

0 a2k2
. . . 0 0 . . . 0

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 arkr

. . . arkm

0 0 . . . 0 0 . . . 0
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 0 . . . 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

Ô ÔÔ›Ô˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ K3 ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ ÛÙË ÛÙ‹ÏË ÌÂ ‰Â›ÎÙË k j, 3 £ j £ m

ÙÔ -a-1
2k2

a2k j
-ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ Ù‹˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ÙÔ‡ K3. ¢È·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ ÙÒÚ· ÙÈ˜

ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ Ô˘ ÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÌÂÙ·Í‡ k2 Î·È k3 Î·È Û˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·˜
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A.1: °Ú·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· Î·È ™ÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ¶›Ó·Î·

Î·Ù' ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ›Ó·Î·

K¢ =

ÊÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁÁ
Ë

a1k1
0 . . . 0 0

0 a2k2
. . . 0 0

∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 arkr

0 0 . . . 0 0
∂ ∂ ∂ ∂
0 0 . . . 0 0

ˆ̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃̃
˜̃
¯

,

Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ ÔÔ›Ô˘ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ K. ™‡ÌÊˆÓ·
ÌÂ ÙËÓ ˘fiıÂÛË, Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· a1k1

, a2k2
, . . . , arkr

Â›Ó·È fiÏ· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·fi ÙÔ
ÌË‰¤Ó. ∂ÈÏ¤ÔÓ Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi (ÁÈ·Ù›;) fiÙÈ ÔÈ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ‡ K¢ Û˘ÓÈÛÙÔ‡Ó ¤Ó· º-
ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ‡ Mn¥1(º). ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰·
ÙÔ‡ K¢ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ r Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi Î·È Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ K ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ r.
ÕÚ·, rankc(K) = r = rankr(K).

∏ ·ÓˆÙ¤Úˆ ÚfiÙ·ÛË ÔÏÔÎÏËÚÒÓÂÈ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ‡ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ A.1.2.

¶fiÚÈÛÌ· A.1.7. ∏ ‚·ıÌ›‰· ÂÓfi˜ n ¥ m ›Ó·Î· A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡
·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˘ ›Ó·Î· tA.

∞fi‰ÂÈÍË. ∏ ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ tA. ∂È-
Ï¤ÔÓ, Ë ÁÚ·ÌÌÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A Â›Ó·È Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ A Î·È Ë ÛÙËÏÔ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡
tA Â›Ó·È Ë ‚·ıÌ›‰· ÙÔ‡ tA.

√È ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÂÈÏ‡ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙÂ˜ ¡.ª·ÚÌ·Ú›‰Ë Î·È ∫. ª¤ÍË
ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙÔ‡ ª·ı‹Ì·ÙÔ˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÕÏÁÂ‚Ú· π, ·' ∂Í·Ì‹ÓÔ˘ ™Ô˘‰ÒÓ
∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ πˆ·ÓÓ›ÓˆÓ.

πˆ¿ÓÓÈÓ·, ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2004

101


	Lin1.1
	Lin1.2
	Lin1.3
	Lin1.4
	Lin2.1
	Lin2.2
	Lin2.3
	Lin2.4
	Lin2.5
	Lin2.6
	Lin3.2
	Lin3.3
	Lin3.4
	LinParA

