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Μέρος 1. Η ∆οµή Ενός Ενδοµορφισµού

1. Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο Γινοµένου Πινάκων
1.1. Ιδιοτιµές Σύνθεσης Γραµµικών Απεικονίσεων και Γινοµένου Πινάκων. ΄Εστω E ένας K-
διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και

f, g : E −→ E

δύο γραµµικές απεικονίσεις. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

f ◦ g, g ◦ f : E −→ E

Πρόταση 1.1. Οι γραµµικές απεικονίσεις f ◦ g και g ◦ f έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

Απόδειξη. 1. ∆είχνουµε ότι κάθε ιδιοτιµή της f ◦ g είναι και ιδιοτιµή της g ◦ f .
΄Εστω λ µια ιδιοτιµή της f ◦ g µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυµσα ~e, δηλαδή:

(f ◦ g)(~e) = λ~e, ~e 6= ~0

(α΄) Αν λ = 0, τότε σύµφωνα µε όσα γνωρίζουµε από την ϑεωρία, η γραµµική απεικόνιση f ◦g δεν
είναι ισοµορφισµός. Τότε όµως και η γραµµική απεικόνιση g ◦ f δεν είναι ισοµορφισµός.
Πραγµατικά: αν η g ◦ f είναι ισοµορφισµός, τότε η f ϑα είναι µονοµορφισµός διότι αν
f(~x) = 0, τότε g(f(~x)) = ~0 =⇒ ~x = 0 διότι από την υπόθεση η g ◦ f είναι ισοµορφισµός.
Γνωρίζουµε όµως ότι ένας µονοµορφισµός f : E−→E είναι πάντα ισοµορφισµός. ΄Αρα η f
είναι ισοµορφισµός και παρόµοια δείχνουµε η g είναι ισοµορφισµός. Επειδή η σύνθεση
ισοµορφσιµών είναι ισοµορφισµός έπεται ότι και η f ◦ g είναι ισοµορφισµός το οποίο είναι
άτοπο. Καταλήγουµε ότι η γραµµική απεικόνιση g ◦ f δεν είναι ισοµορφισµός. Αυτό είναι
ισοδύναµο µε το ότι η γραµµική απεικόνιση g ◦ f έχει το λ = 0 ως ιδιοτιµή.
Εποµένως ϑα έχουµε ότι : η γραµµική απεικόνιση f ◦ g έχει το λ = 0 ως ιδιοτιµή =⇒ η
γραµµική απεικόνιση g ◦ f έχει το λ = 0 ως ιδιοτιµή.

(ϐ΄) Υποθέτουµε ότι λ 6= 0. Θεωρούµε το διάνυσµα ~ε := g(~e). Τότε ~ε 6= 0 διότι διαφορετικά αν
~ε = g(~e) = ~0, τότε f(g(~e)) = ~0. Επειδή (f ◦ g)(~e) = λ~e ϑα έχουµε λ~e = ~0. ΄Οµως ~e 6= ~0 και
εποµένως λ = 0 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ϑα έχουµε ~ε = g(~e) 6= 0.
Τότε f(~ε) = f(g(~e)) = (f ◦ g)(~e) = λ~e 6= ~0. Επιπρόσθετα :

(g ◦ f)(~ε) = g(f(~ε) = g(λ~e) = λg(~e) = λ~ε, ~ε 6= ~0

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι το λ είναι ιδιοτιµή της g ◦ f µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ~ε.

2. Παρόµοια δείχνουµε ότι κάθε ιδιοτιµή της g ◦ f είναι και ιδιοτιµή της f ◦ g. �

Πόρισµα 1.2. Αν A,B ∈ Mn×n(K), τότε οι πίνακες AB και BA έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

fA : Kn −→ Kn, fA(X) = AX

fB : Kn −→ Kn, fB(X) = BX

Τότε fAB(X) = (AB)X = A(BX) = AfB(X) = fA(fB(X)) = (fA ◦ fB)(X), ∀X ∈ Kn. Αυτό σηµαίνει
ότι fAB = fA ◦ fB. Παρόµοια fBA = fB ◦ fA.

Από την Πρόταση 1.1, έπεται ότι οι γραµµικές απεικονίσεις fAB και fBA έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.
Αυτό όµως είναι ισοδύναµο µε το ότι οι πίνακες AB και BA έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. �
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Παρατήρηση 1.3. Από την Πόρισµα 1.2, έπεται αν A,B ∈ Mn×n(K), τότε οι πίνακες AB και BA έχουν

τις ίδιες ιδιοτιµές. Αυτό δεν σηµαίνει ότι οι πίνακες είναι όµοιοι. Για παράδειγµα οι πίνακες

A =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
0 0
1 1

)
έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο και άρα τις ίδιες ιδιοτιµές. ΄Οµως A ·B = O 6= B ·A και άρα οι

πίνακες A ·B και B ·A δεν µπορεί να είναι όµοιοι.

1.2. Χαρακτηριστικό Πολυώνυµο Γινοµένου Πινάκων. Ισχύει κάτι ισχυρότερο από το συµπέρασµα
της Πρότασης 1.1, ή ισοδύναµα του Πορίσµατος 1.2:

Θεώρηµα 1.4. Αν A,B ∈ Mn×n(K). Τότε οι πίνακες AB και BA έχουν το ίδιο χαρακτηρισικό πολυώνυ-

µο :

PAB(t) = PBA(t)

Απόδειξη. Πρώτη Περίπτωση: ΄Ενας εκ των πινάκων A, B είναι αντστρέψιµος. ΄Εστω ότι ο A είναι αντι-
στρέψιµος. Τότε :

BA = A−1ABA = A−1(AB)A

και εποµένως οι πίνακες AB και BA είναι όµοιοι. Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηρ-
σιτικό πολυώνυµο, έπεται ότι : PAB(t) = PBA(t). Παρόµοια αν ο B είναι αντιστρέψιµος, τότε AB =
B−1BAB = B−1(BA)B, δηλαδή οι πίνακες AB και BA είναι όµοιοι και άρα PAB(t) = PBA(t).

∆εύτερη Περίπτωση: Υποθέτουµε ότι ο A δεν είναι αντιστρέψιµος. Τότε η ϐαθµίδα του είναι r(A) :=
r < n. Από την Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι γνωρίζουµε ότι ο A είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα

Ĩr :=

(
Ir Or×n−r

On−r×r On−r×n−r

)
∆ηλαδή υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες Q1, P1 ∈ Mn×n(K) έτσι ώστε :

Q1AP1 = Ĩr

Θέτοντας Q = Q−11 και P := P−11 ϑα έχουµε τότε :

A = QĨrP (1.1)

Θεωρούµε τον πίνακα C := PBQ τον οποίο τον χωρίζουµε σε υποπίνακες :

C = PBQ =

(
C11 C12

C21 C22

)
όπου

C11 ∈ Mr×r(K), C12 ∈ Mr×n−r(K), C21 ∈ Mn−r×r(K), C22 ∈ Mn−r×n−r(K)

και τότε

B = P−1CQ−1 = P−1
(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1

Εποµένως :

AB = AP−1
(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 = QĨrPP

−1
(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 = QĨr

(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1

Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

Ĩr

(
C11 C12

C21 C22

)
=

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
και εποµένως ϑα έχουµε:

AB = Q

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
Q−1
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∆ηλαδή ο πίνακας AB είναι όµοιος µε τον πίνακα(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
Επίσης :

BA = P−1CQ−1A = P−1
(
C11 C12

C21 C22

)
Q−1 QĨrP = P−1

(
C11 C12

C21 C22

)
ĨrP

Εύκολα ϐλέπουµε ότι : (
C11 C12

C21 C22

)
Ĩr =

(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
΄Αρα ϑα έχουµε

BA = P−1
(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
P

∆ηλαδή ο πίνακας BA είναι όµοιος µε τον πίνακα(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα έχουµε

PAB(t) = PM (t), όπου M :=

(
C11 C12

Or×r On−r×n−r

)
PBA(t) = PN (t), όπου N :=

(
C11 Or×n−r
C21 On−r×n−r

)
΄Οµως:

PM (t) =

∣∣∣∣ C11 − tIr C12

Or×r On−r×n−r − tIn−r×n−r

∣∣∣∣ = (−1)n−rPC11(t)

PN (t) =

∣∣∣∣ C11 − tIr Or×n−r
C21 On−r×n−r − tIn−r×n−r

∣∣∣∣ = (−1)n−rPC11(t)

΄Αρα PM (t) = PN (t) και εποµένως
PAB(t) = PBA(t) �

Θεώρηµα 1.5. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω f, g : E −→ E

δύο γραµµικές απεικονίσεις. Τότε οι f ◦ g και g ◦ f έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο :

Pf◦g(t) = Pg◦f (t)

Απόδειξη. ΄Εστω B µια ϐάση του E και A = MB
B (f) και B = MB

B (g). Τότε από το Θεώρηµα 1.4 έχουµε:
PAB(t) = PBA(t). Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο µιας γραµµικής απεικόνισης συµπίπτει µε το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακά της σε τυχούσα ϐάση, έπεται ότι :

Pf (t) = PA(t) και Pg(t) = PB(t)

Επειδή ο πίνακας της f ◦ g στην ϐάση B είναι ο AB και ο πίνακας της g ◦ f στην ϐάση B είναι ο BA,
ϑα έχουµε:

Pf◦g(t) = PAB(t) = PBA(t) = Pg◦f (t) �
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2. Τριγωνοποίηση
2.1. ΄Ανω Τριγωνικοί Πίνακες και Κάτω Τριγωνικοί Πίνακες. ΄Οπως γνωρίζουµε ένας τετραγωνικός
πίνακαςA ∈ Mn×n(K) καλείται τριγωνοποιήσιµος αν και µόνον αν οA είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό
πίνακα.

Το παρακάτω αποτέλεσµα δείχνει ότι ο A είναι τριγωνοποιήσιµος αν και µόνον αν ο A είναι όµοιος µε
έναν κάτω τριγωνικό πίνακα.

Πρόταση 2.1. Για έναν πίνακα A ∈ Mn×n(K) τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα.

(2) Ο A είναι όµοιος µε έναν κάτω τριγωνικό πίνακα.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον πίνακα:

T =



0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 1 0 0
...

...
... . . .

...
...

...
0 0 1 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0


Εύκολα υπολογίζουµε ότι T 2 = In και εποµένως ο πίνακας T είναι αντιστρέψιµος και T−1 = T .

(1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι ο A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα B. Τότε υπάρχει αντιστρέψιµος
πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = B

Τότε :

TP−1 ·A · PT = TBT =⇒ T−1P−1 ·A · PT = TBT =⇒ (PT )−1 ·A · PT = TBT

Υπολογίζουµε :
TBT =



0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 1 0 0
...

...
... . . .

...
...

...
0 0 1 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0


·



k11 k12 k13 · · · k1n−2 k1n−1 k1n
0 k22 k23 · · · k2n−2 k2,n−1 k2n
0 0 k33 · · · k3n−2 k3n−1 k3n

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 · · · kn−2n−2 kn−2n−1 kn−2n

0 0 0 · · · 0 kn−1n−1 kn−1n

0 0 0 · · · 0 0 knn


·



0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 1 0 0
...

...
... . . .

...
...

...
0 0 1 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0



=



knn 0 0 · · · 0 0 0
kn−1n kn−1n−1 0 · · · 0 0 0
kn−2n kn−2n−1 kn−2n−2 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
k2n k2n−1 k2n−2 · · · k23 k22 0
k1n k1n−1 k1n−2 · · · k13 k12 k11


Ο τελευταίος πίνακας είναι κάτω τριγωνικός. ΄Αρα ο A είναι όµοιος µε έναν κάτω τριγωνικό πίνακα.

(2) =⇒ (1) Η απόδειξη είναι παρόµοια (χρησιµοποιώντας πάλι τον πίνακα T ). �
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2.2. Πότε είναι ένας πίνακας όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα;

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας n×n πίνακας και PA(t) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A.

Ο πίνακας A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα, αν και µόνο αν, όλες οι ϱίζες τού PA(t) ανήκουν

στο σώµα K.

Απόδειξη. «=⇒» Υπενθυµίζουµε ότι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο. Αν λοιπόν,
ο A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα D ∈ Mn×n(K), τότε PA(t) = PD(t). Αλλά το PD(t)
ισούται µε1 (t−λ1)(t−λ2) . . . (t−λn), όπου τα λ1, λ2, . . . , λn ∈ K είναι τα στοιχεία τής κύριας διαγωνίου
του D. Επιπλέον, το PA(t) = PD(t) είναι ένα πολυώνυµο τού K[t] ϐαθµού n και αφού εκφράζεται ως
γινόµενο γραµµµικών παραγόντων, τα λ1, λ2, . . . , λn είναι ακριβώς όλες οι ϱίζες του, οι οποίες ανήκουν
στο K.

«⇐=» Η απόδειξη ϑα εκτελεστεί µε επαγωγή ως προς το µέγεθος n τού πίνακα A.
(Επαγωγική Θεµελίωση) Η αλήθεια τού ϑεωρήµατος είναι ϕανερή για n = 1, αφού κάθε 1× 1 πίνακας

είναι άνω τριγωνικός.
(Επαγωγική Υπόθεση) ΄Εστω ότι κάθε (n − 1) × (n − 1) πίνακας, τού οποίου όλες οι ϱίζες τού χαρα-

κτηριστικού του πολυωνύµου ανήκουν στο K, είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα.
(Επαγωγική Απόδειξη) Θα δείξουµε ότι το ϑεώρηµα ισχύει, για κάθε n× n πίνακα A, τού οποίου όλες

οι ϱίζες τού χαρακτηριστικού του πολυωνύµου ανήκουν στο K.
Ας είναι A ένας τέτοιος πίνακας και λ1 µια ϱίζα τού PA(t). Υπεθυµίζουµε ότι ο A ορίζει έναν K–

γραµµικό ενδοµορφισµό

fA : Mn×1(K) = Kn −→ Mn×1(K) = Kn,


κ1
κ2
...
κn

 7−→ A ·


κ1
κ2
...
κn


τού χώρου Mn×1(K) των n×1 πινάκων, δηλαδή τού χώρου Kn των στηλών µε n συνιστώσες από το K, και
επιπλέον ο A είναι ο πίνακας που παριστάνει τον fA ως προς την κανονική ϐάση B = {~e1, ~e2, . . . , ~en}
τού Mn×1(K), δηλαδή A = MB

B (f).
Ας είναι ~v1 ∈ Mn×1(K) ένα ιδιοδιάνυσµα τού fA που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1, δηλαδή fA(~v1) =

A~v1 = λ1~v1. Επειδή το ~v1 6= ~0, µπορούµε να ϑεωρήσουµε µια νέα ϐάση B′ τού Mn×1(K) µε πρώτο
διάνυσµά της το ~v1, δηλαδή B′ = {~v1, ~v2, . . . , ~vn}. Ως προς τη νέα ϐάση B′ ο πίνακας που παριστάνει
τον fA είναι ο

MB′
B′ (f) =



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B
...
0


,

όπου B είναι ένας (n− 1)× (n− 1) πίνακας.
Οι πίνακεςA = MB

B (f) καιMB′
B′ (f) είναι όµοιοι, αφού παριστάνουν τον ίδιο γραµµικό ενδοµορφισµό,

ως προς τις ϐάσεις B και B′ αντιστοίχως και γι΄ αυτό το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) τού A ισούται
µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο q(t) τού πίνακα MB′

B′ (f). Αλλά το q(t) = (t − λ1)PB(t), όπου PB(t)
είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο τού (n − 1) × (n − 1) υποπίνακα B, ο οποίος εµφανίζεται στην
προηγούµενη µορφή τού MB′

B′ (f), αφού

1Αυτό ισχύει όταν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ορίζεται ως PA(t) = Det(XIn −A). ΄Οταν ορίζεται ως PA(t) = Det(A−
XIn), τότε PD(t) = (−1)n(t− λ1)(t− λ2) . . . (t− λn)
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Det(tIn −MB′
B′ (f)) = Det



t− λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 tIn−1 −B
...
0


= (t− λ1)Det(tIn−1 −B),

λόγω τής ειδικής µορφής που έχει ο DetMB′
B′ (f). Επειδή λοιπόν, PA(t) = q(t) = (t−λ1)PB(t), όλες οι

ϱίζες τού χαρακτηριστικού πολυωνύµου PB(t) τού B ανήκουν στο K και γι΄ αυτό, λόγω τής επαγωγικής
υπόθεσης, ο B είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα C, δηλαδή υπάρχει ένας αντιστρέψιµος
(n− 1)× (n− 1) πίνακας S, έτσι ώστε ο S−1BS = C να είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας.

Τώρα έχουµε:



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 S−1

...
0


·



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B
...
0


·



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 S
...
0


=



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 S−1BS
...
0


=



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 C
...
0


Εποµένως, ο πίνακας

MB′
B′ (f) =



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B
...
0


.

είναι όµοιος µε τον πίνακα



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 C
...
0


,
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που είναι άνω τριγωνικός επειδή ο C είναι άνω τριγωνικός. ΄Ετσι ο αρχικός πίνακας A είναι όµοιος
µε τον συγκεκριµένο άνω τριγωνικό πίνακα, αφού είναι όµοιος µε τον MB′

B′ (f). �

2.3. Αλγόριθµος Τριγωνοποίησης Πίνακα. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας πίνακας και υποθέτουµε ότι
όλες οι ιδιοτιµές του λ1, λ2, · · · , λn ανήκουν στο σώµα K, έτσι ώστε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του
A να αναλύεται ως εξής :

PA(t) = (−1)n(t− λ1)a1)(t− λ2)a2 · · · (t− λk)ak

΄Ετσι λ1, λ2, · · · , λk ∈ K είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές του A. Τότε όπως γνωρίζουµε ο πίνακας A
είναι τριγωνοποιήσιµος. Εποµένως υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 A P =


λ1 ε12 · · · ε1n
0 λ2 · · · ε2n
...

...
. . . εn−1n

0 0 · · · λn



Αλγόριθµος Τριγωνοποίησης του A

1. Επιλέγουµε µια ιδιοτιµή λ1 του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα-στήλη E1:

A · E1 = λ1E1

και συµπλήρώνουµε το ιδιοδιάνυσµα E1 σε µια ϐάση

B1 =
{
E1, E2, · · · , En

}
του χώρου των στηλών Kn.

Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P1 =
(
E1E2 · · ·En

)
ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες της ϐάσης B1. Τότε ο πίνακας P−11 · A · P1 ϑα έχει την
ακόλουθη µορφή:

P−11 ·A · P1 =



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


Ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B1 έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K διότι

PA(t) = PP−1
1 ·A·P1

(t) = (λ1 − t)PB1(t)

(α΄) Αν ο (n−1)× (n−1) πίνακας B1 είναι άνω τριγωνικός, ο αλγόριθµος σταµατάει και έχουµε
ϐρει την άνω τριγωνική µορφή του A η οποία είναι ο πίνακας P−1 ·A · P1.

(ϐ΄) Αν ο (n− 1)× (n− 1) πίνακας B1 δεν είναι άνω τριγωνικός, τότε προχωρούµε στο επόµενο
ϐήµα:
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2. Επιλέγουµε µια ιδιοτιµή λ2 τουB1 (η οποία εκ΄ κατασκευής είναι και ιδιοτιµή τουA µε αντίστοιχο
ιδιοδιάνυσµα E′2:

B1 · E′2 = λ2E
′
2

και συµπλήρώνουµε το ιδιοδιάνυσµα E′2 σε µια ϐάση

B2 =
{
E′2, E

′
3, · · · , E′n

}
του χώρου των στηλών Kn−1.

Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο (n− 1)× (n− 1) πίνακα

P2 =
(
E′2E

′
3 · · ·E′n

)
ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες της ϐάσης B2. Τότε ο πίνακας P−12 · B1 · P2 ϑα έχει την
ακόλουθη µορφή:

P−12 ·B1 · P2 =



λ2 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B2
...
0


Ο (n− 2)× (n− 2) πίνακας B2 έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K διότι

PB1(t) = PP−1
2 ·B1·P2

(t) = (λ2 − t)PB2(t)

(α΄) Αν ο (n−1)× (n−1) πίνακας B2 είναι άνω τριγωνικός, ο αλγόριθµος σταµατάει και έχουµε
ϐρει την άνω τριγωνική µορφή του A ως εξής :

Θέτουµε

Q2 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P2
...
0


Τότε ο πίνακας Q2 είναι αντιστρέψιµος, διότι |Q2| = 1|P2| = |P2| 6= 0, και

Q−12 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P−12
...
0


Επιπλέον έχουµε:

(P1Q2)
−1 ·A(P1Q2) = Q−12 · (P

−1
1 ·A · P1) ·Q2 =
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Q−12 ·



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


·Q2 =



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P−12
...
0


·



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 B1
...
0


·



1 0 0 0 . . . 0
0
...
0 P2
...
0


=



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0
...
0 P−12 ·B1 · P2
...
0


=



λ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 λ2 ∗ ∗ . . . ∗
0 0
...
0 0 B2
...

...
0 0


Επειδή ο B2 είναι άνω τριγωνικός, έπεται ότι και ο A είναι άνω τριγωνικός και ο τελευταίος
πίνακας, δηλαδή ο πίνακας (P1Q2)

−1 ·A(P1Q2) είναι µια άνω τριγωνική µορφή του A.
(ϐ΄) Αν ο (n− 2)× (n− 2) πίνακας B2 δεν είναι άνω τριγωνικός, τότε προχωρούµε στο επόµενο

ϐήµα:

3. Το ϐήµα αυτό είναι η επανάληψη του ϐήµατος 2. για τον (n− 2)× (n− 2) πίνακα B2.

4. Συνεχίζουµε την παραπάνω διαδικασία η οποία µετά από πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων ϑα µας
οδηγήσει στην άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A.

Παράδειγµα 2.3. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 8 14 11
−3 −5 −5
−1 −2 0


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) = −(t− 1)3

και άρα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1 µε αλγεβρική πολλαπλότητα 3.

Εποµένως ο πίνακας A είναι τριγωνοποιήσιµος. Εφαρµόζουµε το Αλγόριθµο Τριγωνοποίησης για να

υπολογίσουµε µια άνω τριγωνική µορφή του A:
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1. Για την ιδιοτιµής λ = 1, υπολογίζουµε τον ιδιοχώρο

V(1) =
{ k
−k/2

0

 ∈ R3 | k ∈ R
}

=
〈 2
−1

0

〉
και άρα έβα ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1 είναι το

E1 =

 2
−1

0


Συµπληρώνουµε το E1 σε µια ϐάση B1 του R3, για παράδειγµα:

B1 =
{
E1 =

 2
−1

0

 , E2 =

0
1
0

 , E3 =

0
0
1

}
Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα P1 = (E1E2E3):

P1 =

 2 0 0
−1 1 0

0 0 1


Υπολογίζουµε τον αντίστροφο του P1:

P−11 =

1/2 0 0
1/2 1 0

0 0 1


και ακολούθως τον πίνακα P−11 ·A · P1:

P−11 ·A · P1 =

1 7 1/2
0 2 −2
0 −2 0


Ο 2× 2 πίνακας

B1 :=

(
2 −2
−2 0

)
δεν είναι άνω τριγωνικός, εποµένως προχωρούµε στο επόµενο ϐήµα:

2. Οι ιδιοτιµές τοπυ B1 είναι οι ιδιοτιµές του A, και άρα η µόνη ιδιοτιµή του B1 είναι η λ = 1 µε

αλγεβρική πολλαπλότητα 2.

Για την ιδιοτιµής λ = 1 του 2× 2 πίνακα B1, υπολογίζουµε τον ιδιοχώρο

V(1) =
{( k
−2k

)
∈ R2 | k ∈ R

}
=
〈( 1
−2

)〉
και άρα ένα ιδιοδιάνυσµα του B1 το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1 είναι το

E′2 =

(
1
−2

)
Συµπληρώνουµε το E′2 σε µια ϐάση B2 του R2, για παράδειγµα:

B2 =
{
E′2 =

(
1
−2

)
, E′3 =

(
0
1

)}
Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα P1 = (E′2E

′
3):

P2 =

(
1 0
−2 1

)
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Υπολογίζουµε τον αντίστροφο του P2:

P−11 =

(
1 0
2 1

)
και ακολούθως τον πίνακα P−11 ·A · P1:

P−21 ·B1 · P2 =

(
1 1
0 1

)
:= B2

ο οποίος είναι άνω τριγωνικός. ΄Αρα ο αλγόριθµος τριγωνοποίησης σταµατάει και µπορούµε να

υπολογίσουµε την άνω τριγωνική µορφή ως εξής :

Θέτουµε

Q2 =

 1 0 0
0
0 P1

 =

1 0 0
0 1 0
0 −2 1


Τότε µπορούµε να υπολογίσουµε την άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A ως εξής :

(P1Q2)
−1 ·A · (P1Q2) =

1 −4 1/2
0 1 1
0 0 1


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3. Το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton
3.1. Πολυωνυµικές Γραµµικές Απεικονίσεις και Πολυωνυµικοί Πίνακες.

1. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K.

Σταθεροποιούµε µια γραµµική απεικόνιση f : E−→E.

Για κάθε πολυώνυµο P (t) = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 + ant

n ορίζουµε µια απεικόνιση

P (f) : E−→ E, ~x 7−→ P (f)(~x)

όπου

P (f)(~x) := a0IdE(~x) + a1f(~x) + · · ·+ an−1f
n−1(~x) + anf

n(~x)

= a0~x+ a1f(~x) + · · ·+ an−1f
n−1(~x) + anf

n(~x)

Αν HomK(E,E) = {f : E−→E | f είναι γραµµική} είναι ο K-διανυσµατικός χώρος των γραµ-
µικών απεικονίσεων από τον E στον εαυτό του, τότε η παραπάνω διαδικασία ορίζει µια απεικόνιση

K[t] × HomK(E,E) −→ HomK(E,E),
(
P (t), f

)
7−→ P (f)

Γραµµικές απεικονίσεις της µορφής P (f), όπου P (t) ∈ K[t], καλούνται πολυωνυµικές γραµ-

µικές απεικονίσεις.

2. Σταθεροποιούµε έναν n× n πίνακα A ∈ Mn×n(K).

Για κάθε πολυώνυµο P (t) = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 + ant

n ορίζουµε έναν n× n πίνακα

P (A) := a0In + a1A+ · · ·+ an−1A
n−1 + anA

n ∈ Mn×n(K)

Η παραπάνω διαδικασία ορίζει µια απεικόνιση

K[t] × Mn×n(K) −→ Mn×n(K),
(
P (t), A

)
7−→ P (A)

Τετραγωνικοί πίνακες της µορφής P (A), όπου P (t) ∈ K[t], καλούνται πολυωνυµικοί πίνακες.

3.2. Το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος και P (t) ∈ K[t] ένα
πολυώνυµο µε συντελεστές από το σώµα K. ΄Εστω επίσης f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, και
A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας.

Ορισµός 3.1. (1) Το P (t) µηδενίζει την γραµµική απεικόνιση f : E−→E, αν : P (f) = 0.
(2) Το P (t) µηδενίζει τον τετραγωνικό πίνακα A ∈ Mn×n(K), αν : P (A) = O.

Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα των Cayley-Hamilton πιστοποιεί ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
ενός πίνακα µηδενίζει τον πίνακα. Στην απόδειξη του Θεωρήµατος εµπλέκονται πίνακες τα στοιχεία
των οποίων είναι πολυώνυµα. Οι ϐασικές ιδιότητες πινάκων µε στοιχεία αριθµούς από το σώµα που ϑα
χρησιµοποιηθούν στην απόδειξη, είναι εύκολο να δει κανείς ότι ισχύουν και για πίνακες µε στοιχεία
πολυώνυµα.

Θεώρηµα 3.2. (Cayley-Hamilton) ΄ΕστωA ∈ Mn×n(K) ένας n×n πίνακας. και PA(t) το χαρακτηριστικό

πολυώνυµο του A. Τότε ο πολυωνυµικός πίνακας PA(A) είναι ο µηδενικός :

PA(A) = O



16

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι PA(t) = |A− tIn| = (−1)ntn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0. Θα δείξουµε ότι

PA(A) = (−1)nAn + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0In = O (3.1)

Υπενθυµιζουµε ότι για κάθε τετραγωνικό πίνακα M ∈ Mn×(K) ισχύει :

M · adj(M) = |M | · In
Εποµένως ϑα έχουµε την ακόλουθη ισότητα πινάκων µε στοιχεία πολυώνυµα:

(A− tIn) · adj(A− tIn) = |A− tIn| · In = PA(t) · In (3.2)

Τα στοιχεία του πίνακα πολυωνύµων adj(A− tIn) είναι πολυώνυµα τα οποία προκύπτουν ως ελάσσονες
ορίζουσες τάξης n−1 του πίνακα A−tIn, και άρα ϑα είναι πολυώνυµα ϐαθµού το πολύ n−1. Εποµένως
υπάρχουν πίνακες B0, B1, · · · , Bn−1 ∈ Mn×n(K) έτσι ώστε :

adj(A− tIn) = Bn−1t
n−1 +Bn−2t

n−2 + · · ·+B1t+B0 (3.3)

Τότε συνδυάζοντας τις (2.2) και (2.3) ϑα έχουµε:

(A− tIn) · adj(A− tIn) = PA(t) · In = ((−1)ntn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0) · In =⇒

A ·Bn−1tn−1 +A ·Bn−2tn−2 + · · ·+A ·B1t+A ·B0 −Bn−1tn −Bn−2tn−1 − · · · −B1t
2 −B0t =

(−1)ntnIn + an−1t
n−1In + · · ·+ a1tIn + a0In =⇒

−Bn−1tn − (A ·Bn−1 +Bn−2)t
n−1 + · · ·+ (A ·B2 −B1)t

2 + (A ·B1 −B0)t+A ·B0 =

(−1)ntnIn + an−1t
n−1In + · · ·+ a1tIn + a0In

Η τελευταία ισότητα είναι µια ισότητα πινάκων µε στοιχεία πολυώνυµα, και εποµένως ϑα έχουµε:

−Bn−1 = (−1)nIn

A ·Bn−1 +Bn−2 = an−1In
...

A ·B1 −B0 = a1In

A ·B0 = a0In

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη ισότητα πινάκων µε τον πίνακα An, την δεύτερη µε τον πίνακα An−1, · · · ,
την προτελευταία µε τον πίνακα A, και την τελευταία µε τον πίνακα In. Τότε ϑα έχουµε τις ακόλουθες
ισότητες πινάκων:

−An ·Bn−1 = (−1)nAn · In = (−1)nAn

An ·Bn−1 +An−1 ·Bn−2 = an−1A
n−1 · In = an−1A

n−1

...
A2 ·B1 −A ·B0 = a1A · In = a1A

A ·B0 = a0In

Προσθέτοντας τις παραπάνω ισότητες πινάκων, ϐλέπουµε ότι το πρώτο µέλος της προκύπτουσας ισότητας
είναι ο µηδενικός πίνακας O και το δεύτερο µέλος είναι ο πίνακας (−1)nAn + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+
a0In = PA(A). Εποµένως δείξαµε ότι :

PA(A) = O �

Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton ισχύει και για γραµµικές απεικο-
νίσεις. Πριν περάσουµε στην απόδειξη, ϑα χρειασθούµε το ακόλουθο Λήµµα:

Λήµµα 3.3. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και

B µια ϐάση του E. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, και P (t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο. Τότε :

MB
B

(
P (f)

)
= P

(
MB

B (f)
)
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Απόδειξη. ΄Εστω P (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ am−1t

m−1 + amt
m. Τότε :

P (MB
B (f)) = a0In + a1M

B
B (f) + a2M

B
B (f)2 + · · ·+ am−1M

B
B (f)m−1 + amM

B
B (f)m (3.4)

Υπενθυµίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι, ότι αν B είναι µια ϐάση του E, τότε η απεικόνιση

Φ : HomK(E,E) −→ Mn×n(K), Φ(f) = MB
B (f)

είναι ισοµορφισµός K-διανυσµατικών χώρων, όπου n = dimKE. Επιπλέον η Φ στέλνει την σύνθεση
γραµµικών απεικονίσεων στο γινόµενο των αντίστοιων πινάκων, δηλαδή ισχύει :

Φ(f ◦ g) = Φ(f) · Φ(g) = MB
B (f) ·MB

B (g)

Ιδιαίτερα ϑα έχουµε:

Φ(fk) = Φ(f ◦ f ◦ · · · ◦ f) = Φ(f) · Φ(f) · · · · · Φ(f) = Φ(f)k = MB
B (f)k

Επίσης η Φ και στέλνει την ταυτοτική γραµµική απεικόνιση IdE στον ταυτοτικό n× n πίνακα In:

Φ(IdE) = In

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ιδιότητες του ισοµορφισµού Φ, η σχέση (3.4) δίνει :

P (MB
B (f)) = a0Φ(IdE) + a1Φ(f) + a2Φ(f)2 + · · ·+ anΦ(f)m =

Φ(a0IdE + a1f + a2f
2 + · · ·+ amf

m) = Φ(P (f)) = MB
B (P (f)) �

Πόρισµα 3.4. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας n× n πίνακας και και P (t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο. Αν B είναι

η κανονική ϐάση του Kn, και fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX, είναι η επαγόµενη γραµµική απεικόνιση,

τότε :

P (A) = MB
B

(
P (fA)

)
Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης fA στην κανονική ϐάση B του Kn είναι
ο A: MB

B (fA) = A. Τότε το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 3.3. �

Θεώρηµα 3.5. (Cayley-Hamilton) ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω

ενός σώµατοςK. ΄Εστω f : E−→E είναι µια γραµµική απεικόνιση, καιPf (t) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

της f . Τότε η γραµµική απεικόνσιση Pf (f) είναι η µηδενική :

Pf (f) = 0

Απόδειξη. Θεωρώντας τυχούσα ϐάση B του E, και ϑέτοντας P (t) = Pf (t) στο Λήµµα 3.3, έπεται ότι :

MB
B

(
Pf (f)

)
= Pf

(
MB

B (f)
)

(3.5)

΄Οπως γνωρίζουµε, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο µιας γραµµκής απεικόνισης συµπίπτει µε το χαρα-
κτηριστικό πολυώνυµο του πίνακά της σε τυχούσα ϐάση του E:

Pf (t) = PMB
B
(f)(t)

και εποµένως :
Pf (MB

B (f)) = PMB
B
(f)(M

B
B (f)) (3.6)

Απο το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton 3.2 για πίνακες έπεται ότι PMB
B
(f)(M

B
B (f)) = O. Εποµένως

Pf (MB
B (f)) = O, και τότε η σχέση (3.6) δείχνει ότι

MB
B

(
Pf (f)

)
= O

δηλαδή ο πίνακας της πολυωνυµικής γραµµικής απεικόνισης Pf (f) στην ϐάση B είναι ο µηδενικός
πίνακας. Επειδή η µόνη γραµµική απεικόνιση της οποίας ο πίνακας σε τυχούσα ϐάση του E είναι ο
µηδενικός, έπεται ότι η γραµµική απεικόνιση Pf (f) είναι η µηδενική:

Pf (f) = 0 �
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3.3. Μια άλλη απόδειξη τού Θεωρήµατος Cayley-Hamilton.

Πρόταση 3.6. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mn×n(K) ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Τότε ο πίνακας B = (A −
a11In)(A− a22In) . . . (A− annIn) ισούται µε τον µηδενικό n× n πίνακα, δηλαδή τον On×n.

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι ο B είναι ο On×n, αρκεί να δείξουµε ότι

B · ~ej = ~0,∀j, 1 ≤ j ≤ n,
όπου ~ej είναι ο n× 1 πίνακας, τού οποίου όλα τα στοιχεία είναι ίσα µε µηδέν, εκτός από το στοιχείο τής
j–οστής γραµµής το οποίο ισούται µε 1, αφού το γινόµενο B · ~ej ισούται µε την j–οστή στήλη τού B.

Πριν προχωρήσουµε παρατηρούµε ότι οποιοδήποτε γινόµενο

(A− ai1i1In)(A− ai2i2In) . . . (A− aininIn),

όπου τα ai1i1 , ai2i2 , . . . , ainin , είναι µια µετάθεση των a11, a22, . . . ann, δηλαδή είναι οι αριθµοί a11, a22,
. . . ann, ενδεχόµενα µε διαφορετική σειρά, ισούται και πάλι τον πίνακα B, αφού ο B ισούται µε την τιµή
p(A) τού πολυωνύµου p(t) = (t − a11)(t − a22) . . . (t − ann), οι παράγοντες τού οποίου µετατίθενται,
δηλαδή p(t) = (t− ai1i1)(t− ai2i2) . . . (t− ainin).

Θα δείξουµε επαγωγικώς ότι

(A− a11In)(A− a22In) . . . (A− aiiIn) · ~ej = ~0, ∀j, 1 ≤ j ≤ i, (*)

Για i = 1 έχουµε:
(A− a11In)(~e1 = A · ~e1 − a11~e1) = a11~e1 − a11~e1 = ~0,

επειδή ο A είναι άνω τριγωνικός.
΄Εστω ότι η (∗) είναι αληθής για i = κ. Θα δείξουµε την (∗) για i = κ+ 1.
Για κάθε ~ej , 1 ≤ j ≤ κ, έχουµε:

(A− a11In)(A− a22In) . . . (A− aκκIn)(A− aκ+1,κ+1In) · ~ej =

(A− aκ+1,κ+1In)(A− a11In)(A− a22In) . . . (A− aκκIn) · ~ej = ~0,

αφού λόγω τής επαγωγικής υπόθεσης (A− a11In)(A− a22In) . . . (A− aκκIn) · ~ej = ~0, όταν 1 ≤ j ≤ κ.
Υπολείπεται η απόδειξη για j = κ+ 1.
Παρατηρούµε ότι

(A− aκ+1,κ+1In) · ~eκ+1,κ+1 = A · ~eκ+1,κ+1 − aκ+1,κ+1~eκ+1 =

a1,κ+1~e1 + a2,κ+1~e2 + · · ·+ aκ,κ+1~eκ + aκ+1,κ+1~eκ+1 − aκ+1,κ+1~eκ+1 =

a1,κ+1~e1 + a2,κ+1~e2 + · · ·+ aκ,κ+1~eκ.

Συνεπώς, το (A− aκ+1,κ+1In) ·~eκ+1,κ+1 είναι ένας K–γραµµικός συνδυασµός των ~ej , 1 ≤ j ≤ κ. Αφού ο
πίνακας (A−a11In)(A−a22In) . . . (A−aκκIn), µηδενίζει τα ~ej , για κάθε j, 1 ≤ j ≤ κ, µηδενίζει και κάθε
γραµµικό συνδυασµό τους. ΄Ετσι, ο συγκεκριµένος πίνακας µηδενίζει και το (A−aκ+1,κ+1In) ·~eκ+1,κ+1.
΄Ωστε,

(A− a11In)(A− a22In) . . . (A− aκκIn)(A− aκ+1,κ+1In) · ~eκ+1,κ+1 = ~0.

Εποµένως, B · ~ej = ~0,∀j, 1 ≤ j ≤ n. �

Παρατήρηση 3.7. Παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο (t − a11)(t − a22) . . . (t − ann) ισούται µε το χα-

ϱακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) = Det(tIn − A) τού άνω τριγωνικού πίνακα A. Συνεπώς, η ανωτέρω

Πρόταση δηλώνει ότι PA(A) = (A − a11In)(A − a22In) . . . (A − annIn) = On×n, που είναι το Θεώρηµα

Cayley–Hamilton, όταν ο A είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Ας δούµε πώς αποδεικνύεται η γενική

περίπτωση:

Θεώρηµα 3.8. (Cayley-Hamilton) ΄Εστω A ένας n × n πίνακας µε συνιστώσες από το σώµα K, όπου

K = C ή R. Αν PA(t) είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο τού A, τότε PA(A) = On×n.
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Απόδειξη. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) τού A ισούται µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PB(t)
οποιουδήποτε πίνακα που είναι όµοιος µε τον A. ΄Ολες οι ϱίζες τού PA(t) ανήκουν στο σώµα C και γι΄
αυτό ο A είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα B µε πιθανόν µιγαδικές συνιστώσες, σύµφωνα µε
το Θεώρηµα 2.2. Ας πούµε λοιπόν ότι B = S−1AS, όπου ο S ∈ Mn×n(C) είναι ένας αντιστρέψιµος
πίνακας. Αλλά για τον άνω τριγωνικό πίνακα B γνωρίζουµε ότι PB(B) = On×n, λόγω τής Πρότασης 3.6,
και αφού PA(t) = PB(t), έχουµε PA(B) = On×n. Επιπλέον είναι :

PA(A) = PA(SBS−1) = SPA(B)S−1 = SOn×nS
−1 = On×n, (**)

�

Παρατήρηση 3.9. Σχετικά µε τον υπολογισµό που εκτελέσαµε στην (∗∗) ισχύει το γενικότερο :

Αν, P (t) = a0 + a1t + a2t · · · + amt
m

είναι οποιοδήποτε πολυώνυµο και A,S−1AS είναι δύο όµοιοι

τετραγωνικοί n× n πίνακες, τότε η τιµή P (S−1AS) τού P (t) στον πίνακα S−1AS ισούται µε S−1P (A)S:

P (S−1AS) = S−1P (A)S

Πραγµατικά:

P (S−1AS) = a0In + a1(S
−1AS) + a2(S

−1AS)2 + · · ·+ am(S−1AS)m =

a0S
−1S + a1(S

−1AS) + a2S
−1A2S + · · ·+ amS

−1AmS =

S−1(a0In + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m)S = S−1P (A)S.



20

4. Ελάχιστο Πολυώνυµο
Στην παρούσα παράγραφο ϑε δείξουµε ένα πολύ χρήσιµο κριτήριο διαγωνοποιησιµότητας για γραµ-

µικές απεικονίσεις και πίνακες.

4.1. Πυρήνες Πολυωνυµικών Γραµµικών Απεικονίσεων. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πε-
περασµένης διάστασης και f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση.

Παρατήρηση 4.1. ΄Οπως γνωρίζουµε, αν f, g : E−→E είναι δύο γραµµικές απεικονίσεις, τότε γενικά

ισχύει ότι : f ◦g 6= g◦f . Αν όµως η g προκύπτει ως πολυωνυµική απεικόνιση από την f , δηλαδή g = P (f)
για κάποιο πολυώνυµο P (t) ∈ K[t], είναι εύκολο να δει κανείς ότι οι f και g µετατίθενται : f ◦ g = g ◦ f .

Γενικότερα ισχύει ότι (η απόδειξη είναι εύκολη και αφήνεται ως άσκηση):

F (f) ◦G(f) = G(f) ◦ F (f), ∀ F (t), G(t) ∈ K[t]

Για κάθε πολυώνυµο P (t) ∈ K[t], ϑεωρούµε την πολυωνυµική γραµµική απεικόνιση

P (f) : E −→ E, ~x 7−→ P (f)(~x)

και ορίζουµε έναν υπόχωρο του E, τον πυρήνα της πολυωνυµικής γραµµικής απεικόνισης P (t), ως εξής :

NP (t) := KerP (f) =
{
~x ∈ E | P (f)(~x) = ~0

}
Στην απόδειξη του κριτηρίου διαγωοποιησιµότητας ϑα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη χρήσιµη

πρόταση.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω P (t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο έτσι ώστε P (f) = 0, και υποθέτουµε ότι :

P (t) = (t− κ1)(t− κ2) · · · (t− κm), κi 6= κj , 1 ≤ i 6= j ≤ m
1. Nt−κi = {~x ∈ E | f(~x) = κi~x}, 1 ≤ i ≤ m.

2. E = Nt−κ1 ⊕ Nt−κ2 ⊕ · · · ⊕ Nt−κm .

Απόδειξη. 1. Για κάθε 1 ≤ i ≤ m:

Nt−κi = {~x ∈ E | (f − κiIdE)(~x) = ~0} = {~x ∈ E | f(~x)− κiIdE(~x) = ~0} =

{~x ∈ E | f(~x)− κi~x = ~0} = {~x ∈ E | f(~x) = κi~x}

2. Επειδή κi 6= κj , 1 ≤ i 6= j ≤ m, έπεται ότι τα πολυώνυµα t− κ1, t− κ2, · · · , t− κm είναι πρώτα
µεταξύ τους, δηλαδή ΜΚ∆

(
t− κi, t− κj

)
= 1, για 1 ≤ i 6= j ≤ m. Εποµένως ϑέτοντας

Fi(t) =
P (t)

t− κi
= (t− κ1)(t− κ2) · · · (t− κi−1)(t− κi+1) · · · (t− κm)

έπεται ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των πολυωνύµων F1(t), F2(t), · · · , Fm(t) είναι το σταθερό πολυ-
ώνυµο 1: ΜΚ∆

(
F1(t), · · · , Fm(t)

)
= 1. Από την Θεωρία Πολυωνύµων γνωρίζουµε τότε ότι υπάρχουν

πολυώνυµα G1(t), · · ·Gm(t), έτσι ώστε :

G1(t)F1(t) +G2(t)F2(t) + · · ·+Gm(t)Fm(t) = 1

Τότε όµως για τις αντίστοιχες πολυωνυµικές απεικονίσεις ϑα έχουµε:

G1(f) ◦ F1(f) +G2(f) ◦ F2(f) + · · · +Gm(f) ◦ Fm(f) = IdE

και εποµένως για κάθε ~x ∈ E ϑα έχουµε:

G1(f)(F1(f)(~x)) +G2(f)(F2(f)(~x)) + · · · +Gm(f)(Fm(f)(~x)) = IdE(~x) = ~x (4.1)

Θέτουµε :
~xi = Gi(f)(Fi(f)(~x)), ∀~x ∈ E, 1 ≤ i ≤ m

και άρα η σχέση (4.1) γράφεται :

~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm = ~x, ∀~x ∈ E (4.2)
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Ισχυρισµός: ~xi ∈ Nt−κi .

Πραγµατικά: χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 4.1 ϑα έχουµε (f −κiIdE) ◦Gi(f) ◦Fi(f) = Gi(f) ◦
(f − κiIdE) ◦ Fi(f) = Gi(f) ◦ Fi(f) ◦ (f − κiIdE). ΄Οµως

Fi(f) ◦ (f − κiIdE) =

= (f − κ1IdE)(f − κ2IdE) · · · (f − κi−1IdE)(f − κi+1IdE) · · · (f − κmIdE) ◦ (f − κiIdE) =

= (f − κ1IdE)(f − κ2IdE) · · · (f − κi−1IdE) ◦ (f − κiIdE) ◦ (f − κi+1IdE) · · · (f − κmIdE) = P (f)

Εποµένως

(f − κiIdE)(~xi) = (f − κiIdE)
(
Gi(f)(Fi(f)

)
(~x)) = (f − κiIdE) ◦Gi(f) ◦ Fi(f))(~x) =

= (Gi(f) ◦ (f − κiIdE) ◦ Fi(f))(~x) = (Gi(f) ◦ P (f))(~x) =

= Gi(f)(P (f)(~x)) = ~0

διότι P (f) = 0. ΄Αρα (f − κ1IdE)(~xi) = 0 το οποίο σηµαίνει ότι

f(~xi) = κi(~xi) =⇒ ~xi ∈ Nt−κi

Εποµένως συνδυάζοντας την παραπάνω σχέση µε την (4.2) ϑα έχουµε ότι :

E = Nt−κ1 + Nt−κ2 + · · ·+ Nt−κm

Μένει να δείξουµε ότι το παραπάνω άθροισµα είναι ευθύ. Ως γνωστόν αρκεί να δείξουµε ότι :

~x1 + · · ·+ ~xm = ~0 και ~xi ∈ Nt−κi 1 ≤ i ≤ m =⇒ ~xi = ~0, 1 ≤ i ≤ m
Υποθέτουµε ότι κάποια από τα ~x1, · · · , ~xm είναι µη-µηδενικά. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να
υποθέσουµε ότι τα διανύσµατα ~x1, · · · , ~xρ είναι µη-µηδενικά και ~xρ+1 = · · · = ~xm = ~0. Τότε επειδή ~xi ∈
Nt−κi), 1 ≤ i ≤ ρ, από το 1. έπεται ότι τα ~x1, · · · , ~xρ είναι ιδιοδιανύσµατα της f τα οποία αντιστοιχούν
στις ιδιοτιµές κ1, · · · , κρ. Επειδή οι ιδιοτιµές κ1, · · · , κρ είναι ανα δύο διαφορετικές, γνωρίζουµε ότι τα
διανύσµατα ~x1, · · · , ~xρ είναι γραµµικά ανεξάρτητα το οποίο είναι άτοπο διότι ~x1 + · · · + ~xρ = ~0. Στο
άτοπο καταλήξαµε διότι υποθέσαµε ότι κάποια από τα ~x1, · · · , ~xm είναι µη-µηδενικά. ΄Αρα ϑα έχουµε
~x1 = · · · = ~xm = ~0. Εποµένως το άθροισµα Nt−κ1 + Nt−κ2 + · · ·+ Nt−κm είναι ευθύ και άρα:

E = Nt−κ1 ⊕ Nt−κ2 ⊕ · · · ⊕ Nt−κm �

Παρατήρηση 4.3. Η παραπάνω Πρόταση είναι ειδική περίπτωση του ακόλουθου Θεωρήµατος Πρωταρχι-

κής Ανάλυσης. Πρώτα υπενθυµίζουµε ότι ένα πολυώνυµο P (t) καλείται ανάγωγο αν P (t) = P1(t)P2(t)
έπεται ότι είτε το P1(t) ή το P2(t) είναι σταθερό πολυώνυµο. Από την Θεωρία Πολυωνύµων γνωρίζουµε ότι

ισχύει το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα:

Θεώρηµα: Κάθε µη-σταθερό πολυώνυµο P (t) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γινόµενο αναγώγων

πολυωνύµων κατά µοναδικό τρόπο. ∆ηλαδή υπάρχουν µοναδικά κανονικά ανάγωγα πολυώνυµαP1(t), · · · ,
Pk(t), και µοναδικό α ∈ K, έτσι ώστε :

P (t) = αP1(t)P2(t) · · ·Pk(t)
και η παραπάνω γραφή είναι µοναδική (µη-λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τη σειρά των παραγόντων).

Θεώρηµα Πρωταρχικής Ανάλυσης: ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης

και f : E −→ E µια γραµµικής απεικόνιση. Υποθέτουµε ότι

Qf (t) = Q1(t)
α1Q2(t)

α2 · · ·Qm(t)αm

είναι η ανάλυση του ελαχίστου πολυωνύµουQf (t) της f σε διακεκριµένα ανάγωγα κανονικά πολυώνυµα.

Τότε :

E = NQ1(t)α1 ⊕ NQ2(t)α2 ⊕ · · · ⊕ NQm(t)αm

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 4.2 και αφήνεται ως ΄Ασκηση.
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4.2. Κριτήριο ∆ιαγωνοποίησης. Μπορούµε να αποδείξουµε τώρα το ακόλουθο κριτήριο διαγωνοποι-
ησιµότητας :

Θεώρηµα 4.4. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E−→E µια γραµ-

µική απεικόνιση. Τότε τα ακόλυθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι διαγωνοποιήσιµη.

(2) Το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) της f αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παρα-

γόντων :

Qf (t) = (t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λm), λi 6= λj , 1 ≤ i 6= j ≤ m

Απόδειξη. (1) =⇒ (2) Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = (t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λm), όπου λi, 1 ≤ i ≤ m
είναι οι διακεκριµένες ιδιοτιµές της f . Θα δείξουµε ότι Q(t) = Qf (t). Για αυτό το σκοπό, δείχνουµε
πρώτα ότι το πολυώνυµο Q(t) µηδενίζει την f : Q(f) = 0.

Επειδή η f είναι διαγωνοποιήσιµη, ο χώρος E ϑα είναι το ευθύ άθροισµα των ιδιοχώρων της f :

E = V(λ1)⊕ V(λ2)⊕ · · · ⊕ V(λm) (4.3)

Ισχυρισµός: Q(f)(~xi) = ~0, ∀~xi ∈ V(λi), 1 ≤ i ≤ m.

Πραγµατικά επειδή ~xi ∈ V(λi) =⇒ f(~xi) = λi~xi, δηλαδή (f − λiIdE)(~xi) = ~0, και επειδή, λόγω της
Παρατήρησης 4.1, οι γραµµικές απεικονίσεις (f − λiIdE) και (f − λjIdE) µετατίθενται, ϑα έχουµε:

Q(f)(~xi) = [(f − λ1IdE) ◦ (f − λ2IdE) ◦ · · · ◦ (f − λmIdE)](~xi) =

= [(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λi−1IdE) ◦ (f − λiIdE) ◦ (f − λi+1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λmIdE)](~xi) =

= [(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λi−1IdE) ◦ (f − λi+1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λmIdE) ◦ (f − λiIdE)](~xi) =

= [(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λi−1IdE) ◦ (f − λi+1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λmIdE)](f − λiIdE)(~xi) =

= [(f − λ1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λi−1IdE) ◦ (f − λi+1IdE) ◦ · · · ◦ (f − λmIdE)](~0) = ~0

Εποµένως δείξαµε ότι Q(f)(~xi) = ~0, ∀~xi ∈ V(λi), 1 ≤ i ≤ m.

Επειδή το άθροισµα (4.3) είναι ευθύ, κάθε διάνυσµα ~x ∈ E έχει µοναδική γραφή:

~x = ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm, ~xi ∈ V(λi), 1 ≤ i ≤ m
Τότε :

Q(f)(~x) = Q(f)(~x1) +Q(f)(~x2) + · · ·+Q(f)(~xm) = ~0

και άρα η γραµµική απεικόνιση Q(f) είναι η µηδενική:

Q(f) = 0

διότι µηδενίζει κάθε διάνυσµα του E. Τότε όµως Qf (t)/Q(t). Επειδή τα πολυώνυµα Qf (t) και Q(t)
είναι κανονικά και κάθε ϱίζα του Q(t) (δηλαδή µια ιδιοτιµή της f ) είναι και ϱίζα του Qf (t), έπεται ότι
τα πολυώνυµα Qf (t) και Q(t) συµπίπτουν : Qf (t) = Q(t).

(2) =⇒ (1) Επειδή τα λ1, · · · , λm είναι ανα δύο διαφορετικά, σύµφωνα µε την Πρόταση 4.1 ϑα έχουµε:

E = Nt−λ1 ⊕ Nt−λ2 ⊕ · · · ⊕ Nt−λm

Επειδή οι ϱίζες του ελαχίστου πολυωνύµου συµπίπτουν µε τις ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
της f , δηλαδή µε τις ιδιοτιµές της f , έπεται ότι τα λ1, · · · , λm είναι οι ιδιοτιµές της f µε αντίστοιχους
ιδιοχώρους Nt−λ1 ,Nt−λ2 , · · · ,Nt−λm . ∆ηλαδή:

E = V(λ1)⊕ V(λ2)⊕ · · · ⊕ V(λm)

Εποµένως ο χώρος E είναι το ευθύ άθροισµα των ιδιοχώρων της f και τότε όπως γνωρίζουµε η f είναι
διαγωνοποιήσιµη. �
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Πριν περάσουµε να δούµε το αντίστοιχο του παραπάνω κριτηρίου για πίνακες, χρειαζόµαστε το α-
κόλουθο Λήµµα:

Λήµµα 4.5. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K
και f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση. Τότε το ελάχιστο πολυώνυµο της f συµπίπτει µε το ελάχιστο

πολυώνυµο του πίνακά της σε µια τυχούσα ϐάση B του E:

Qf (t) = QMB
B
(f)(t)

Απόδειξη. ΄Εστω A = MB
B (f). Τότε ϑέτοντας P (t) = Qf (t) στο Λήµµα 3.3, ϑα έχουµε:

MB
B (Qf (f)) = Qf (MB

B (f)) = Qf (A)

Επειδή Qf (f) = 0 και ο πίνακας της µηδενικής γραµµικής απεικόνισης ως προς τυχούσα ϐάση είναι ο
µηδενικός, έπεται ότι Qf (A) = O, δηλαδή το ελάχιστο πολυώνυµο της f µηδενίζει τον πίνακα A. Τότε
όµως ϑα έχουµε:

QA(t)/Qf (t) (4.4)
Από την άλλη πλευρά, ϑέτοντας P (t) = QA(t) στο Λήµµα 3.3, ϑα έχουµε:

MB
B (QA(f)) = QA(MB

B (f)) = QA(A)

Επειδή QA(A) = O και επειδή η µοναδική γραµµική απεικόνιση µε µηδενικό πίνακα σε τυχούσα
ϐάση είναι η µηδενική, έπεται ότι η γραµµική απεικόνιση QA(f) είναι η µηδενική, δηλαδή το ελάχιστο
πολυώνυµο του A µηδενίζει την γραµµική απεικόνιση f . Τότε όµως ϑα έχουµε:

Qf (t)/QA(t) (4.5)

Επειδή τα πολυώνυµα QA(t) και Qf (t) είναι κανονικά, από τις (4.4) και (4.5) έπεται ότι QA(t) = Qf (t),
δηλαδή: QMB

B
(f)(t) = Qf (t). �

Θεώρηµα 4.6. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας n× n πίνακας. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο A είναι διαγωνοποιήσιµος.

(2) Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του A αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παρα-

γόντων :

QA(t) = (t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λm), λi 6= λj , 1 ≤ i 6= j ≤ m

Απόδειξη. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX. ΄Εστω B η κανονική
ϐάση του Kn. Τότε γνωρίζουµε ότι MB

B (fA) = A. Από το Λήµµα 3.3 ϑα έχουµε τότε :

QA(t) = QfA(t)

Επειδή, όπως γνωρίζουµε, ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µονον αν η γραµµική απεικόνιση
fA είναι διαγωνοποιήσιµη, το Ϲητούµενο προκύπτει από την παραπάνω ισότητα ελαχίστων πολυωνύµων
σε συνδυασµό µε το Θεώρηµα 4.4. �

Παράδειγµα 4.7. Θεωρούµε τον 4× 4 πίνακα παργµατικών αριθµών
0 4 1 −2
−1 4 0 −1

0 0 1 0
−1 3 0 0


Υπολογίζουµε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A:

QA(t) = t3 − 4t2 + 5t− 2



24

Επειδή όπως ϐλέπουµε εύκολα

QA(t) = t3 − 4t2 + 5t− 2 = (t− 1)2(t− 2)

το ελάχιστο πολυώνυµο του A δεν αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων.

Εποµένως ο πίνακας A δεν είναι διαγωνοποιήσιµος.

Γνωρίζουµε ότι µια γραµµική απεικόνιση, αντίστοιχα ένας πίνακας, είναι τριγωνοποιήσιµη, αντίστοι-
χα τριγωνοποιήσιµος, αν και µόνον αν το χαρακτηριστικό της, αντίστοιχα το χαρακτηριστικό του, το
πολυώνυµο αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβαθµίων παραγόντων υπεράνω του K. ΄Οπως γνωρίζουµε το
χαρακτηριστικό και το ελάχιστο πολυώνυµο έχουν τις ίδιες ϱίζες. Σηµειώνουµε εδώ ότι µπορούµε να
περιορισθούµε στο ελάχιστο πολυώνυµο, όπως δείχνει η παρακάτω εφαρµογή.

Πόρισµα 4.8. (1) ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος και f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση.

Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α΄) Η γραµµική απεικόνιση f είναι τριγωνοποιήσιµη.

(ϐ΄) Το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) της f έχει όλες τις ϱίζες του στο σώµα K.

(2) A ∈ Mn×n(K) ένας n× n πίνακας. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α΄) Ο πίνακας A είναι τριγωνοποιήσιµος.

(ϐ΄) Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του A έχει όλες τις ϱίζες του στο σώµα K.

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσδα από το γεγονός ότι το ελάχιστο πολυώνυµο διαιρεί, και έχει τις ιδιες ϱίζες
µε, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο. �

΄Ασκηση 4.9. Επειδή όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A του Παραδείγµατος 4.7 ανήκουν στο R, ο πίνακας A
είναι τριγωνοποιήσιµος. Να ϐρεθεί η άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A.

4.3. Μηδενοδύναµοι Ενδοµορφισµοί και Πίνακες. ΄Εστω E έναςK-διανυσµατικός χώρος και f : E−→E

µια γραµµική απεικόνιση. ΄Εστω επίσης A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας.

Ορισµός 4.10. (1) Η γραµµική απεικόνιση καλείται µηδενοδύναµη αν: fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Ο πίνακας A καλείται µηδενοδύναµος αν : Am = 0, για κάποιο m ≥ 1.

Πρόταση 4.11. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος διάστασης dimKE = n. και f : E−→E µια γραµ-

µική απεικόνιση. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι µηδενοδύναµη: fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή της f είναι η µηδενική.

(3) fn = 0.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) είναι της µορφής : Qf (t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.

Απόδειξη. (1) =⇒ (2) Αν fm = 0, τότε το πολυώνυµοQ(t) = tm µηδενίζει την f και άρα διαιρείται από το
ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t). Προφανώς τότε το ελάχιστο πολυώνυµο της f είναι της µορφής Qf (t) = tk

του οποίου η µοναδική ϱίζα είναι η λ = 0. Επειδή οι ϱίζες του ελαχίστου πολυωνύµου είναι οι ιδιοτιµές
της f έπεται ότι η µόνη ιδιοτιµή της f είναι η µηδενική.

(2) =⇒ (3) Αν η µόνη ιδιοτιµή της f είναι η µηδενική, τότε προφανώς το ελάχιστο πολυώνυµο της f
ϑα είναι της µορφής Qf (t) = tm για κάποιο 1 ≤ m ≤ n. Επειδή το χαρακτηριστικό και το ελάχιστο
πολυώνυµο έχουν τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι Pf (t) = (−1)ntn. Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton ϑα
έχουµε: 0 = Pf (f) = (−1)nfn και άρα fn = 0.

(3) =⇒ (4) Αν fn = 0, τότε το πολυώνυµο Q(t) = tn µηδενίζει την f και άρα διαιρείται το από το
ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) της f . Προφανώς τότε Qf (t) = tm για κάποιο 1 ≤ m ≤ n.

(4) =⇒ (1) Αν το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) είναι της µορφής Qf (t) = tm, για κάποιο m ≥ 1, τότε
0 = Qf (f) = fm. �
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Χρησιµοποιώντας την γραµµική απεικόνιση fA : Kn−→Kn, fA(X) = AX και την Πρόταση 4.11
έχουµε το ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 4.12. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο A είναι µηδενοδύναµος : Am = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η µηδενική.

(3) An = 0.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι της µορφής : QA(t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.
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5. Κανονική Μορφή Fitting
΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας πίνακας. Σκοπός µας στην παρούσα παράγραφο είναι η απόδειξη του

ακόλουθου Θεωρήµατος :

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας πίνακας. Τότε ο A είναι όµοιος µε έναν πίνακα της µορφής

B =

 N O

O P


όπου ο P είναι αντιστρέψιµος και ο N είναι µηδενοδύναµος.

Η παραπάνω µορφή καλείται µορφή Fitting του πίνακα A.

΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K, και

f : E −→ E

µια γραµµική απεικόνιση.
Συµβολίζουµε µε fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (k-ϕορές) την σύνθεση της f µε τον εαυτό της k-ϕορές, ∀k ≥ 1.

Υπενθυµίζουµε ότι η f καλείται µηδενοδύναµη αν fk = 0.

5.1. Αποσύνθεση Fitting. Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 5.1 χρειαζόµαστε πρώτα κάποια προεργα-
σία.

Πρόταση 5.2. (1) Υπάρχει µια (αύξουσα) ακολουθία υπόχωρων του E:

{~0} ⊆ Ker(f) ⊆ Ker(f2) ⊆ · · · ⊆ Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1) ⊆ · · · ⊆ E (5.1)

και ϕυσικός αριθµός µ ≥ 0 έτσι ώστε : Ker(fµ) = Ker(fµ+1) = Ker(fµ+2) = · · · .
(2) Υπάρχει µια (ϕθίνουσα) ακολουθία υποχώρων του E:

{~0} ⊆ · · · ⊆ Im(fk+1) ⊆ Im(fk) ⊆ · · · ⊆ Im(f2) ⊆ Im(f) ⊆ E (5.2)

και ϕυσικός αριθµός λ ≥ 0 έτσι ώστε : Im(fλ) = Im(fλ+1) = Im(fλ+2) = · · · .

Απόδειξη. (1) ∆είχνουµε πρώτα ότι

Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1), ∀k ≥ 0

΄Εστω ~x ∈ Ker(fk), δηλαδή fk(~x) = ~0. Τότε f(fk(~x)) = ~0 και άρα (f ◦ fk)(~x) = fk+1(~x) = ~0. ΄Αρα
~x ∈ Ker(fk+1(~x) = ~0 και εποµένως Ker(fk) ⊆ Ker(fk+1). ΄Ετσι έχουµε την ακολουθία υπόχωρων (5.1).
Τότε όµως ϑα έχουµε και

dimK Ker(fk) ≤ dimK Ker(fk+1), ∀k ≥ 0

Τότε η ακολουθία υπόχωρων (5.1) επάγει την αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών

0 ≤ dimK Ker(f) ≤ dimK Ker(f2) ≤ · · · ≤ dimK Ker(fk) ≤ dimK Ker(fk+1) ≤ · · · ≤ dimKE

Επειδή dimK E < ∞, έπεται το σύνολο ϕυσικών αριθµών
{
dimK Ker(fk), k ≥ 0

}
είναι πεπερασµένο.

΄Αρα υπάρχει ϕυσικός µ ≥ 0 έτσι ώστε : dimK Ker(fµ) = dimK Ker(fµ+1) = dimK Ker(fµ+2) = · · · .
Επειδή από την ακολουθία (5.1) έχουµε Ker(fµ) ⊆ Ker(fµ+1) ⊆ Ker(fµ+2) ⊆ · · · , έπεται ότι :

Ker(fµ) = Ker(fµ+1) = Ker(fµ+2) = · · ·
(2) ∆είχνουµε πρώτα ότι

Im(fk+1) ⊆ Im(fk), ∀k ≥ 0
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΄Εστω ~x ∈ Im(fk+1), δηλαδή υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε : fk+1(~y) = ~x. Τότε fk+1(~y) = (fk ◦ f)(~y) =
fk(f(~y)) = ~x, και άρα ~x ∈ Im(fk). ΄Ετσι Im(fk+1) ⊆ Im(fk). ΄Ετσι έχουµε την ακολουθία υπόχωρων
(5.2). Τότε όµως ϑα έχουµε και

dimK Im(fk+1) ≤ dimK Im(fk), ∀k ≥ 0

Τότε η ακολουθία υπόχωρων (5.2) επάγει την αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών

0 ≤ · · · ≤ dimK Im(fk+1) ≤ dimK Im(fk) ≤ · · · ≤ dimK Im(f2) ≤ dimK Im(f) ≤ dimKE

Επειδή dimK E < ∞, έπεται το σύνολο ϕυσικών αριθµών
{
dimK Im(fk), k ≥ 0

}
είναι πεπερασµένο.

΄Αρα υπάρχει ϕυσικός λ ≥ 0 έτσι ώστε : · · · = dimK Im(fλ+2) = dimK Im(fλ+1) = dimK Im(fλ). Επειδή
από τη ακολουθία (5.2) έχουµε · · · ⊆ Im(fλ+2) ⊆ Im(fλ+1) ⊆ Im(fλ), έπεται ότι :

· · · = Im(fλ+2) = Im(fλ+1) = Im(fλ) �

Λήµµα 5.3. Με τους συµβολισµούς της Πρότασης 5.2, έστω m := max{µ, λ}.
1. f(Ker(fm) ⊆ Ker(fm) και άρα η f : E−→E επάγει µια γραµµική απεικόνιση :

f1 : Ker(fm) −→ Ker(fm), f1(~x) = f(~x)

Επιπλέον η f1 είναι µηδενοδύναµη, δηλαδή f r1 = 0, για κάποιον r ≥ 1.
2. f(Im(fm) ⊆ Im(fm) και άρα η f : E−→E επάγει µια γραµµική απεικόνιση :

f2 : Im(fm) −→ Im(fm), f2(~x) = f(~x)

Επιπλέον η f2 είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. (1) Για το 1. ϑα έχουµε:
(α) ΄Εστω ~x ∈ Ker(fm), δηλαδή fm(~x) = ~0. Τότε f(fm(~x)) = f(~0) = ~0 και άρα fm+1(~x) = ~0,

δηλαδή ~x ∈ Ker(fm+1). ΄Οµως επειδή m ≥ µ, έχουµε Ker(fm+1) = Ker(fm) και άρα
~x ∈ Ker(fm. Εποµένως f(Ker(fm)) ⊆ Ker(fm). Προφανώς τότε η f επάγει µια γραµµική
απεικόνιση f1 : Ker(fm) −→ Ker(fm), ορίζοντας f1(~x) = f(~x), ∀~x ∈ Ker(fm).

(ϐ) ΄Εστω ~x ∈ Ker(fm), δηλαδή fm(~x) = ~0. Τότε fm+1
1 (~x = fm+1(~x) = f(fm(~0) = f(~0) = ~0.

΄Αρα ϑέτοντας r = m+ 1 έχουµε f r1 (~x) = 0, ∀~x ∈ Ker(fm) και εποµένως f r1 = 0, δηλαδή η
f1 είναι µηδενοδύναµη.

(2) Για το 2. ϑα έχουµε:
(α) ΄Εστω ~x ∈ f(Im(fm)), δηλαδή υπάρχει ~y ∈ Im(fm) έτσι ώστε : f(~y) = ~x. Επειδή ~y ∈ Im(fm)

έπεται ότι υπάρχει ~z ∈ E έτσι ώστε : fm(~z) = ~y. Τότε ~x = f(~y) = f(fm(~z)) = fm+1(~z και
άρα ~x ∈ Im(fm+1). Επειδή m ≥ λ, έπεται ότι ϑα έχουµε Im(fm+1) = Im(fm) και άρα
~x ∈ Im(fm. Εποµένως f(Im(fm)) ⊆ Im(fm). Προφανώς τότε η f επάγει µια γραµµική
απεικόνιση f1 : Im(fm) −→ Im(fm), ορίζοντας f2(~x) = f(~x), ∀~x ∈ Im(fm).

(ϐ) ΄Εστω ~y ∈ Im(fm). Επειδή Im(fm) = Im(fm+1), έπεται ότι ~y ∈ Im(fm+1) και άρα υπάρχει
~x ∈ E έτσι ώστε : fm+1(~x) = ~y. Τότε : ~y = fm+1(~x) = f(fm(~x) και ϑέτοντας ~z := fm(~x) ∈
Im(fm) ϑα έχουµε ~y = f(~z) = f2(~z). Αυτό σηµαίνει ότι η f2 είναι επιµορφισµός. Επειδή
dimK Im(fm) ≤ dimK E <∞, έπεται ότι η f2 είναι ισοµορφισµός.

�

Θεώρηµα 5.4. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K.

Αν f : E−→E είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε υπάρχει m ≥ 1 έτσι ώστε :

E = Ker(fm)⊕ Im(fm)

Απόδειξη. ΄Εστω m = max{µ, λ} όπως στην Πρόταση 5.2 ή στο Λήµµα 5.3.
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(1) ∆είχνουµε πρώτα ότι : Ker(fm) ∩ Im(fm) = {~0}.
΄Εστω ~x ∈ Ker(fm) ∩ Im(fm). Τότε fm(~x) = ~0 και υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε fm(~y) = ~x. Τότε

f2m(~y) = fm(fm(~y)) = fm(~x) = ~0 και άρα ~y ∈ Ker(f2m). Επειδή Ker(f2m) = Ker(fm), έπεται
ότι ~y ∈ Ker(fm) και άρα ~x = fm(~y) = ~0. Εποµένως Ker(fm) ∩ Im(fm) = {~0}.

(2) ∆είχνουµε ότι : E = Ker(fm) + Im(fm).
΄Εστω ~x ∈ E. Τότε fm(~x) ∈ Im(fm). Επειδή Im(fm) = Im(f2m) έπεται ότι fm(~x) ∈ Im(f2m)

και άρα υπάρχει ~y ∈ E έτσι ώστε : fm(~x) = f2m(~y). Τότε : fm(~x) = f2m(~y) = fm(fm(~y)) και
άρα fm(~x− fm(~y)) = ~0. Θέτοντας ~z := ~x− fm(~y) έπεται ότι ~z ∈ Ker(fm) και

~x = ~z + fm(~y, ~z ∈ Ker(fm), fm(~y) ∈ Im(fm)

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι : E = Ker(fm) + Im(fm).
Από τα (1) και (2) έχουµε ότι E = Ker(fm)⊕ Im(fm). �

Θεώρηµα 5.5. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K.

Αν f : E−→E είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε υπάρχει ϐάση B του E έτσι ώστε ο πίνακας της f στην

ϐάση B να είναι της µορφής :

MB
B (f) =

 N O

O P


όπου ο P είναι αντιστρέψιµος και ο N είναι µηδενοδύναµος.

Απόδειξη. ΄Εστω ο ϕυσικός αριθµόςm όπως στο παραπάνω Θεώρηµα 5.3. Τότε ϑα έχουµε E = Ker(fm)⊕
Im(fm). Από την άλλη πλευρά από την Πρόταση 5.2 η f επάγει έναν ισοµορφισµό

f2 : Im(fm)−→ Im(fm), f2 = f |Im(fm)

και µια µηδενοδύναµη γραµµική απεικόνιση

f1 : Ker(fm)−→Ker(fm, f1 = f |Ker(fm)

΄Εστω B1 µια ϐάση του υπόχωρου Ker(fm) και B2 µια ϐάση του υπόχωρου Im(fm). Τότε ο πίνακας
P := MB2

B2
(f2) της f2 στην ϐάση B2 ϑα είναι αντιστρέψιµος (επειδή η f2 είναι ισοµορφσιµός) και ο

πίνακας N := MB1
B1

(f1) της f1 στην ϐάση B1 ϑα είναι µηδενοδύναµος (επειδή η f1 είναι µηδενοδύναµη.
Επειδή το άθροισµα Ker(fm) + Im(fm) είναι ευθύ και µας δίνει τον χώρο E, έπεται ότι το σύνολο

B = B1 ∪ B2 είναι µια ϐάση του E. Τότε προφανώς f(B2) ⊆ Im(fm) και f(B1) ⊆ Ker(fm) και τότε ο
πίνακας της f στην ϐάση B ϑα είναι της µορφής

MB
B (f) =

 N O

O P


όπου ο P είναι αντιστρέψιµος και ο N είναι µηδενοδύναµος. �

5.2. Κανονική Μορφή Fitting. Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το Θεώρηµα 5.1.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1: Θεωρούµε την γραµµική αεπικόνιση

fA : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X
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Από το Θεώρηµα 5.4 έπεται ότι υπάρχει ϐάση B του Kn έτσι ώστε ο πίνακας της fA στην ϐάση B να
είναι της µορφής:

MB
B (fA) =

 N O

O P


Επειδή ο πίνακας της fA στην κανονική ϐάση του Kn είναι ο A έπεται ότι ο πίνακας A είναι όµοιος

µε τον παραπάνω πίνακα. 2

5.3. Ευθύ ΄Αθροισµα Γραµµικών Απεικονίσεων και Πινάκων. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος
υπεράνω του σώµατος K.

Υποθέτουµε ότι E = V⊕W και έστω f : V−→V και g : W−→W δύο γραµµικές απεικονίσεις.

Ορισµός 5.6. Το ευθύ άθροισµα f⊕g των γραµµικών απεικονίσεων f και g ορίζεται να είναι η απεικόνιση

f ⊕ g : E = V⊕W −→ E = V⊕W, (f ⊕ g)(~v + ~w) = f(~v) + g(~w)

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η f ⊕ g είναι µια γραµµική απεικόνιση.

΄Εστω A ∈ Mn×n(K) και B ∈ Mm×m(K) δύο τετραγωνικοί πίνακες, ενδεχοµένως διαφορετικού µε-
γέθους.

Ορισµός 5.7. Το ευθύ άθροισµα A ⊕ B των A ∈ Mn×n(K) και B ∈ Mm×m(K) ορίζεται να είναι ο

(n+m)× (n+m) πίνακας

A⊕B =

 A O

O B


Παράδειγµα 5.8. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και υποθέτουµε ότι

E = V ⊕W, για κάποιους υπόχωρους V,W του E. ΄Εστω f : V−→V και g : W−→W δύο γραµµικές

απεικονίσεις. Αν BV είναι µαι ϐάση του V και BW είναι µια ϐάση του W, τότε όπως γνωρίζουµε το σύνολο

B = BV ∪BW είναι µια ϐάση του E.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι ϑέτοντας B = MBV

BV
(f) και C = MBW

BW
(g), έχουµε :

MB
B (f ⊕ g) = B ⊕ C =

 B O

O C


Παράδειγµα 5.9. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και υποθέτουµε ότι E =
V⊕W, για κάποιους υπόχωρους V,W του E. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση.

Υποθέτουµε ότι : f(V) ⊆ V και f(W) ⊆W.

Τότε ορίζονται οι περιορισµοί της f στους υπόχωρους V και W:

fV : V −→ V, fV(~v) = f(~v)

fW : W −→ W, fW(~w) = f(~w)

Προφανώς ϑα έχουµε :

f = fV ⊕ fW
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Θεώρηµα 5.10. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimKE < ∞. Τότε η f µπορεί να

γραφεί ώς ευθύ άθροισµα

f = g ⊕ h
κατάλληλων γραµµικών απεικονίσεων g : V−→V και h : W−→W, όπου V,W είναι υπόχωροι του E, και

όπου :

(1) η γραµµική απεικόνιση g : V −→ V είναι ισοµορφισµός.

(2) η γραµµική απεικόνιση h : W −→ W είναι µηδενοδύναµη, δηλ. hm = 0, για κάποιο m ≥ 1.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον ϕυσικό αριθµό m του Θεωρήµατος 5.4, και ϑέτουµε :

V := Im(fm) και W := Im(fm)

Τότε από το Θεώρηµα 5.4 ϑα έχουµε:
E = V⊕W

Από το Λήµµα 5.3 έπεται ότι f(V) ⊆ V και η επαγόµενη γραµµική απεικόνιση fV : V−→V είναι ισο-
µορφισµός, και f(W) ⊆W και η επαγόµενη γραµµική απεικόνιση fW : W−→W είναι µηδενοδύναµη.
Θέτοντας g = fV και h = fW, µε χρήση του Παραδείγµατος 5.9 ϑα έχουµε το Ϲητούµενο. �

Θεώρηµα 5.11. ΄Εστω A ∈Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας. Τότε ο A είναι όµοιος µε έναν πίνακα

D ο οποίος ώς ευθύ άθροισµα πινάκων:

D = B ⊕ C
όπου B ∈ Mk×k(K), C ∈ Mr×r(K), όπου k + r = n, και :

(1) ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος.

(2) ο πίνακας C είναι µηδενοδύναµος, δηλ. Cm = 0, για κάποιο m ≥ 1.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 5.10 για την γραµµική απεικόνιση

fA : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X
Υπάρχουν υπόχωροι V και W του Kn έτσι ώστε :

Kn = V⊕ V

και fA(V) ⊆ V και fA(W) ⊆ W. Με χρήση του Παραδείγµατος 5.8 και του Θεωρήµατος 5.11, αν B1

είναι µια ϐάση του V και B2 είναι µια ϐάση του W, τότε ϑέτοντας B = B1 ∪ B2, ϑα έχουµε µια ϐάση
του Kn στην οποία ο πίνακας D της fA ϑα είναι το ευθύ άθροισµα B ⊕ C πινάκων, όπου B είναι ένας
αντιστρέψιµος k × k πίνακας, ο C είναι ένας µηδενοδύναµος r × r πίνακας, και k + r = n. Εποµένως
ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα D = B ⊕ C. �
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6. Ταυτόχρονη ∆ιαγωνοποίηση
6.1. Ταυτόχρονη ∆ιαγωνοποίηση Πινάκων. ΄Εστω A,B ∈ Mn×n(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία
από το σώµα K.

Ορισµός 6.1. Οι πίνακες A,B καλούνται ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος

πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι. ∆ηλαδή αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ο οποίος

διαγωνοποιεί ταυτόχρονα τους A,B.

Σκοπός µας στην παρούσα παράγραφο είναι να αποδείξουµε το ακόλουθο κριτήριο ταυτόχρονης
διαγωνοποίησης :

Θεώρηµα 6.2. ΄Εστω A,B ∈ Mn×n(K) δύο n×n πίνακες µε στοιχερία από το σώµα K. Τότε τα ακόλυθα

είναι ισοδύναµα:

1. Οι πίνακες A,B είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.

2. Οι πίνακες A,B είναι διαγωνοποιήσιµοι και : A ·B = B ·A.

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι οι πίνακες A,B είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι. Τότε οι
πίνακες είναι διαγωνοποιήσιµοι και υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτις ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι. Τότε ϑα έχουµε:

P−1 · (A ·B) · P = P−1 ·A ·B · P = P−1 ·A · P · P−1 ·B · P = ∆1 ·∆2

P−1 · (B ·A) · P = P−1 ·B ·A · P = P−1 ·B · P · P−1 ·A · P = ∆2 ·∆1

Επειδή προφαβώς διαγώνιοι πίνακες µετατίθενται, ϑα έχουµε ∆1 ·∆2 = ∆2 ·∆1. Τότε

P−1 · (A ·B) · P = P−1 · (B ·A) · P =⇒ (A ·B) · P = (B ·A) · P =⇒ A ·B = B ·A

2. =⇒ 1. Για τη απόδειξη αυτής της κατεύθυνσης χρειαζόµαστε κάποια προεργασία. Η απόδειξη ϑα
ολοκληρωθεί στο Πόρισµα 6.8 στο τέλος της παραγράφου. �

Λήµµα 6.3. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimK E <∞. Υποθέτουµε ότι

E = V⊕W και f(V) ⊆ V

Θεωρούµε την επαγόµενη γραµµική απεικόνιση fV = f |V : V−→V, όπου f |V είναι ο περιορισµός της f
στον υπόχωρο V. Τότε το ελάχιστο πολυώνυµο QfV(t) της fV διαιρεί το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) της f :

QfV(t)
/
Qf (t)

Απόδειξη. ΄Εστω Qf (t) = a0 + a1t+ · · · am−1tm−1 + tm το ελάχιστο πολυώνυµο της f , και ϑεωρούµε την
γραµµική απεικόνιση

Qf (fV) = a0IdV + a1fV + · · ·+ am−1(fV)m−1 + (fV)m : V −→ V

Τότε, ∀~v ∈ V: Qf (fV)(~v) = a0(~v) +a1fV(~v) + · · ·+am−1(fV)m−1(~v) + (fV)m(~v). Επειδή fV(~v) = f(~v),
∀~v ∈ V, έπεται ότι ϑα έχουµε: Qf (fV)(~v) = a0(~v) + a1f(~v) + · · · + am−1f

m−1(~v) + fm(~v) = (a0IdE +
a1f + · · · am−1fm−1 + fm)(~v) = Qf (f)(~v) = 0. Αυτό σηµαίναι ότι το πολυώνυµο Qf (t) µηδενίζει την
fV. Τότε όµως το Qf (t) ϑα διαιρείται από το ελάχιστο πολυώνυµο της fV: QfV(t)

/
Qf (t). �
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Πόρισµα 6.4. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimK E <∞. Υποθέτουµε ότι

E = V⊕W και f(V) ⊆ V

Θεωρούµε την επαγόµενη γραµµική απεικόνιση fV : V−→V, όπου fV = f |V είναι ο περιορισµός της f στον

υπόχωρο V. Τότε :

f είναι διαγωνοποιήσιµη =⇒ fV είναι διαγωνοποιήσιµη

Απόδειξη. Από το Λήµµα 6.3, έχουµε QfV(t)
/
Qf (t). Επειδή η f είναι διαγωνοπιήσιµη, έπεται ότι το

ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) της f αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων.
Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο της fV είναι διαιρέτης του Qf (t), έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο
QfV(t) της fV αναλύεται σε γινόµενο διακεκριµµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων. Εποµένως η fV είναι
διαγωνοποιήσιµη. �

Πόρισµα 6.5. ΄Εστω f : E−→E µια γραµµική απεικόνιση, όπου dimK E <∞. Υποθέτουµε ότι

E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk και f(Vi) ⊆ Vi, 1 ≤ i ≤ k
Θεωρούµε τις επαγόµενες γραµµικές απεικόνισεις fVi : Vi−→Vi, όπου fVi = f |Vi είναι ο περιορισµός της

f στον υπόχωρο Vi. Τότε :

f είναι διαγωνοποιήσιµη ⇐⇒ fVi είναι διαγωνοποιήσιµη, 1 ≤ i ≤ k

Απόδειξη. ‘‘=⇒’’ ΄Επεται άµεσα από το Πόρισµα 6.4.
‘‘⇐=’’ ΄Εστω Bi µια ϐάση του Vi, 1 ≤ i ≤ k, η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της fi. Από το

ορισµό των απεικονίσεων fi, έπεται προφανώς ότι τα διανύσµατα κάθε ϐάσηςBi είναι και ιδιοδιανύσµατα
της f . Επειδή το άθροισµα V1 +V2 + · · ·+Vk είναι ευθύ και µας δίνει τον χώρο E, έπεται ότι το σύνολο

C := B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk

είναι µια ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f . ΄Αρα η f είναι διαγωνοποιήσιµη. �

Θεώρηµα 6.6. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο

γραµµικές απεικονίσεις. Υποθέτουµε ότι οι f, g είναι διαγωνοποιήσιµες και f ◦ g = g ◦ f . Τότε υπάρχει

ϐάση C του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f και της g.

Απόδειξη. Επειδή η g είναι διαγωνοποιήσιµη, όπως γνωρίζουµε ϑα έχουµε:

E = Vg(λ1)⊕ Vg(λ2)⊕ · · · ⊕ Vg(λk)

όπου λ1, · · ·λk είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές της g και Vg(λi) είναι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι :

Vg(λi) = {~x ∈ E | g(~x) = λi~x}, 1 ≤ i ≤ k
΄Εστω ~x ∈ Vg(λi). Τότε g(~x) = λi~x και εποµένως, ∀i = 1, 2, · · · , k:
f(g(~x)) = f(λi~x) =⇒ (f ◦ g)(~x) = λif(~x) =⇒ (g ◦ f)(~x) = λif(~x) =⇒ g(f(~x)) = λif(~x)

Εποµένως το διάνυσµα f(~x) ∈ Vg(λi), και άρα: f(Vg(λi) ⊆ Vg(λi). Αυτό σηµαίναι ότι µπορούµε να
περιορίσουµε την f σε µια γραµµική απεικόνιση

fi := f |Vg(λi) : Vg(λi) −→ Vg(λi), fi(~x) = f(~x)

Επειδή η f είναι διαγωνοποιήσιµη, από το Πόρισµα 6.5 έπεται ότι η απεικόνιση fi είναι διαγωνοποιήσι-
µη, για κάθε i = 1, 2, · · · , k. ΄Εστω Bi µια ϐάση του Vg(λi) η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα
της fi. Από το ορισµό των απεικονίσεων fi, έπεται προφανώς ότι τα διανύσµατα κάθε ϐάσης Bi είναι και
ιδιοδιανύσµατα της f . Επειδή το άθροισµα Vg(λ1) +Vg(λ2) + · · ·+Vg(λk) είναι ευθύ και µας δίνει τον
χώρο E, έπεται ότι το σύνολο

C := B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk
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είναι µια ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f . Επειδή Bi ⊆ Vg(λi) έπεται ότι τα
διανύσµατα κάθε ϐάσης Bi είναι και ιδιοδιανύσµατα της g. Καταλήγουµε ότι η ϐάση C του E αποτελείται
από ιδιοδιανύσµατα της f και της g. �

6.2. Ταυτόχρονη διαγωνοποίηση Γραµµικών Απεικονίσεων.

Ορισµός 6.7. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο

γραµµικές απεικονίσεις. Τότε οι f, g καλούνται ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες, αν υπάρχει ϐάση C του

E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f και της g.

Θεώρηµα 6.8. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E−→E δύο

γραµµικές απεικονίσεις. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Οι f, g είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες.

(2) Οι f, g είναι διαγωνοποιήσιµες και f ◦ g = g ◦ f .

Απόδειξη. (2) =⇒ (1) Η κατεύθυνση αυτή αποδείχθηκε στο Θεώρηµα 6.6.
(1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι οι f, g είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες, δηλαδή υπάρχει ϐάση

C =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της f και της g, τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές
λ1, λ2, · · · , λn της f και στις ιδιοτιµές µ1, µ2, · · · , µn της f Τότε :

(f ◦ g)(~ei) = f(g(~ei)) = f(µi~ei) = µif(~ei) = µiλi~ei

(g ◦ f)(~ei) = g(f(~ei)) = g(λi~ei) = λig(~ei) = λiµi~ei
Εποµένως (f ◦ g)(~ei) = (g ◦ f)(~ei), για κάθε διάνυσµα ~ei της ϐάσης C. Τότε όµως f ◦ g = g ◦ f . �

Το ακόλουθο Πόρισµα ολοκληρώνει την απόδειξη της κατεύθυνσης 2. =⇒ 1. του Θεωρήµατος 6.2.

Πόρισµα 6.9. ΄Εστω A και B δύο διαγωνοποιήσιµοι n× n πίνακες υπεράνω του σώµατος K. Αν A ·B =
B ·A, τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

fA, fB : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X και fB(X) = B ·X
Επειδή οι πίνακες A και B είναι διαγωνοποιήσιµοι, έπεται ότι και οι γραµµικές απεικονλίσεις fA και
fB είναι διαγωνοποιήσιµες. Επειδή A · B = B · A, έπεται άµεσα ότι fA ◦ fB = fB ◦ fA. Τότε από το
Θεώρηµα 6.5 έπεται ότι υπάρχει ϐάση C του Kn η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της fA και
της fB. ΄Αρα ο πίνακας της fA στην C είναι ένας διαγώνιος πίνακας ∆1 και ο πίνακας της fB στην C

είναι ένας διαγώνιος πίνακας ∆2. Τότε όµως υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε οι πίνακας
P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2. �

Τα παραπάνω γενικεύονται και για παραπάνω από δύο πίνακες.

Ορισµός 6.10. ΄Εστω A1, A2, · · · , Ar n×n πίνακες υπεράνω του σώµατος K. Οι πίνακες A1, A2, · · · , Ar
καλούνται ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·Ai · P = ∆i 1 ≤ i ≤ r
όπου οι πίνακες ∆i διαγώνιοι. ∆ηλαδή αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ο οποίος διαγωνοποιεί ταυ-

τόχρονα τους A1, A2, · · · , Ar.
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Ορισµός 6.11. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K,

και f1, f2, · · · , fr : E−→E γραµµικές απεικονίσεις. Οι f1, f2, · · · , fr καλούνται ταυτόχρονα διαγωνο-
ποιήσιµες αν υπάρχει ϐάση B του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα των f1, f2, · · · , fr.

Με ϐάση τα Θεωρήµατα 6.2 και 6.8 και µε χρήση επαγωγής αποδεικνύεται εύκολα και το ακόλουθο
Θεώρηµα:

Θεώρηµα 6.12. (1) ΄ΕστωA1, A2, · · · , Ar n×n πίνακες υπεράνω του σώµατος K. Τότε τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(α΄) Οι πίνακες A1, A2, · · · , Ar είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.

(ϐ΄) Οι πίνακες A1, A2, · · · , Ar είναι διαγωνοποιήσιµοι και Ai ·Aj = Aj ·Ai, 1 ≤ i 6= j ≤ r.
(2) ΄Εστω f1, f2, · · · , fr : E−→E γραµµικές απεικονίσεις, όπου dimK E <∞. Τότε τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(α΄) Οι f1, f2, · · · , fr είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες.

(ϐ΄) Οι f1, f2, · · · , fr είναι διαγωνοποιήσιµες και fi ◦ fj = fj ◦ fi, 1 ≤ i 6= j ≤ r.

΄Ασκηση 6.13. 1. Να ορισθούν οι έννοιες ‘‘ταυτόχρονα τριγωνοποιήσιµοι πίνακες’’ και ‘‘ταυτόχρονα

τριγωνοποιήσιµες γραµµικές απεικονίσεις’’

2. Να εξετασθεί αν το Θεώρηµα 6.12 ισχύει αν στην διατύπωσή του έχουµε παντού τριγωνοποιήσιµους

πίνακες ή τριγωνοποιήσιµες γραµµικές απεικονίσεις αντί διαγωνοποιήσιµους πίνακες ή διαγωνοποιήσιµες

γραµµικές απεικονίσεις.
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7. Η Κανονική Μορφή Jordan - I
Στην παρούσα παράγραφο ϑα µελετήσουµε µια σηµαντική κανονική µορφή πινάκων οι οποίοι έχουν

την ιδιότητα ότι το χαρακτηριστικό τους πολυώνυµο αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβαθµίων, όχι κατ΄
ανάγκη διακεκριµµένων, παραγόντων.

΄Εστω K ένα σώµα.

Ορισµός 7.1. ΄Εστω n ≥ 1 και λ ∈ K. Ο τετραγωνικός n× n πίνακας

Jn(λ) =



λ 1 0 · · · 0 0 0
0 λ 1 · · · 0 0 0
0 0 λ · · · 0 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 · · · λ 1 0
0 0 0 · · · 0 λ 1
0 0 0 · · · 0 0 λ


καλείται ο στοιχειώδης n× n πίνακας Jordan ο οποίος αντιστοιχεί στο λ.

΄Ενας πίνακας n × n πινακας J καλείται πίνακας Jordan αν είναι το ευθύ άθροισµα στοιχειωδών

πινάκων Jordan:

J = Jn1(λ1)⊕ Jn2(λ2)⊕ · · · ⊕ Jnk(λk)

όπου λi ∈ K, 1 ≤ i ≤ k, και n1 + n2 + · · ·+ nk = n.

Στην παρούσα παράγραφο ϑα αποδείξουµε ότι κάθε n × n πίνακας A µε στοιχεία από το σώµα K, ο
οποίος έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K είναι όµοιος µε έναν πίνακα Jordan.

7.1. Μηδενοδύναµες Γραµµικές Απεικονίσεις. Στην παρούσα παράγραφο συµβολίζουµε µε K ένα
σώµα.

΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και

f : E −→ E

µια γραµµική απεικόνιση.

Θεώρηµα 7.2. Υποθέτουµε ότι η f είναι µηδενοδύναµη: fm = 0. Τότε υπάρχουν διανύσµατα

~z1, ~z2, · · · , ~zk ∈ E

και ϕυσικοί αριθµοί

ρ1, ρ2, · · · , ρk ≥ 1

έτσι ώστε : fρ1(~z1) = fρ2(~z2) = · · · = fρk(~zk) = ~0, δηλαδή:

fρi(~zi) = ~0, 1 ≤ i ≤ k

και το σύνολο

B =
{
~z1, f(~z1), · · · , fρ1−1(~z1), ~z2, f(~z2), · · · , fρ2−1(~z2), · · · , ~zk, f(~zk), · · · , fρk−1(~zk)

}
να είναι ϐάση του E.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στην διάσταση dimK E := n.
Αν dimK E = 0, τότε E = {~0} και f = 0. Το συµπέρασµα τότε ισχύει τετριµµένα.
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1. Υποθέτουµε ότι n = 1 . Θεωρούµε µιά ϐάση {~e} του E, και τότε ∀~x ∈ E, ϑα έχουµε ~x = k~e
και άρα: f(~x) = f(k~e) = kf(~e). ΄Ετσι ϑέτοντας f(~e) = ~ε ∈ K, έπεται ότι ~ε = λ~e, για κάποιο
λ ∈ K, και άρα ϑα έχουµε: f(~x) = k~ε = kλ~e = λ~x, ∀~x ∈ E. Επειδή fm = 0, έπεται ότι :
fm(~x) = λm~x = ~0. Ιδιαίτερα fm(~e) = λm~e = ~0 και άρα λm = 0 διότι ~e 6= ~0. Εποµένως λ = 0
και άρα f = 0. Τότε ϑέτοντας k = 1, ρ1 = 1, και ~z1 = ~e, έπεται ότι το σύνολο B = {~e} είναι µια
ϐάση του E µε την επιθυµιτή ιδιότητα.

2. Επαγωγική Υπόθεση : Υποθέτουµε ότι το συµπέρασµα ισχύει για όλους τους K-διανυσµατικούς
χώρους F µε dimK F < n και κάθε µηδενοδύναµη γραµµική απεικόνιση g : F −→ F.

3. Γενική Περίπτωση : Υποθέτουµε, όπως στην εκφώνηση του Θεωρήµατος, ότι dimK E = n ≥ 1 και η
f : E −→ E είναι µηδενοδύναµη: fm = 0, για κάποιον ϕυσικόm ≥ 1. Επιπλέον υποθέτουµε
ότι f 6= 0, διότι αν f = 0, τότε το συµπέρασµα ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.

Θέτουµε F := Im(f) = f(E).
Ισχυρισµός 1: 0 < dimK F < n = dimK E.
Πραγµατικά: Αν 0 = dimK F, τότε F = f(E) = {~0}, δηλαδή: f(~x) = ~0, και άρα f = 0 και

το συµπέρασµα ισχύει.
Αν dimK F < n = dimK E, τότε προφανώς ϑα έχουµε F = Im(f) = E και εποµένως επειδή

fm = 0, ϑα καταλήξουµε στο άτοπο:

f2(E) = f(f(E)) = f(E) = E, · · · , {~0} = fm(E) = fm−1(f(E)) = fm−1(E) = · · · = f(E) = E

Συµφωνα µε τον παραπάνω Ισχυρισµό 1, ϑα έχουµε {~0} 6= F 6= E.
Από την άλλη πλευρά είναι προφανές ότι η µηδενοδύναµη γραµµική απεικόνιση f : E−→E

επάγει µια γραµµική απεικόνιση

g : F −→ F, g = f |F, δηλαδή g(~x) = f(~x), ∀~x ∈ F

Προφανώς η g είναι µηδενοδύναµη, διότι η f είναι µηδενοδύναµη, και άρα από την επαγωγική
υπόθεση, υπάρχουν διανύσµατα

~w1, ~w2, · · · , ~wl ∈ F

και ϕυσικοί αριθµοί
σ1, σ2, · · · , σl ≥ 1

έτσι ώστε : gσ1(~w1) = gσ2(~w2) = · · · = gσl(~wl) = ~0, δηλαδή:

gσi(~wi) = ~0, 1 ≤ i ≤ l

και το σύνολο

C =
{
~w1, g(~w1), · · · , gσ1−1(~w1), ~w2, g(~w2), · · · , gσ2−1(~w2), · · · , ~wl, g(~wl), · · · , gσl−1(~wl)

}
να είναι ϐάση του F.

Επειδή f(E) = F 6= E, έπεται ότι για τα διανύσµατα ~wi ∈ F, 1 ≤ i ≤ l, υπάρχουν διανύσµατα
~zi ∈ E έτσι ώστε :

f(~zi) = ~wi, 1 ≤ i ≤ l
Παρατηρούµε ότι επειδή

gσi(~wi) = fσi(~wi) = ~0, 1 ≤ i ≤ l
έπεται ότι τα διανύσµατα

fσi−1(~wi) ∈ Ker(f), 1 ≤ i ≤ l

Ισχυρισµός 2: Το σύνολο

{fσ1−1(~w1), · · · , fσl−1(~wl)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο
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Πραγµατικά: αυτό προκύπτει διότι τα παραπάνω διανύσµατα είναι στοιχεία της ϐάσης C.

Συµπληρώνουµε το σύνολο {fσ1−1(~w1), · · · , fσl−1(~wl)} σε µια ϐάση του Ker(f):

D =
{
fσ1−1(~w1), · · · , fσl−1(~wl), ~y1, ~y2, · · · , ~yt

}
Εποµένως

dimK Ker(f) = l + t

Από την άλλη πλευρά ϑα έχουµε

dimKF = dimK Im(f) = σ1 + σ2 + · · ·σl

διότι το σύνολο D είναι ϐάση του F και |D| = σ1 + σ2 + · · ·σl.
Από την Θεµελιώδη εξίσωση διαστάσεων για την γραµµική απεικόνιση f : E−→E ϑα έχουµε

dimKE = dimK Ker(f) + dimK Im(f) = σ1 + σ2 + · · ·σl + l + t

Ισχυρισµός 3: Το σύνολο

B =
{
~z1, f(~z1), · · · , fσ1(~z1), ~z2, f(~z2), · · · , fσ2(~z2), · · · , ~zl, f(~zl), · · · , fσl(~zl), y1, y2, · · · , yt

}
είναι µια ϐάση του E.
Απόδειξη του Ισχυρισµού 3: Πρώτα παρατηρούµε ότι :

|B| = (σ1 + 1) + (σ2 + 1) + · · · (σl + 1) + t = σ1 + σ2 + · · ·σl + l + t = dimKE

΄Αρα για να είναι το σύνολο B ϐάση του E, αρκεί να είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Υποθέτουµε ότι :

~0 = λ0~z1 + λ1f(~z1) + · · ·+ λσ1f
σ1(~z1)

= µ0~z2 + µ1f(~z2) + · · ·+ µσ2f
σ2(~z2)

...
= ν0~zl + ν1f(~zl) + · · ·+ νσlf

σl(~zl)

= ξ1y1 + ξ2y2 + · · · ξtyt

Εφαρµώζοντας την f στην παραπάνω σχέση και χρησιµοποιώντας ότι yi ∈ Ker(f), 1 ≤ i ≤ t,
ϑα έχουµε:

~0 = λ0f(~z1) + λ1f
2(~z1) + · · ·+ λσ1f

σ1+1(~z1)

= µ0f(~z2) + µ1f
2(~z2) + · · ·+ µσ2f

σ2+1(~z2)

...
= ν0f(~zl) + ν1f

2(~zl) + · · ·+ νσlf
σl+1(~zl)

(7.1)

΄Οµως

f(~zi) = ~wi, 1 ≤ i ≤ l

και εποµένως η τελευταία σχέση γράφεται :
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~0 = λ0 ~w1 + λ1f(~w1) + · · ·+ λσ1f
σ1(~w1)

= µ0 ~w2 + µ1f(~w2) + · · ·+ µσ2f
σ2(~w2)

...
= ν0 ~wl + ν1f(~wl) + · · ·+ νσlf

σl(~wl)

(7.2)

Επειδή τα διανύσµατα ~wi ανήκουν στον υπόχωρο F = Im(f) και g(~x) = f(~x), ∀~x ∈ F,
η τελευταία σχέση είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης C του F.
Εποµένως ϑα έχουµε:

λ0 = · · · = λσ1 = · · · = µ0 = · · · = µσ2 = · · · = ν0 = · · · = νσl

και άρα το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Καταλήγουµε ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του E.

Η ϐάση B έχει την επιθυµιτή ιδιότητα της εκφώνησης, ϑέτοντας :

k = l + t, ρ1 = σ1 + 1, · · · , ρl = σl + 1, ρl+1 = 1, · · · , ρk = 1

και
~zl+1 = ~y1, · · · , ~zk = ~yk �

Θεώρηµα 7.3. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E−→E µια µηδε-

νοδύναµη γραµµική απεικόνιση. Τότε υπάρχει µια ϐάση του B του E στην οποία ο πίνακας της f είναι ένας

πίνακας Jordan της µορφής :

MB
B (f) = Jρ1(0)⊕ Jρ2(0)⊕ · · · ⊕ Jρk(0)

όπου ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρk = n και :

Jni(0) =



0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 0 0


Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.2 υπάρχει ϐάση B του E της µορφής

B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk

όπου
Bi =

{
fρi−1(~zi), f

ρi−2(~zi), · · · , f(~zi), ~zi
}
, 1 ≤ i ≤ k

και
fρi(~zi) = ~0, 1 ≤ i ≤ k

Είναι προφανές από τις παραπάνω σχέσεις ότι ο πίνακας της f στην παραπάνω ϐάση B είναι ο Ϲητούµε-
νος.

Αναλυτικότερα: ϑέτουµε Vi να είναι ο υπόχωρος του E ο οποίος παράγεται από το σύνολο Vi:

Vi = 〈Bi〉 =
〈
fρi−1(~zi), f

ρi−2(~zi), · · · , f(~zi), ~zi
〉
, 1 ≤ i ≤ k



39

Παρατηρούµε ότι το σύνολο Bi είναι ϐάση του Vi και επιπλέον f(Vi) ⊆ Vi. Εποµένως η f : E−→E

επάγει για κάθε i = 1, 2, · · · , k, γραµµικές απεικονίσεις

fi := f |Vi : Vi −→ Vi, fi(~x) = f(~x), ∀ ~x ∈ Vi

Επειδή fρi(~zi) = fρii (~zi) = ~0, έπεται ότι ο πίνακας της fi στην ϐάση Bi είναι ο στοιχειώδης πίνακας
Jordan Jρi(0):

MBi
Bi

(fi) = Jρi(0)

Επειδή το σύνολο B = B1∪B2∪ · · · ∪Bk είναι ϐάση του E, έπεται ότι το άθροισµα υπόχωρων V1 +V2 +
· · ·+ Vk είναι ευθύ και µας δίνει τον E:

E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk

και η γαρµµική απεικόνιση f είναι το ευθύ άθροισµα των fi:

f = f1 ⊕ f2 ⊕ · · · ⊕ fk

Τότε όµως ο πίνακας MB
B (f) της f στην ϐάση B είναι το ευθύ άθροισµα των πινάκων MBi

Bi
(fi) = Jρi(0)

της fi στην ϐάση Bi του Vi:

MB
B (f) = Jρ1(0)⊕ Jρ2(0)⊕ · · · ⊕ Jρk(0) �

7.2. Μηδενοδύναµοι Πίνακες. Μια άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 7.3 είναι το ακόλουθο σηµαντικό
αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 7.4. Κάθε µηδενοδύναµος n× n πίνακας A είναι όµοιος µε έναν πίνακα Jordan της µορφής

J = Jρ1(0)⊕ Jρ2(0)⊕ · · · ⊕ Jρk(0), ρ1 + ρ2 + · · ·+ ρk = n

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το Πόρισµα 7.3 αν το τελευταίο εφαρµοσθεί στην γραµµική απεικόνιση

fA : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X

η οποία είναι προφανώς µηδενοδύναµη. �

7.3. Βάσεις Jordan. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση f : E−→E και υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιο-
τιµές της ανήκουν στο K. Εποµένως το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f γράφεται ως εξής :

Pf (t) = (−1)n(t− λ1)k1 · (t− λ2)k2 · · · · (t− λr)kr

όπου λ1, · · · , λr είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές της f µε αντίστοιχες πολλαπλότητες k1, · · · , kr, όπου:
k1 + · · ·+ kr = n = dimK E.

Θεώρηµα 7.5. Υπάρχει µια ϐάση J του E στην οποία ο πίνακας της f είναι ένας πίνακας Jordan της

µορφής :

MJ
J (f) = Jn1(λ1)⊕ Jn2(λ2)⊕ · · · ⊕ Jnr(λr) dimK E = n1 + n2 + · · ·+ nr

όπου λ1, · · · , λr είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές της f , και κάθε πίνακας Jordan Jni(λi) είναι ευθύ

άθροισµα στοιχειωδών πινάκων Jordan κατάλληλων µεγεθών ως προς την ιδιοτιµή λi:

Jni(λi) = Jni1 (λi)⊕ · · · ⊕ Jnik (λi), ni = ni1 + · · ·nik , 1 ≤ i ≤ r

Η ϐάση J καλείται ϐάση Jordan του E για την f .
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Απόδειξη. Επειδή η f έχει όλες τις ιδιοτιµές της στο K, έπεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της
αναλύεται όπως παραπάνω σε γινόµενο (δυνάµεων) πρωτοβαθµίων παταγόντων :

Pf (t) = (−1)n(t− λ1)k1 · (t− λ2)k2 · · · · (t− λr)kr

Θέτουµε:
Ni :=

{
~x ∈ E | (f − λiIdE)ki(~x) = ~0

}
, 1 ≤ i ≤ r

Αν ~x ∈ Ni, δηλαδή (f − λiIdE)ki(~x) = ~0, έστω (f − λiIdE)(~x) = ~y. Τότε (f − λiIdE)ki(~y) =

(f − λiIdE)ki+1(~x) = (f − λiIdE)((f − λiIdE)ki(~x)) = ~0. Εποµένως ~y ∈ Ni και εποµένως η γραµµική
απεικόνιση f − λiIdE : E−→E επάγει µια γραµµική απεικόνιση

fi := f − λiIdE : Ni −→ Ni, fi(~x) = (f − λiIdE)(~x) = f(~x)− λi~x

Ισχυρισµός : Η γραµµική απεικόνιση fi : Ni −→ Ni είναι µηδενοδύναµη και :

E = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nr

Πράγµατικά: το ότι η fi είναι µηδενοδύναµη προκύπτει άµεσα από τον ορισµό του υπόχωρου Ni. Το
ότι ο E είναι το ευθύ άθροισµα των υπόχωρων Ni προκύπτει ακριβώς όπως στην Πρόταση 4.2, ϐλέπε και
Παρατήρηση 4.3, διότι επειδή οι ιδιοτιµές λ1, · · · , λr είναι διακεκριµµένες, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης
των πολυωνύµων (t− λ1)k1 , · · · , (t− λr)kr είναι το σταθερό πολυώνυµο 1.

Επειδή η γραµµική επεικόνιση fi : Ni−→Ni είναι µηδενοδύναµη, από το Θεώρηµα 7.3 έπεται ότι
υπάρχει ϐάση Bi του Ni στην οποία ο πίνακας της fi είναι ένας πίνακας Jordan της µορφής

MBi
Bi

(fi) = MB1
B1

(fi + λiIdNi) := Ji = Jρi1(0)⊕ Jρi2(0)⊕ · · · ⊕ Jρik(0)

όπου ρi1 + ρi2 + · · ·+ ρik = dimKNi := n1 και :

Jij(0) =



0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 0 0


, 1 ≤ j ≤ k

Επειδή E = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nr, έπεται ότι το σύνολο

B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Br

ϑα είναι µια ϐάση του E.
Επειδή fi = f − λiIdE, έπεται ότι ο περιορισµός f |Ni της f στον υπόχωρο Ni ϑα είναι της µορφής

f |Ni = fi + λiIdNi .
Παρατηρούµε ότι ο πίνακας της fi + λiIdNi στην ϐάση Bi του Ni είναι της µορφής

MBi
Bi

(fi + λiIdNi) := Ji(λi) = Jρi1(λi)⊕ Jρi2(λi)⊕ · · · ⊕ Jρik(λi)

όπου ρi1 + ρi2 + · · ·+ ρik = dimKNi = ni και :

Jij(λi) =



λi 1 0 · · · 0 0 0
0 λi 1 · · · 0 0 0
0 0 λi · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · λi 1 0
0 0 0 · · · 0 λi 1
0 0 0 · · · 0 0 λi


, 1 ≤ j ≤ k
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Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τα παραπάνω, ϑα έχουµε ότι η f είναι το ευθύ άθροισµα

f = f |N1 ⊕ f |N2 ⊕ · · · ⊕ f |Nr = (f1 + λ1IdN1)⊕ (f2 + λ2IdN2)⊕ · · · ⊕ (fr + λrIdNr)

και άρα ο πίνακας της f στην ϐάση B ϑα είναι της µορφής:

MB
B (f) = MB1

B1
(f1 + λ1IdN1)⊕MB1

B1
(f2 + λ2IdN2)⊕ · · · ⊕MB1

B1
(fr + λrIdNr)

δηλαδή
MB

B (f) = Jn1(λ1)⊕ Jn2(λ2)⊕ · · · ⊕ Jnr(λr)
ο οποίος είναι ένας πίνακας Jordan. Αυτό σηµαίνει ότι η ϐάση B του E είναι η επιθυµιτή ϐάση Jordan
J του E για την f . �

7.4. Η Κανονική Μορφή Jordan ενός πίνακα. Μια άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 7.5 είναι το
ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 7.6. Κάθε n × n πίνακας A ∈ Mn×n(K) ο οποίος έχει όλες τις διακεκριµµένες ιδιοτιµές του

λ1, · · · , λk στο K είναι όµοιος µε έναν πίνακα Jordan της µορφής

J = Jn1(λ1)⊕ Jn2(λ)⊕ · · · ⊕ Jnk(λk), n1 + n2 + · · ·+ nk = n

όπου κάθε πίνακας Jordan Jni(λi), 1 ≤ i ≤ k, είναι ευθύ άθροισµα στοιχειωδών πινάκων Jordan

κατάλληλων µεγεθών που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λi:

Jni(λi) = Jni1 (λi)⊕ · · · ⊕ Jnir (λi), ni = ni1 + · · ·nir

Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το Πόρισµα 7.3 αν το τελευταίο εφαρµοσθεί στην γραµµική απεικόνιση

fA : Kn −→ Kn, fA(X) = A ·X

η οποία είναι προφανώς έχει όλες τις ιδιοτιµές της (= ιδιοτιµές του A) στο σώµα K. �

7.5. Αλγόριθµος Εύρεσης Κανονικής Μορφής Jordan.
• ΄Εστω A ∈Mn×n(K) ένας n× n-πίνακας µε στοιχεία απο το σώµα K.

• Υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του A ανήκουν στο σώµα K.

Τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας

P−1 ·A · P = J

να είναι η κανονική µορφή Jordan J του A.
- Περιγράφουµε έναν αλγόριθµο εύρεσης της κανονικής µορφής Jordan J του πίνακα A:

Βήµα 1. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) και ϐρίσκουµε το σύνολο

Spec(A) := {λ1, λ2, · · · , λk}

των διακεκριµένων ιδιοτιµών του A.

Βήµα 2. Για κάθε ιδιοτιµή λ ∈ Spec(A), υπολογίζουµε τις ϐαθµίδες των πινάκων:

(A− λ · In), (A− λ · In)2, · · · , (A− λ · In)n
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Βήµα 3. Για κάθε ιδιοτιµή λ ∈ Spec(A) υπολογίζουµε τον ελάχιστο ϕυσικό αριθµό s := s(λ) για τον οποίο

ισχύει :

r(A− λ · In)s = r(A− λ · In)s+1

και ϑέτουµε :

qm := r(A− λ · In)m−1 − r(A− λ · In)m, ∀m = 1, 2, · · · , s+ 1.

Σηµειώνουµε ότι :

0 = qs+1 < qs ≤ qs−1 ≤ · · · ≤ q1 = n− r(A− λ · In)

Βήµα 4. Για κάθε ιδιοτιµή λ ∈ Spec(A) και για κάθε m = 1, 2, · · · , s(λ), ϑεωρούµε :

qm − qm+1 στοιχειώδεις πίνακες Jordan οι οποίοι είναι m×m και έχουν διαγώνιο στοιχείο

τον αριθµό λ.

Βήµα 5. Για κάθε ιδιοτιµή λ ∈ SpecA, ϑεωρούµε το ευθύ άθροισµα των στοιχειωδών πινάκων Jordan του

Βήµατος 4. Ο πίνακας που προκύπτει είναι η κανονική µορφή Jordan του A. (Ως συνήθως διατάσσουµε

Jordan blocks έτσι ώστε τα blocks µε µεγαλύτερη τάξη να εµφανίζονται πρώτα).

Παράδειγµα 7.7. Θεωρούµε τον 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

 0 4 2
−3 8 3

4 −8 −2


Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A είναι

PA(t) = (t− 2)3

και άρα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 2 πολλαπλότητας 3. Εποµένως

Spec(A) = {2}
(1) Θα έχουµε :

A− 2 · I3 =

−2 4 2
−3 6 3

4 −8 −4


και άρα όπως µπορούµε να δούµε εύκολα

r(A− 2 · I3) = 1

(2) Θα έχουµε

(A− 2 · I3)2 = 0

και άρα

r(A− 2 · I3)2 = r(A− 2 · I3)3 = 0

(3) Εποµένως

s = 2, q1 = 3− 1 = 2

και

q2 = r(A− 2 · I3)− r(A− 2 · I3)2 = 1− 0 = 1 και q3 = 0

(4) Για τον πίνακα A ϑα έχουµε :

• q1 − q2 = 1 − 0 = 1 στοιχειώδη πίνακα Jordan ο οποίος ϑα είναι 1 × 1 και ϑα έχει το λ = 2
στην διαγώνιο.

• q2 − q3 = 1 − 0 = 1 στοιχειώδη πίνακα Jordan ο οποίος ϑα είναι 2 × 2 και ϑα έχει το λ = 2
στην διαγώνιο.
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• q3 − q4 = 0 στοιχειώδη πίνακα Jordan ο οποίος ϑα είναι 3 × 3 και ϑα έχει το λ = 2 στην

διαγώνιο.

Εποµένως η κανονική µορφή Jordan του A ϑα είναι ο πίνακας2 1 0
0 2 0
0 0 2


ο οποίος είναι το ευθύ άθροισµα των στοιχειωδών πινάκων Jordan:(

2 1
0 2

)
⊕
(
2
)

7.6. Αλγόριθµος Εύρεσης Αντιστρέψιµου Πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι η
Κανονική Μορφή Jordan του A.
• ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας n× n-πίνακας µε στοιχεία απο το σώµα K.

• Υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του A ανήκουν στο σώµα K.

Τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας

P−1 ·A · P
να είναι η κανονική µορφή Jordan του A.

- Περιγράφουµε έναν αλγόριθµο εύρεσης του αντιστρέψιµου πίνακα P :

Βήµα 6. Για κάθε ιδιοτιµή λ ∈ SpecA (s = s(λ)):

(1) Βρίσκουµε qs γραµµικά ανεξαρτητες λύσεις του συστήµατος εξισώσεων:

(A− λ · In)s ·X = 0

έτσι ώστε να ισχύει :

(A− λ · In)s−1 ·X 6= 0

(2) Βρίσκουµε qs−1 − qs γραµµικά ανεξαρτητες λύσεις του συστήµατος εξισώσεων:

(A− λ · In)s−1 ·X = 0

έτσι ώστε

(A− λ · In)s−2 ·X 6= 0

έτσι ώστε αυτές οι λύσεις µαζί µε τις qs λυσεις του (1) να αποτελούν γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο.

(3) Συνεχίζουµε αυτή την διαδικασία και τελικά ϐρίσκουµε q1 − q2 γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις του

συστήµατος

(A− λ · In) ·X = 0

έτσι ώστε αυτές οι λύσεις µαζί µε τις q2 λύσεις που ϐρέθηκαν προηγούµενα να αποτελούν γραµµικά

ανεξάρτητο σύνολο.

Βήµα 7. ΄Εστω {X1, X2, · · · , Xk} οι λύσεις που ϐρέθηκαν στο Βήµα 6. Εκ΄ κατασκευής οι λύσεις αυτές

είναι γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα του A που αντιστοιχούν σε κάποια ιδιοτιµή λ, δηλαδή ικανοποιούν την

σχέση

(A− λ · In)t ·X = 0 για κάποιο t ≥ 0

Για κάθε i = 1, 2, · · · k, Βρίσκουµε τον ϕυσικό αριθµό

mi := min{t ≥ 0 | (A− λ · In)t ·X = 0}
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και ϑεωρούµε τον πίνακα

Pi :=
(
(A− λ · In)mi−1 ·Xi, · · · (A− λ · In) ·Xi, Xi

)
δηλαδή ο πίνακας Pi έχει σαν στήλες τα διανύσµατα

(A− λ · In)r ·Xi, 0 ≤ r ≤ mi − 1

Βήµα 8. Ο αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1AP να ειναι η Κανονικη Μορφη Jordan του

A, είναι τότε ο πίνακας :

P =
(
P1 P2 · · · Pk

)
.

Παράδειγµα 7.8. Θεωρούµε τον 4× 4 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =


5 1 −2 4
0 5 2 2
0 0 5 3
0 0 0 4


(1) Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A:

PA(t) = (t− 5)3(t− 4)

(2) ΄Αρα ϑα έχουµε :

Spec(A) = {5, 4}
(α΄) Για την ιδιοτιµή λ = 5, έχουµε :

s = 3, q3 = 1, q2 = 1, q1 = 1

΄Αρα υπάρχει ένα Jordan block τάξης 3.
(ϐ΄) Για την λ = 4, έχουµε :

s = 1, q1 = 1

΄Αρα υπάρχει ένα Jordan block τάξης 1.
(3) Η κανονική µορφή Jordan είναι η

5 1 0 0
0 5 1 0
0 0 5 0
0 0 0 4

 =

5 1 0
0 5 1
0 0 5

⊕ (4)
(4) Ακολουθώντας την διαδικασία των Βηµάτων 6, 7, 8 ϐρίσκουµε ότι :

P =


2 −1 0 −14
0 2 0 4
0 0 1 −3
0 0 0 1

 .

΄Ασκηση 7.9. Να ϐρεθεί η κανονική µορφή Jordan των ακόλουθων πινάκων πραγµατικών αριθµών:

A =


1 −3 0 3
−2 −6 0 13

0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 και B =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


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΄Ασκηση 7.10. Να δείξετε ότι η κανονική µορφή Jordan του πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =


3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1


είναι (ως ευθύ άθροισµα στοιχειωδών πινάκων Jordan):

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 =

(
1 1
0 1

)
⊕
(
−1 1

0 −1

)

΄Ασκηση 7.11. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4


Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 · A · P να είναι η κανονική µορφή Jordan

του A.
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8. Εφαρµογές της Κανονικής Μορφής Jordan
Στην παρούσα παράγραφο ϑα δούµε κάποιες εφαρµογές της κανονικής µορφής Jordan. Οι πίνακες

A ∈ Mn×n(K) µε τους οποίους ϑα ασχοληθούµε ϑα έχουν όλες οι ιδιοτιµές τους στο σώµα K. Αν K = C,
τότε ως γνωστόν όλοι οι πίνακες A ∈ Mn×n(C) έχουν αυτή την ιδιότητα.

8.1. Κάθε τετραγωνικός πίνακας είναι όµοιος µε τον ανάστροφό του.
΄Ως γνωστόν κάθε τετραγωνικός πίνακας A έχει το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο µε τον ανάστροφό

του tA, και άρα οι πίνακες A και tA έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.
Το ακόλουθο αποτέλεσµα δείχνει ότι οι πίνακες A και tA είναι όµοιοι, µε την προυπόθεση ότι οι

ιδιοτιµές τους ανήκουν στο K.

Θεώρηµα 8.1. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας, και υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του

A ανήκουν στο K. Τότε ο A είναι όµοιος µε το ανάστροφό του
tA.

Απόδειξη. ΄Ως γνωστόν οι πίνακες A και tA έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. ΄Αρα όλες οι ιδιοτιµές του tA
ανήκουν στο σώµα K. Τότε οι πίνακες A και tA είναι όµοιοι µε πίνακες Jordan J1 και J2 αντίστοιχα:

P−1 ·A · P = J1 και Q−1 · tA ·Q = J2

για κατάλληλους αντιστρέψιµους πίνακες P και Q. Τότε :

P−1 ·A · P = J1 =⇒ A = P · J1 · P−1 =⇒ tA = t(P−1) · tJ1 · tP = (tP )−1 · tJ1 · tP

Q−1 · tA ·Q = J2 =⇒ tA = Q · J2 ·Q−1

΄Αρα:
(tP )−1 · tJ1 · tP = Q · J2 ·Q−1 =⇒ J2 = Q−1 · (tP )−1 · tJ1 · tP ·Q

και εποµένως οι πίνακες tJ1 και J2 είναι όµοιοι :

J2 = (tP ·Q)−1 · tJ1 · (tP ·Q) (8.1)

Για κάθε στοιχειώδη πίνακα Jordan

Jm(λ) =



λ 1 0 · · · 0 0 0
0 λ 1 · · · 0 0 0
0 0 λ · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · λ 1 0
0 0 0 · · · 0 λ 1
0 0 0 · · · 0 0 λ


ο οποίος εµφανίζεται στον πίνακα Jordan J1 και αντιστοιχεί σε µια ιδιοτιµή λ του A, άρα και του tA,
ϑεωρούµε τον m×m πίνακα

Tm =



0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 1 0 0
...

...
... . . .

...
...

...
0 0 1 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0


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Εύκολα υπολογίζουµε ότι T 2
m = Tm και άρα T−1m = Tm. Επιπλέον :

T−1m · Jm(λ) · Tm = tJm(λ) =



λ 0 0 · · · 0 0 0
1 λ 0 · · · 0 0 0
0 1 λ · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · λ 0 0
0 0 0 · · · 1 λ 0
0 0 0 · · · 0 1 λ


Εποµένως ο στοιχειώδης πίνακας Jordan Jm((λ) είναι όµοιος µε τον ανάστροφό του. Θεωρώντας το
ευθύ άθροισµα T πινάκων της µορφής Tm για κατάλληλα µεγέθη m ≥ 1, έπεται ότι ο πίνακας Jordan
J1 είναι όµοιος µε τον ανάστροφό του tJ1: υπαρχει αντιστρέωιµος πίνακας R έτσι ώστε :

T−1 · tJ1 · T = J1 =⇒ tJ1 = T · J1 · T−1 (8.2)

Επειδή η σχέση οµοιότητας πινάκων είναι µεταβατική, από τις (8.1) και (8.2) έπεται ότι οι πίνακες
Jordan J1 και J2 είναι όµοιοι. Ακλριβέστερα ϑα έχουµε:

J2 = (T−1 · tP ·Q)−1 · J1 · (T−1 · tP ·Q)

΄Ετσι :
tA ∼ J2 και J2 ∼ J1 και J1 ∼ A

όπου η σχέση ∼ υποδηλώνει σχέση οµοιότητας. Λόγω µεταβατικότητας της σχέσης οµοιότητας, έπεται
τελικά ότι :

A ∼ tA

και άρα ο A είναι όµοιος µε τον A. �

8.2. Ανάλυση τετραγωνικού πίνακα σε γινόµενο δύο συµµετρικών πινάκων ένας εκ των οποίων
είναι αντιστρέψιµος.

Το ϐασικό αποτέλεσµα της παρούσης παραγράφου είναι το ακόλουθο:

Θεώρηµα 8.2. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας, και υποθέτουµε ότι όλες οι ιδιοτιµές του

A ανήκουν στο K. Τότε υπάρχουν συµµετρικοί πίνακες B,C ∈ Mn×n(K) έτσι ώστε :

A = B · C

και ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος.

Απόδειξη. Επειδή όλες οι ιδιοτιµές του A ανήκουν στο σώµα K, έπεται ότι ο A είναι όµοιος µε έναν
πίνακα Jordan J :

P−1 ·A · P = J =⇒ A = P · J · P−1

Τότε ϑα έχουµε:
tA = tP−1 · tJ · tP

Αν λ1, · · · , λk είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές του A, ϑα έχουµε:

J = Jn1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jnk(λk)

και κάθε πίνακας Jordan Jni(λi), 1 ≤ i ≤ k, είναι ευθύ άθροισµα στοιχειωδών πινάκων Jordan κατάλ-
ληλων µεγεθών που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λi:

Jni(λi) = Jni1 (λi)⊕ · · · ⊕ Jnir (λi), ni = ni1 + · · ·nir
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΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 8.1, ϑέτοντας

T = Tn1 ⊕ · · · ⊕ Tnk , n = n1 + n2 + · · ·+ nk

όπου
Tni = Tni1 ⊕ · · · ⊕ Tnir , ni = ni1 + · · ·nir

και

Tm =



0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 1 0 0
...

...
... . . .

...
...

...
0 0 1 · · · 0 0 0
0 1 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0


, ∀m ≥ 1

ϑα έχουµε:
J t = T−1 · J · T

και άρα:
tA = tP−1 · tJ · tP = tP−1 · T−1 · J · T · tP = tP−1 · T−1P−1 ·A · P · T · tP

και άρα:
tA = B−1 ·A ·B, όπου B := P · T · tP

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας B είναι συµµετρικός και αντιστρέψιµος. Πραγµατικά επειδή ο P και ο T
είναι αντιστρέψιµοι πίνακες και ο T είναι προφανώς συµµετρικός, ϑα έχουµε:

tB = t(P · T · tP ) = t(tP ) · tT · tP = P · T · tP

Επειδή ο B είναι συµµετρικός, έπεται ότι και ο B είναι συµµετρικός : t(B−1) = B−1. Θέτοντας

C := B−1 ·A

ϑα έχουµε:
tC = t(B−1 ·A) = tA · t(B−1) = B−1 ·A ·B ·B−1 = B−1 ·A = C

Εποµένως ϑα έχουµε:

A = B · C, B : συµµετρικός και αντιστρέψιµος και C : συµµετρικός �

8.3. Ανάλυση τετραγωνικού πίνακα σε άθροισµα διαγωνοποιήσιµου και µηδενοδύναµου πίνα-
κα.

Θεώρηµα 8.3. (Ανάλυση Jordan) ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός πίνακας, και υποθέτουµε ότι

όλες οι ιδιοτιµές του A ανήκουν στο K. Τότε ο A µπορεί να γραφεί ως εξής :

A = ∆̃ + Ñ

όπου :

(1) ο ∆̃ είναι διαγωνοποιήσιµος.

(2) ο Ñ είναι µηδενοδύναµος.

(3) ∆̃ · Ñ = Ñ · ∆̃, A · ∆̃ = ∆̃ ·A, A · Ñ = Ñ ·A.

(4) Υπάρχουν πολυώνυµα R(t), S(t) ∈ K[t] έτσι ώστε :

∆̃ = R(A) και Ñ = S(A)
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πτώτα ότι ο πίνακας A είναι ένας στοιχειώδης πίνακας Jordan Jm(λ) µεγέθους
m ≥ 1 που αντιστοιχεί σε έναν αριθµό λ ∈ K:

A = Jm(λ) =



λ 1 0 · · · 0 0 0
0 λ 1 · · · 0 0 0
0 0 λ · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · λ 1 0
0 0 0 · · · 0 λ 1
0 0 0 · · · 0 0 λ


Τότε ϑέτοντας

∆m(λ) = λ · Im =



λ 0 0 · · · 0 0 0
0 λ 0 · · · 0 0 0
0 0 λ · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · λ 0 0
0 0 0 · · · 0 λ 0
0 0 0 · · · 0 0 λ


και Nm =



0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1 0
0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 · · · 0 0 0


ϑα έχουµε:

Jm(λ) = ∆m(λ) +Nm

και προφανώς:
(1) ο ∆m(λ) είναι διαγώνιος (ακριβέστερα είναι ϐαθµωτός, δηλαδή ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του Im).
(2) ο είναι µηδενοδύναµος : Nm

m = O.
Επιπλέον :

(1)

∆m(λ) ·Nm = λ · Im ·Nm = λ ·Nm = λ ·Nm · Im = Nm · λ · Im = Nm ·∆m(λ)

(2)
Jm(λ) ·∆m(λ) = (∆m(λ) +Nm) ·∆m = ∆m(λ)∆m(λ) +Nm ·∆m(λ) =

∆m(λ)∆m(λ) + ∆m(λ) ·Nm = ∆m(λ) · (∆m(λ) +Nm) = ∆m(λ) · Jm(λ)

(3)
Jm(λ) ·Nm = (∆m(λ) +Nm) ·Nm = ∆m(λ) ·Nm +Nm ·Nm =

Nm ·∆m(λ) +Nm ·Nm = Nm · (∆m(λ) +Nm) = Nm · Jm(λ)

΄Αρα οι πίνακες ∆m(λ) και Nm µετατίθενται µεταξύ τους και µε τον A = Jm(λ).

Στην γενική περίπτωση, επειδή ο A έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο K, έπεται ότι ο A είναι όµοιος µε
ένας πίνακα Jordan J , δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = J

όπου, αν λ1, · · · , λk είναι οι διακεκριµµένες ιδιοτιµές του A, ϑα έχουµε:

J = Jn1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jnk(λk)

και κάθε πίνακας Jordan Jni(λi), 1 ≤ i ≤ k, είναι ευθύ άθροισµα στοιχειωδών πινάκων Jordan κατάλ-
ληλων µεγεθών που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λi:

Jni(λi) = Jni1 (λi)⊕ · · · ⊕ Jnir (λi), ni = ni1 + · · ·nir
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Τότε ϑα έχουµε
A = P · J · P−1

και κάθε στοιχειώδης πίνακα Jordan Jnis (λi), σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση, µπορεί να γραφεί
ως άθροισµα:

Jnis (λi) = ∆nis (λi) +Nnis

Θέτουµε:

∆ni(λi) = ∆ni1
(λi)⊕ · · · ⊕∆nir (λi) και ∆ = ∆n1(λ1)⊕ · · · ⊕∆nk(λk)

Nni = Nni1
⊕ · · · ⊕Nnir και N = Nn1 ⊕ · · · ⊕Nnk

Τότε, µε χρήση των παραπάνω σχέσεων, εύκολα ϐλέπουµε ότι ϑα έχουµε:

J = ∆ +N, ∆ ·N = N ·∆, J ·N = N · J, J ·∆ = ∆ · J
και ο πίνακας ∆ είναι διαγωνοπιήσιµος (ως ευθύ άθροισµα ϐαθµωτών πινάκων) και ο πίνακας N είναι
µηδενοδύναµος (ως ευθύ άθροισµα µηδενοδύναµων πινάκων).

Τότε όµως ϑα έχουµε:

A = P−1 · J · P = P−1 · (∆ +N) · P = P−1 ·∆ · P + P−1 ·N · P
Τέλος ϑέτοντας ∆̃ = P−1 ·∆ ·P και Ñ = P−1 ·N ·P , έχουµε έναν διαγωνοποιήσιµο πίνακα ∆̃ και έναν
µηδενοδύναµο πίνακα Ñ έτσι ώστε :

A = ∆̃ + Ñ

και
A · ∆̃ = ∆̃ ·A, A · Ñ = Ñ ·A, Ñ · ∆̃ = ∆̃ · Ñ

Τέλος έστω ένα πολυώνυµο R(t) ∈ K[t] µε την ιδιότητα :

R(λi) = λi, 1 ≤ i ≤ k, και R(m)(λi) = 0, 1 ≤ m ≤ ni
όπου ni είναι η πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λi (προφανώς τέτοια πολυώνυµα υπάρχουν), και εκ΄ κατα-
σκευής το R(t) έχει την ιδιότητα :

∆̃ = R(A)

Θέτοντας S(t) = t−R(t) έχουµε ένα πολυώνυµο S(t) ∈ K[t] έτσι ώστε :

Ñ = S(A) �

Ορισµός 8.4. Η ανάλυση του πίνακα A:

A = ∆̃ + Ñ

στο Θεώρηµα 8.3 καλείται ανάλυση Jordan του A.

΄Ασκηση 8.5. Να δείξετε ότι η ανάλυση Jordan του A είναι µοναδική : Αν

A = ∆′ +N ′

όπου ο πίνακας ∆′ είναι διαγωνοποιήσιµος και ο πίνακας N ′ είναι µηδενοδύναµος, και οι πίνακες ∆′ και

N ′ µετατίθενται µεταξύ τους (άρα και µε τον A), τότε :

∆̃ = ∆′ και Ñ = N ′
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8.4. Κριτήριο Οµοιότητας Πινάκων. Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα µας δίνει ένα χρήσιµο κρι-
τήριο για το πότε δύο πίνακες είναι όµοιοι.

Θεώρηµα 8.6. ΄Εστω A,B δύο τετραγωνικοί πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K, και υποθέτουµε ότι οι

A,B έχουν όλες τις ιδιοτιµές του στο K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Οι πίνακες A και B είναι όµοιοι.

(2) (α΄) Οι πίνακες A και B έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές λ1, λ2, · · · , λk.
(ϐ΄) Για κάθε 1 ≤ j ≤ k και για κάθε m ≥ 1:

r
(
A− λjIn

)m
= r

(
B − λjIn

)m
Απόδειξη. �

8.5. Κριτήριο ∆ιαγωνοποίησης Πινάκων. Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα µας δίνει ένα χρήσιµο
κριτήριο για το πότε ένας πίνακας είναι διαγωνοποίησιµος.

Θεώρηµα 8.7. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K, και έστω s = degQA(t)
ο ϐαθµός του ελαχίστου πολυωνύµου QA(t) του A. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A είναι διαγωνοποίησιµος.

(2) ΄Ολες οι ιδιοτιµές του A ανήκουν στο σώµα K, και :

Det
(
Tr(Ai+j)

)
6= 0, 0 ≤ i, j ≤ s− 1
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9. Η Κανονική Μορφή Jordan - II
Στην παρούσα παράγραφό ϑα δούµε µια διαφορετική προσέγγιση στην Κανονική Μορφή Jordan.

9.1. Αναλλοίωτοι και κυκλικοί υπόχωροι.

΄Εστω ότι E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K και ότι f : E−→E είναι ένας
K–γραµµικός ενδοµορφισµός του.

Ορισµός 9.1. ΄Ενας υπόχωρος V του E ονοµάζεται f–αναλλοίωτος, αν f(V) ⊆ V.

Αν V είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος τού E, τότε ο περιορισµός f|V : V−→E του f στον υπόχωρο
V αποτελεί έναν ενδοµορφισµό του V, αφού f(V) ⊆ V, δηλαδή f|V : V−→V.

Παράδειγµα 9.2. ∆οθέντος ενός ενδοµορφισµού f : E−→E, οι προφανείς υπόχωροι {~0} και E είναι f–
αναλλοίωτοι. Επιπλέον, για κάθε n ∈ N, οι υπόχωροι Ker(fn) και Im(fn) είναι επίσης f–αναλλοίωτοι

υπόχωροι του E. (Γιατί;)

Αν ~v είναι οποιοδήποτε διάνυσµα του E, τότε ενδιαφερόµαστε για τον «µικρότερο»2 f–αναλλοίωτο
υπόχωρο του E που περιέχει το ~v.

Λήµµα 9.3. Ο υπόχωρος τού E που παράγεται από το σύνολο των διανυσµάτων{
f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}

}
=
{
~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , fn(~v), f (n+1)(~v), . . .

}
είναι ο µικρότερος f–αναλλοίωτος υπόχωρος του E που περιέχει το διάνυσµα ~v.

Απόδειξη. Αν ~w είναι ένα στοιχείο του υπόχωρου 〈{f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}}〉, τότε είναι ένας πεπερασµένος
K–γραµµικός συνδυασµός κάποιων δυνάµεων f i(~v), i ∈ N ∪ {0}. ΄Εστω ότι ~w = a1f

i1(~v) + a2f
i2(~v) +

· · ·+ asf
is(~v), aj ∈ K,∀j, 1 ≤ j ≤ s.

Εφαρµόζοντας στο ~w τον f προκύπτει το διάνυσµα:

f(~w) = f(a1f
i1(~v) + a2f

i2(~v) + · · ·+ asf
is(~v)) = a1f

i1+1(~v) + a2f
i2+1(~v) + · · ·+ asf

is+1(~v),

το οποίο είναι γραµµικός συδυασµός των f i1+1(~v), f i2+1(~v), . . . , f is+1(~v) και συνεπώς ανήκει στον
〈{f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}}〉. Εποµένως, ο 〈{f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}}〉 είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος
του E.

Αν τώρα, V είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος που περιέχει το συγκεκριµένο διάνυσµα ~v, τότε οφείλει
να περιέχει και κάθε δύναµη fn(~v), n ∈ N ∪ {0}, αφού είναι f–αναλλοίωτος. Συνεπώς, περιέχει και το
σύνολο

{
f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}

}
, που είναι ακριβώς το σύνολο των γεννητόρων τού 〈{f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}}〉.

Εποµένως, 〈{f i(~v) | i ∈ N∪{0}}〉 ⊆ V. ΄Ωστε, ο 〈{f i(~v) | i ∈ N∪{0}}〉 είναι ο µικρότερος f–αναλλοίωτος
υπόχωρος του E που περιέχει το διάνυσµα ~v. �

Ορισµός 9.4. ΄Εστω ότι E είναι ένας K–διανυσµατικός χώρος, ότι f : E−→E είναι ένας K–γραµµικός

ενδοµορφισµός και ότι ~v είναι ένα διάνυσµα τού E. Ο υπόχωρος 〈{f i(~v) | i ∈ N ∪ {0}}〉 καλείται ο

f–κυκλικός υπόχωρος που παράγεται από το Ϲεύγος (f,~v) και συµβολίζεται µε C(f ;~v).

Λήµµα 9.5. ΄Εστω ότι E είναι ένας K–διανυσµατικός χώρος, ότι f : E−→E είναι ένας K–γραµµικός

ενδοµορφισµός και ότι ~v είναι ένα µη µηδενικό διάνυσµα τού E.

Το ~v είναι ιδιοδιάνυσµα τού f , αν και µόνο αν, η K–διάσταση τού f–κυκλικού υπόχωρου C(f ;~v) ισούται

µε 1.

2ως προς τη σχέση του υποσυνόλου ¨⊆¨
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Απόδειξη. «=⇒» Αν το ~v είναι ένα ιδιοδιάνυσµα τού f που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ, τότε κάθε ένας
από τους γεννήτορες f i(~v), i > 0 του C(f ;~v) ισούται µε f i(~v) = λi~v, αφού f(~v) = λ~v. Σύµφωνα µε την
υπόθεση, το ~v 6= ~0, εποµένως, dimC(f ;~v) = 1.

«⇐=» Αν dimC(f ;~v) = 1, τότε το σύνολο που αποτελείται από οποιονδήποτε µη µηδενικό γεννήτορα
τού C(f ;~v) είναι και µια ϐάση του. Γι΄ αυτό το {~v} είναι µια ϐάση τού C(f ;~v). Το f(~v) ∈ C(f ;~v) είναι
γραµµικά εξαρτηµένο από το ~v. Συνεπώς, υπάρχει κάποιο λ ∈ K µε f(~v) = λ~v και γι΄αυτό το ~v είναι
ιδιοδιάνυσµα. �

Παρατήρηση 9.6. Η διάσταση τού f–κυκλικού υπόχωρου C(f ;~v) «µετρά» το πόσο «απέχει» ένα µη µηδε-

νικό διάνυσµα ~v από το να είναι ιδιοδιάνυσµα.

Ας στρέψουµε τώρα την προσοχή µας σε πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικούς χώρους.

Ας είναι E ένας K–διανυσµατικός χώρος µε dimK E = n ∈ N ∪ {0}, ας είναι f : E−→E ένας K–
γραµµικός ενδοµορφισµός, ας είναι ~v ένα µη µηδενικό διάνυσµα τού E και τέλος ας είναι C(f ;~v) ο
αντίστοιχος f–κυκλικός υπόχωρος. Επειδή, dimK E = n , ϑα είναι επίσης dimKC(f ;~v) ≤ n.

Υπενθυµίζουµε, ότι δοθέντος οποιουδήποτε πολυωνύµου P (t) = a0+a1t+· · ·+asts ∈ K[t] µπορούµε
να σχηµατίσουµε τον γραµµικό ενδοµορφισµό P (f) := a0IdE + a1f + · · · + asf

s, όπου IdE είναι ο
ταυτοτικός ενδοµορφισµός τού E. Εφαρµόζοντας τον P (f) στο διάνυσµα ~v, παίρνουµε P (f)(~v) :=
a0~v + a1f(~v) + · · ·+ asf

s(~v).
Παρατηρούµε ότι το σύνολο των πολυωνύµων S(f ;v) = {P (t) ∈ K[t] | P (t) 6= 0, P (f)(~v) = ~0} είναι

µη κενό. Πράγµατι, το S(f ;v) περιέχει το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) τού f , επειδή το Qf (t) 6= 0, ενώ ο
ενδοµορφισµός Qf (f) ισούται µε τον µηδενικό ενδοµορφισµό ζE του E και γι΄αυτό Qf (f)(~v) = ~0.

΄Οπως και στην περίπτωση τού ελαχίστου πολυωνύµου ενός ενδοµορφισµού, µπορούµε να ορίσουµε
το ελάχιστο πολυώνυµο τού f–κυκλικού υπόχωρου ως εξής:

(1) Μεταξύ των πολυωνύµων του S(f ;v) ϑεωρούµε κάποιο πολυώνυµο µε τον µικρότερο ϐαθµό.
(2) Πολλαπλασιάζοντας αυτό το πολυώνυµο µε τον αντίστροφο τού συντελεστή τού µεγιστοβαθµίου

όρου προκύπτει ένα πολυώνυµο που ανήκει στο S(f ;v) που έχει τον µικρότερο ϐαθµό µεταξύ των
πολυωνύµων τού S(f ;v).

(3) Αποδεικνύεται ότι αυτό το πολυώνυµο είναι µοναδικό, το ονοµάζουµε το ελάχιστο πολυώνυµο

του f–κυκλικού υπόχωρου C(f ;~v) και το συµβολίζουµε µε Q(f ;v)(t).
(4) Τέλος, αποδεικνύεται ακριβώς όπως και στην περίπτωση τού ελαχίστου πολυωνύµου ενός ενδο-

µορφισµού, ότι κάθε πολυώνυµο τού S(f ;v) είναι πολλαπλάσιο τού Q(f ;v)(t).

Θεώρηµα 9.7. ΄Εστω ότι E είναι ένας πεπερασµένης διάστασης K–διανυσµατικός χώρος, ότι f : E−→E

είναι ένας K–γραµµικός ενδοµορφισµός, ότι ~v είναι ένα µη µηδενικό διάνυσµα τού E και ότι C(f ;~v) είναι

ο αντίστοιχος f–κυκλικός υπόχωρος µε ελάχιστο πολυώνυµο το Q(f ;v)(t).

(1) Ο ϐαθµός τού Q(f ;v)(t) ισούται µε m ∈ N, αν και µόνο αν,

το σύνολο {~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v)} είναι ϐάση τού f–κυκλικού υπόχωρου C(f ;~v).
(2) Το ελάχιστο πολυώνυµο τού περιορισµού f|C(f ;~v) τού f στον f–κυκλικό υπόχωρο C(f ;~v) συµπίπτει

µε το Q(f ;v)(t).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι ένας πεπερασµένος K–γραµµικός συνδυασµός

~w =
s∑
j=1

aijf
ij (~v), ij ∈ N ∪ {0}, ∀j, 1 ≤ j ≤ s (*)
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διανυσµάτων τού C(f ;~v) προκύπτει ως εικόνα τού ενδοµορφισµού P (f) εφαρµοσµένη πάνω στο διάνυ-
σµα ~v, όπου P (t) είναι το πολυώνυµο

∑s
j=1 aij t

ij , δηλαδή ~w = P (f)(~v). (Υπενθυµίζουµε ότι t0 = 1K.)
(1) «=⇒» Αν ήταν τα διανύσµατα ~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v), γραµµικά εξαρτηµένα, τότε ϑα

υπήρχαν ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ m− 1, όχι όλα ίσα µε 0, τέτοια ώστε,
∑m−1

i=0 aif
i(~v) = ~0. Τότε το µη µηδενικό

πολυώνυµο R(t) =
∑m−1

i=0 ait
i, που έχει ϐαθµό γνήσια µικρότερο από τον ϐαθµό m του Q(f ;v)(t),

ικανοποιεί την R(f)(~v) = ~0. Συνεπώς, το R(t) ανήκει στο σύνολο S(f ;v) = {P (t) ∈ K[t] | P (t) 6=
0, P (f)(~v) = ~0}. Αυτό είναι άτοπο, αφού τοQ(f ;v)(t) είναι ένα πολυώνυµο που έχει τον µικρότερο ϐαθµό
m µεταξύ των πολυωνύµων τού S(f ;v). ΄Ωστε το σύνολο B = {~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v)}
αποτελείται από γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα.
Θα δείξουµε ότι το B είναι επίσης σύνολο γεννητόρων του C(f ;~v) και συνεπώς µια ϐάση του. Αν
~w ∈ C(f ;~v), τότε ~w =

∑s
j=1 aijf

ij (~v), ϐλ. (*). Εποµένως, ~w = P (f)(~v) µε P (t) =
∑s

j=1 aij t
ij .

Εκτελώντας την ευκλείδεια διαίρεση P (t) δια Q(f ;v)(t) προκύπτει

P (t) = L(t)Q(f ;v)(t) +R(t), όπου ή R(t) = 0 ή ϐαθµός R(t) < m = ϐαθµός Q(f ;v)(t).

Συνεπώς, το πολυώνυµο R(t) έχει τη γενική µορφή R(t) = a0 +a1t+ · · ·+am−1t
m−1 µε ai ∈ K,∀i, 0 ≤

i ≤ m− 1, όπου κάποια ή και όλα τα ai είναι ίσα µε το 0 ∈ K. Επιπλέον,

~w = P (f)(~v) = L(f) ◦Q(f ;v)(f)(~v) +R(f)(~v) = L(f)(Q(f ;v)(f)(~v)) +R(f)(~v) = L(f)(~0) +R(f)(~v)

= a0~v + a1f(~v) + · · ·+ am−1f
m−1(~v).

Εποµένως, το ~w είναι ένας K–γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων τού συνόλου B. ΄Ωστε το B αποτελεί
µια ϐάση τού C(f ;~v).
(1) «⇐=» Επειδή το σύνολο B = {~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v)} είναι ϐάση τού f–κυκλικού
υπόχωρου C(f ;~v), το σύνολοB∪{fm(~v)} = {~v = f0(~v), f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v), fm(~v)} αποτελείται
από γραµµικώς εξαρτηµένα διανύσµατα. Εποµένως, υπάρχουν a0, a1, . . . , am ∈ K, όχι όλα ίσα µε µηδέν,
τέτοια ώστε

a0~v + a1f(~v) + a2f
2(~v) + · · ·+ am−1f

(m−1)(~v) + amf
m(~v) = ~0. (**)

Επιπλέον, ο συντελεστής am οφείλει να µην ισούται µε µηδέν, αφού αν am = 0, τότε από την (**)
έπεται ότι το B αποτελείται απο γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα, πράγµα άτοπο. ΄Ωστε το πολυώνυµο
P (f) = a0 + a1t + · · · + amt

m έχει ϐαθµό m και ανήκει στο σύνολο S(f ;v). Εποµένως, το ελάχιστο
πολυώνυµο Q(f ;v)(t) έχει ϐαθµό ≤ m. Αν ο ϐαθµός s τού Q(f ;v)(t) = b0 + b1t + · · · + ts ήταν γνήσια
µικρότερος από m, τότε από ~0 = Q(f ;v)(f)(~v) = b0~v + b1f(~v) + · · · + fs(~v) έπεται ότι τα διανύσµατα
~v, f(~v), . . . , f s(~v) είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, αφού τουλάχιστον ένας από τους συντελεστές bi (του
µη µηδενικού πολυωνύµου Q(f ;v)(t)) είναι διάφορος τού µηδενός. Αλλά αυτό είναι άτοπο, αφού τα
~v, f(~v), . . . , f s(~v) µε s ≤ m, ανήκουν στη ϐάση B. ΄Ωστε ο ϐαθµός τού Q(f ;v)(t) ισούται µε m.
(2) Θεωρούµε τον περιορισµό τού f στον f–αναλλοίωτο υπόχωρο C(f ;~v), δηλαδή τον ενδοµορφισµό
f|C(f ;~v) : C(f ;~v)−→C(f ;~v) και ας είναι R(t) το ελάχιστο πολυώνυµο τού f|C(f ;~v). Επειδή το R(t) είναι
το ελάχιστο πολυώνυµο τού f|C(f ;~v), ο ενδοµορφισµός R(f|C(f ;~v)) είναι ο µηδενικός ενδοµορφισµός τού
C(f ;~v) και γι΄αυτό R(f|C(f ;~v))(~v) = ~0. Εποµένως, το Q(f ;v)(t) διαιρεί το R(t).

΄Εστω P (t) οποιοδήποτε πολυώνυµο και P (f) ο αντίστοιχος ενδοµορφισµός τού E. Επειδή ο C(f ;~v)
είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος, ο ενδοµορφισµός P (f) περιορισµένος στον C(f ;~v) αποτελεί έναν
ενδοµορφισµό τού C(f ;~v).

΄Εστω ότι το ελάχιστο πολυώνυµο τού f–κυκλικού υπόχωρου C(f ;~v) είναι το Q(f ;v)(t) = a0 + a1t +

a2t
2 + · · ·+ am−1t

(m−1) + tm.
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Παρατηρούµε ότι για κάθε διάνυσµα f i(~v), 1 ≤ i ≤ m− 1, της ϐάσης B του C(f ;~v), έχουµε:

Q(f ;v)(f)(f i(~v)) = a0f
i(~v) + a1f(f i(~v)) + a2f

2(f i(~v)) + · · ·+ am−1f
(m−1)(f i(~v)) + fm(f i(~v))

= f i(a0~v + a1f(~v) + a2f
2(~v) + · · ·+ am−1f

(m−1)(~v) + fm(~v))

= f i(Q(f ;v)(f)(~v)) = f i(~0) = ~0.

Εποµένως, ο ενδοµορφισµός Q(f ;v)(f) περιορισµένος στον υπόχωρο C(f ;~v) ισούται µε τον µηδενικό
ενδοµορφισµό τού C(f ;~v), αφού η τιµή τού Q(f ;v)(f) ισούται µε το µηδενικό διάνυσµα πάνω σε κάθε
στοιχείο τής ϐάσης B. Γι΄αυτό το ελάχιστο πολυώνυµο R(t) τού f|C(f ;~v)) διαιρεί το Q(f ;v)(t).

Συνεπώς το Q(f ;v)(t) διαιρεί το R(t) και το R(t) διαιρεί το Q(f ;v)(t). Τέλος, επειδή ο συντελεστής των
µεγιστοβαθµίων όρων και των δύο πολυωνύµων ισούται µε 1, έπεται Q(f ;v)(t) = R(t). �

Παρατήρηση 9.8. Ας είναι E ένας K–διανυσµατικός χώρος µε dimK E = n ∈ N∪{0}, ας είναι f : E−→E

ένας K–γραµµικός ενδοµορφισµός, ας είναι ~v ένα µη µηδενικό διάνυσµα τού E, ας είναι C(f ;~v) ο αντίστοι-

χος f–κυκλικός υπόχωρος και τέλος ας είναι Q(f ;v)(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + am−1t

(m−1) + tm το

ελάχιστο πολυώνυµο τού C(f ;~v). Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο ϑεώρηµα, ϐλέπουµε ότι ο m × m
πίνακας MB

B (f|C(f ;~v)) που παριστάνει τον ενδοµορφισµό

f|C(f ;~v) : C(f ;~v)−→C(f ;~v) ως προς τη ϐάση B = {~v, f(~v), f2(~v), . . . , f (m−1)(~v)} είναι ο

MB
B (f|C(f ;~v)) =



0 0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 0 . . . 0 0 −a1
0 1 0 . . . 0 0 −a2
.
.
.

.

.

.
.
.
. . . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 0 0 . . . 1 0 −am−2
0 0 0 . . . 0 1 −am−1


.

Πράγµατι, για κάθε f i(~v), 0 ≤ i ≤ m − 2, τής ϐάσης B έχουµε f(f i(~v)) = f i+1(~v). Για το διάνυσµα

fm−1(~v) έχουµε

f(fm−1(~v)) = fm(~v) = (−a0)~v + (−a1)f(~v) + (−a2)f2(~v) + · · ·+ (−am−1)f (m−1)(~v),

αφού Q(f ;v)(~v) = a0~v + a1f(~v) + a2f
2(~v) + · · ·+ am−1f

(m−1)(~v) + fm(~v) = ~0.

9.2. Μηδενοδύναµοι ενδοµορφισµοί–κυκλικοί υπόχωροι.
Υπενθυµίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f : E−→E, ονοµάζεται µηδενοδύναµος, αν υπάρχει n ∈ N µε
fn ίσο µε τον µηδενικό ενδοµορφισµό ζE τού E. Ονοµάζουµε δείκτη µηδενοδυναµικότητας τον µικρότερο
k ∈ N µε fk = ζE.

Πρόταση 9.9. ΄Εστω ότι E είναι ένας πεπερασµένης διάστασης K–διανυσµατικός χώρος µε dimK E ≥ 1
και ότι f : E−→E είναι ένας µηδενοδύναµος ενδοµορφισµός µε δείκτη µηδενοδυναµικότητας k. Τότε

υπάρχει ένας f–κυκλικός υπόχωρος C(f ;~v) µε dimKC(f ;~v) = k.

Απόδειξη. Αν k = 1, τότε ο f = f1 είναι ο µηδενικός ενδοµορφισµός ζE και για οποιοδήποτε διάνυσµα
~v 6= ~0 έχουµε f(~v) = ~0. Γι΄ αυτό, ο υπόχωρος C(f ;~v) = 〈~v, f(~v) . . . , f i(~v), f i+1(~v), . . . 〉 = 〈~v〉 είναι
διάστασης 1.
Ας δούµε τώρα την περίπτωση k ≥ 2. Αφού ο fk είναι ο µηδενικός ενδοµορφισµός ζE του E, ενώ fk−1 6=
ζE, υπάρχει κάποιο ~v ∈ E µε fk−1(~v) 6= ~0. Θεωρούµε τον υπόχωρο C(f ;~v) = 〈~v, f(~v) . . . , fk−1(~v)〉.
Το ελάχιστο πολυώνυµο Q(f ;v)(t) τού C(f ;~v) διαιρεί το πολυώνυµο P (t) = tk, αφού P (f)(v) = fk(~v).
Συνεπώς, Q(f ;v)(t) = ts, όπου s ≥ k. Αλλά, αν s < k, δηλαδή αν k − s ≥ 1, τότε Q(f ;v)(f)(~v) =
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fs(~v) = ~0 και γι΄αυτό και fk−1(~v) = fk−s−1(fs(~v)) = ~0. Το τελευταίο είναι άτοπο. Εποµένως, το
ελάχιστο πολυώνυµο Q(f ;v)(t) τού C(f ;~v) ισούται µε tk. Σύµφωνα µε το προηγούµενο Θεώρηµα 9.7,
dimKC(f ;~v) = k. �

Παρατήρηση 9.10. Ο πίνακας MB
B (f|C(f ;~v)) που παριστάνει τον περιορισµό f|C(f ;~v) του µηδενοδύναµου

ενδοµορφισµού f : E−→E στον f–κυκλικό υπόχωρο C(f ;~v) τής προηγούµενης πρότασης, ως προς τη

ϐάση B = {~v, f(~v) . . . , fk−1(~v)} είναι ο

MB
B (f|C(f ;~v)) =



0 0 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 . . . 0 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
. . . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 . . . 0 1 0


.

Πρόταση 9.11. ΄Εστω ότι E είναι ένας πεπερασµένης διάστασης K–διανυσµατικός χώρος µε dimK E ≥ 1,
ότι f : E−→E είναι ένας µηδενοδύναµος ενδοµορφισµός µε δείκτη µηδενοδυναµικότητας k και ότι ~v ∈ E

είναι ένα µη µηδενικό διάνυσµα, όπου ο αντίστοιχος f–κυκλικός υπόχωρος C(f ;~v) έχει K–διάσταση k.
Τότε υπάρχει ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος W του E µε E = C(f ;~v)⊕W .

Απόδειξη. Επαγωγή ως προς τον δείκτη µηδενοδυναµικότητας k.
Αν k = 1, τότε ο f = f1 ισούται µε τον µηδενικό ενδοµορφισµό ζE του χώρου E. Ας είναι ~v οποιοδήποτε
µη µηδενικό διάνυσµα τού E. Η K–διάσταση τού χώρου C(f ;~v) ισούται µε 1 και οποιοδήποτε ευθύ
συµπλήρωµα W τού C(f ;~v), δηλαδή οποιοσδήποτε υπόχωρος W τού E µε C(f ;~v) ⊕ W = E, είναι
f–αναλλοίωτος, αφού ο f είναι ο µηδενικός ενδοµορφισµός ζE.

Ας υποθέσουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για κάθε ϕυσικό αριθµό < k, ϑα την αποδείξουµε για τον
ϕυσικό k.
Από την Πρόταση 9.9 γνωρίζουµε ότι υπάρχει ~v ∈ E, ~v 6= ~0 τέτοιο, ώστε ο f–κυκλικός υπόχωρος
C(f ;~v) = 〈~v, f(~v) . . . , fk−1(~v)〉 να έχει διάσταση τον δείκτη µηδενοδυναµικότητας k. Θεωρούµε τον
περιορισµό τού f στον f–αναλλοίωτο υπόχωρο Im(f) = f(E), δηλαδή τον f|f(E) : f(E)−→ f(E). Ο
δείκτης µηδενοδυναµικότητας τού f|f(E) ισούται µε k − 1, αφού fk−1(f(E)) = fk(E) = {~0}, ενώ
fk−2(f(E)) = fk−1(E) 6= {~0}. Επιπλέον, η εικόνα

f(C(f ;~v)) = f(〈~v, f(~v) . . . , fk−1(~v)〉) = 〈f(~v), f(f(~v)) . . . , f(fk−2(~v))〉 = C(f|f(E); f(~v))

τού C(f ;~v) είναι ένας f|f(E)–κυκλικός υπόχωρος µε dimKC(f|f(E); f(~v)) ίσο µε τον δείκτη µηδενοδυνα-
µικότητας k − 1 τού f|f(E), αφού τα διανύσµατα f(~v), f(f(~v)) = f2(~v) . . . , f(fk−2(~v)) = fk−1(~v) είναι
K–γραµµικώς ανεξάρτητα.
Συνεπώς, λόγω της επαγωγικής υπόθεσης, υπάρχει ένας f|f(E)–αναλλοίωτος υπόχωρος W ′ τού f(E),
δηλαδή f|f(E)(W ′) = f(W ′) ⊆W ′, µε f(E) = C(f|f(E); f(~v))⊕W ′.
Ας είναι W0 = {~w ∈ E | f(~w) ∈ W ′}. Προφανώς ο W0 είναι ένας υπόχωρος τού E. Επιπλέον, επειδή
ο W ′ είναι f–αναλλοίωτος, έχουµε W ′ ⊆ W0, (**) και αφού f(W0) ⊆ W ′, έπεται ότι ο W0 είναι επίσης
f–αναλλοίωτος.

Ισχυριζόµαστε ότι E = C(f ;~v) + W0. Πράγµατι, αν ~x ∈ E, τότε f(~x) ∈ f(E) = C(f|f(E); f(~v)) ⊕W ′
(*). Εποµένως, f(~x) = ~z + ~w′, όπου ~z ∈ C(f|f(E); f(~v)) = f(C(f ;~v)) και ~w′ ∈ W ′. Συνεπώς,
f(~x) = f(~s) + ~w′, όπου ~z = f(~s), ~s ∈ C(f ;~v). Τώρα, ~x = ~s + (~x − ~s) µε s ∈ C(f ;~v). Επιπλέον,
το ~x− ~s ανήκει στο W0, αφού f(~x− ~s) = f(~x)− f(~s) = ~w′ ∈W ′. Συνεπώς, E = C(f ;~v) +W0.

Ισχυριζόµαστε ότι η τοµή C(f ;~v) ∩W0 περιέχεται στον υπόχωρο C(f|f(E); f(~v)) = f(C(f ;~v)). Αν
~x ∈ C(f ;~v) ∩W0, τότε f(~v) ∈ f(C(f ;~v)) ∩ f(W0). Αλλά f(C(f ;~v)) = C(f|f(E); f(~v)), f(W0) ⊆ W0

και C(f|f(E); f(~v)) ∩W0 = {~0}. Εποµένως, f(~x) = ~0. Τώρα, το ~x ως στοιχείο τού C(f ;~v), ισούται µε
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~x = a0~x+a1f(~x)+· · ·+ak−1fk−1(~v) και γι΄ αυτό~0 = f(~x) = a0f(~x)+a1f
2(~x)+· · ·+ak−2fk−1(~v). Αλλά,

αφού τα f(~x), f2(~x), . . . , fk−1(~v) είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα, έχουµε a0 = a1 = · · · = ak−2 = 0 και
εποµένως το ~x = ak−1f

k−1(~v) ανήκει στον υπόχωρο C(f|f(E); f(~v)) = f(C(f ;~v)).
Αφού C(f ;~v) ∩ W0 ⊆ C(f|f(E); f(~v)) και W ′ ∩ C(f|f(E); f(~v)) = {~0}, λόγω της (*), έχουµε W ′ ∩

(C(f ;~v) ∩W0) = {~0}. Εποµένως, το άθροισµα W ′ ⊕ (C(f ;~v) ∩W0) είναι ευθύ και περιέχεται στο W0,
επειδή το W ′ ⊆W0, λόγω τής (**).

Ας είναιW ′′ ένας υπόχωρος τού E µεW0 = W ′′⊕ [W ′⊕(C(f ;~v)∩W0)], (***). Θεωρούµε τον υπόχωρο
W = W ′′⊕W ′. Παρατηρούµε ότι οW ′′ είναι f–αναλλοίωτος, ως υπόχωρος τού f–αναλλοίωτου υπόχωρου
W0. Αφού και ο W ′ είναι f–αναλλοίωτος, έπεται ότι ο W είναι επίσης f–αναλλοίωτος.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη τής πρότασης, αρκεί να δείξουµε ότι E = C(f ;~v)⊕W . Παρατηρούµε
ότι η τοµή C(f ;~v) ∩W = C(f ;~v) ∩ (W ′′ ⊕W ′) ⊆ C(f ;~v) ∩ (W ′′ ⊕W ′) ∩W0, αφού W ′′ ⊕W ′ ⊆ W0.
Αλλά λόγω τής (***), η τοµή C(f ;~v) ∩ (W ′′ ⊕W ′) ∩W0 ισούται µε {~0}. Εποµένως, C(f ;~v) ∩W = {~0}.

Τέλος,

E = C(f ;~v) +W0 = C(f ;~v) +W ′′ +W ′ + (C(f ;~v) ∩W0) = C(f ;~v) +W ′′ +W ′ = C(f ;~v) +W.

΄Ωστε, E = C(f ;~v)⊕W , όπου ο W είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος τού E. �

Η προηγούµενη πρόταση αποτελεί το επαγωγικό ϐήµα τού επόµενου ισχυρισµού:

Πρόταση 9.12. ΄Εστω ότι E είναι ένας πεπερασµένης διάστασης K–διανυσµατικός χώρος µε dimK E ≥ 1,
ότι f : E−→E είναι ένας µηδενοδύναµος ενδοµορφισµός µε δείκτη µηδενοδυναµικότητας k.
Τότε υπάρχει µια πεπερασµένη ακολουθία k = k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ks ϕυσικών µε k1 + k2 + . . . ks = dimK E

και µη µηδενικά διανύσµατα ~v1, ~v2, . . . , ~vs τέτοια, ώστε

E = C(f ;~v1)⊕ C(f ;~v2)⊕ · · · ⊕ C(f ;~vs),

όπου dimKC(f ;~vi) = ki, ∀i, 1 ≤ i ≤ s.

Απόδειξη. Λόγω των Προτάσεων 9.9 και 9.11, γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένας f–κυκλικός υπόχωρος
C(f ;~v1) ⊆ E διάστασης k = k1 τέτοιος, ώστε E = C(f ;~v1) ⊕W1, όπου ο W1 είναι ένας f–αναλλοίωτος
υπόχωρος διάστασης dimK E−k1. Τώρα, υπάρχει ένας f–κυκλικός υπόχωρος C(f ;~v2) ⊆W1 διάστασης
k2 µεW1 = C(f ;~v2)⊕W2, όπου οW2 είναι ένας f–αναλλοίωτος υπόχωρος διάστασης dimK E−k1−k2.
Επιπλέον,

E = C(f ;~v1)⊕W1 = C(f ;~v1)⊕ C(f ;~v2)⊕W2

Σχηµατίζοντας, για i = 1, 2, . . . , j, j + 1, . . . , τον f–κυκλικό υπόχωρο C(f ;~vi) ⊆Wi−1 διάστασης ki και
κατόπιν τον f–αναλλοίωτο υπόχωρο Wi ⊆ Wi−1 έτσι, ώστε Wi−1 = C(f ;~vi) ⊕Wi, όπου W0 = E, µε
dimKWi = dimK E− k1 − k2 − · · · − ki, i ≥ 1, διαπιστώνουµε ότι οι διαστάσεις των Wi σχηµατίζουν µια
ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών που οφείλει να σταµατήσει µετά από πεπερασµένα, ας πούµε, s
ϐήµατα. Τότε dimKWs = 0 και

E = C(f ;~v1)⊕ C(f ;~v2)⊕ · · · ⊕ C(f ;~vs).

�

Παρατήρηση 9.13. Αν C(f ;~vi) είναι ένας f–κυκλικός υπόχωροςδιάστασης ki, τότε γνωρίζουµε ότι το

σύνολο {~vi, f(~vi), . . . , f
k−1(~vi)} αποτελεί µια ϐάση του. Συνεπώς, αν f : E−→E είναι ένας µηδενοδύνα-

µος ενδοµορφισµός µε δείκτη µηδενοδυναµικότητας ίσο µε k, τότε, λόγω τής Πρότασης 9.12, ο χώρος E

είναι το ευθύ άθροισµα των C(f ;~vi), i = 1, 2, . . . , s και η ένωση των αντίστοιχων ϐάσεων, δηλαδή το

σύνολο

B = {~v1, f(~v1), . . . , f
k1−1(~v1)} ∪ {~v2, f(~v2), . . . , f

k2−1(~v2)} ∪ · · · ∪ {~vs, f(~vs), . . . , f
ks−1(~vs)}
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αποτελεί µια ϐάση τού E. Ο πίνακας που παριστάνει τον ενδοµορφισµό f ως προς τη συγκεκριµένη ϐάση,

είναι ο

MB
B (f) =


B1

B2


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Μέρος 2. Ευκλείδειοι Χώροι

10. Σταθµητοί Χώροι και Ευκλείδειοι Χώροι

10.1. Σταθµητοί Χώροι. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Τότε όπως γνωρίζουµε η απεικόνιση
‘‘µήκος διανύσµατος’’

‖ · ‖ : E −→ R, ~x 7−→ ‖~x‖ =
√
〈~x, ~x〉

ικανοποιεί, µεταξύ άλλων, τις ακόλουθες ιδιότητες :
1. ‖r~x‖ = |r| ‖~x‖, ∀r ∈ R, ∀~x ∈ E.
2. (Τριγωνική ανισότητα): ‖~x+ ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖, ∀~x, ~y ∈ E.
3. ‖~x‖ ≥ 0, ∀~x ∈ E, και αν ‖~x‖ = 0, τότε ~x = ~0.

Ορισµός 10.1. Μια απεικόνιση ‖ ·‖ : E −→ R ορισµένη υπεράνω του R-διανυσµατικού χώρου E η οποία

ικανοποιεί τις τρείς παραπάνω ιδιότητες καλείται στάθµη επί του E.

΄Ενας R-σταθµητός χώρος είναι ένα Ϲεύγος (E, ‖ · ‖), όπου E είναι ένας R-διανυσµατικός χώρος και

‖ · ‖ είναι µια στάθµη επί του E.

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι αν (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος, τότε ικανοποιείται ο ακόλουθος

2‖~x‖2 + 2‖~y‖2 = ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 (Νόµος Παραλληλογράµµου)

΄Αρα αν (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος, τότε ορίζεται επί του E µια στάθµη ‖ · ‖ : E −→ R,
‖~x‖ =

√
〈~x, ~x〉, η οποία ικανοποιεί τον νόµο του Παραλληλογράµµου.

10.2. Το Θεώρηµα των Jordan-Von Neumann. Αντίστροφα ένα σηµαντικό Θεώρηµα, το οποίο οφε-
ίλεται στους Jordan και Von Neumann, ϐλέπε P. Jordan and J. Von Neumann: ‘‘On Inner product

spaces in linear metric spaces’’, Annals of Mathematics, 36, (1935), δείχνει ότι οι Ευκλείδειοι χώροι
χαρακτηρίζονται ώς οι σταθµητοί χώροι των οποίων η στάθµη ικανοποιεί τον Νόµο του Παραλληλογράµ-
µου. Για την απόδειξη του, η οποία χρησιµοποιεί ϐασικά στοιχεία τοπολογίας, χρειαζόµαστε κάποια
προεργασία.

Ορισµός 10.2. ΄Ενας µετρικός χώρος είναι ένα Ϲεύγος (E, ρ), όπου E είναι ένα µη-κενό σύνολο και

ρ : E× E −→ R, (x, y) 7−→ ρ(x, y)

είναι µια απεικόνιση, η οποία καλείται µετρική, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες :

(1) ∀x, y ∈ E: ρ(x, y) ≥ 0
(2) ρ(x, y) = 0 αν και µόνον αν x = y.
(3) ∀x, y ∈ E: ρ(x, y) = ρ(y, x).
(4) ∀x, y, z ∈ E: ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

΄Ενας µετρικός χώρος ο οποίος είναι και R-διανυσµατικός χώρος, καλείται διανυσµατικός µετρικός
χώρος.
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Λήµµα 10.3. ΄Εστω (E, ‖ · ‖) ένας σταθµητός χώρος. Τότε η απεικόνιση

ρ : E × E −→ R, ρ(~x, ~y) = ‖~x− ~y‖
είναι µια µετρική επί του E και το Ϲεύγος (E, ρ) είναι ένας µετρικός διανυσµατικός χώρος.

Απόδειξη. Το ότι η απεικόνιση ρ είναι µετρική είναι άµεση συνέπεια των ιδιοτήτων της στάθµης ‖ · ‖. �

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε τις ακόλουθες συνεπαγωγές

(E, 〈, 〉) : Ευκλείδειος Χώρος =⇒ (E, ‖·‖) : Σταθµητός Χώρος =⇒ (E, ρ) : Μετρικός ∆ιανυσµατικός Χώρος

Σε έναν µετρικό (διανυσµατικό) χώρο (E, ρ) µπορούµε να ορίσουµε την έννοια της σύγκλισης και
συνέχειας ως εξής :

΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία στοιχείων του E.
(1) Η ακολουθία (xn)n∈N συγκλίνει ισχυρά στο στοιχείο y ∈ E, και ϑα γράφουµε:

lim
n−→∞xn = y

αν:
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : ‖xn − y‖ < ε, ∀n > n0

Προφανώς limn−→∞ xn = y αν και µόνον αν η ακολουθία πραγµατικών αριθµών ‖xn − y‖
συγκλίνει στο 0: limn−→∞ ‖xn − y‖ = 0.

(2) Η ακολουθία (xn)n∈N καλείται ακολουθία Cauchy αν:

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : ‖xn − xm‖ < ε, ∀n,m > n0

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι κάθε ισχυρά συγκλίνουσα ακολουθία στοιχείων του E είναι ακο-
λουθία Cauchy, και το όριο µιας ισχυρά συγκλίνουσας ακολουθίας (αν υπάρχει) είναι µοναδικό.

(3) ΄Εστω f : E−→R, µια συνάρτηση. Τότε η f καλείται συνεχής αν για κάθε στοιχείο y του E και
κάθε ισχυρά συγκλίνουσα ακολουθία στοιχείων (xn)n∈N έτσι ώστε limn−→∞ xn = y, ισχύει ότι η
ακολουθία πραγµνατικών αριθµών (f(xn))n∈N συγκλίνει στο f(y):

lim
n−→∞xn = y =⇒ lim

n−→∞ f(xn) = f(y)

Στην απόδειξη του κύριου Θεωρήµατος της παρούσης παραγράφου ϑα χρειαστούµε την ακόλουθη:

Πρόταση 10.4. ΄Εστω (E, ‖ · ‖) ένας σταθµητός χώρος.

(1) ∀~x, ~y ∈ E:

∣∣‖~x‖ − ‖~y‖∣∣ ≤ ‖~x− ~y‖.
(2) Η απεικόνιση ‖ · ‖ : E −→ R είναι συνεχής.

Απόδειξη. (1) Θα έχουµε:

‖~x‖ = ‖~y + (~x− ~y)‖ ≤ ‖~y‖+ ‖~x− ~y‖ και άρα ‖~x‖ − ‖~y‖ ≤ ‖~x− ~y‖
Παρόµοια ϑα έχουµε: ‖~y‖ − ‖~x‖ ≤ ‖~x− ~y‖ απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

(2) ΄Εστω (~xn)n∈N µια ισχυρά συγκλίνουσα ακολουθία στοιχείων του E έτσι ώστε limn−→∞ ~xn = ~y.
Τότε από το (1) ϑα έχουµε: ∣∣‖~xn‖ − ‖~y‖∣∣ ≤ ‖~xn − ~y‖
και εποµένως :

0 ≤ lim
n−→∞

∣∣‖~xn‖ − ‖~y‖∣∣ ≤ lim
n−→∞ ‖~xn − ~y‖ = 0

Αυτό όµως σηµαίνει ότι η ακολουθία πραγµατικών αριθµών ‖~xn‖n∈N συγκλίνει στον ‖~y‖:
lim
n−→∞ ‖~xn‖ = ‖y‖
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και άρα η στάθµη ‖ · ‖ είναι συνεχής. �

Θεώρηµα 10.5 (Jordan - Von Neumann (1935) ). ΄Εστω E έναςR-διανυσµατικός χώρος και ‖·‖ : E −→ R
µια στάθµη επί του E η οποία ικανοποιεί τον Νόµο του Παραλληλογράµµου. Τότε η απεικόνιση

〈 , 〉 : E× E −→ R, 〈~x, ~y〉 =
‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2

4
(†)

ορίζει ένα µοναδικό εσωτερικό γινόµενο επί του E έτσι ώστε ∀~x ∈ E:

〈~x, ~x〉 = ‖~x‖2

Εποµένως αν E είναι ένας R-διανυσµατικός χώρος, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το Ϲεύγος (E, 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος

(2) Το Ϲεύγος (E, ‖ · ‖) είναι σταθµητός χώρος και η στάθµη του ‖ · ‖ ικανοποιεί τον Νόµο του Παραλ-

ληλογράµµου.

Απόδειξη. (a) ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε χρηισµοποιώντας τις ιδιότητες της στάθµης ‖ · ‖ ϑα έχουµε:

〈~x, ~y〉 =
‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2

4
=
‖~y + ~x‖2 − ‖(−1)(~y − ~x‖2

4
=
‖~y + ~x‖2 − (−1)2‖~y − ~x‖2

4
=

=
‖~y + ~x‖2 − ‖~y − ~x‖2

4
= 〈~y, ~x〉

΄Αρα ∀~x, ~y ∈ E: 〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~x〉.

(c) ΄Εστω ~x ∈ E. Τότε :

〈~x, ~x〉 =
‖~x+ ~x‖2 − ‖~x− ~x‖2

4
=
‖2~x‖2

4
=
|2|2‖~x‖2

4
=

4‖~x‖2

4
= ‖~x‖2 ≥ 0

Αν 〈~x, ~x〉 = 0, τότε από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε: ‖~x‖2 και επειδή η απεικόνιση ‖ · ‖
είναι στάθµη ϑα έχουµε ~x = ~0.

(b) ΄Εστω ~x, ~y, ~z ∈ E και λ ∈ R.
(i) Από τον ορισµό της απεικόνισης 〈 , 〉 : E× E −→ R, ϑα έχουµε:

〈~x, ~z〉 =
‖~x+ ~z‖2 − ‖~x− ~z‖2

4
και 〈~y, ~z〉 =

‖~y + ~z‖2 − ‖~y − ~z‖2

4
και εποµένως :

〈~x, ~z〉+ 〈~y, ~z〉 =
‖~x+ ~z‖2 + ‖~y + ~z‖2 − ‖~x− ~z‖2 − ‖~y − ~z‖2

4
(∗)

Εφαρµώζοντας το Νόµο του Παραλληλογράµµου για τα διανύσµατα ~x + ~z και ~y + ~z ϑα
έχουµε:

2‖~x+ ~z‖2 + 2‖~y + ~z‖2 = ‖~x+ ~y + 2~z‖2 + ‖~x− ~y‖2

η οποία γράφεται ισοδύναµα και ως εξής :

2‖~x+ ~z‖2 + 2‖~y + ~z‖2 = ‖~x+ ~y + 2~z‖2 + ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 − ‖~x+ ~y‖2

Εφαρµόζωντας στην τελευταία σχέση πάλι το Νόµο του Παραλληλογράµµου για τα δια-
νύσµατα ~x+ ~y + ~z και ~z ϑα έχουµε:

2‖~x+ ~z‖2 + 2‖~y + ~z‖2 = 2‖~x+ ~y + ~z‖2 + 2‖~z‖2
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και εποµένως η προτελευταία σχέση γράφεται :

2‖~x+ ~z‖2 + 2‖~y + ~z‖2 = 2‖~x+ ~y + ~z‖2 + 2‖~z‖2 − ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 (10.1)

Θέτοντας −~z στην ϑέση του ~z η παραπάνω σχέση δίνει :

2‖~x− ~z‖2 + 2‖~y − ~z‖2 = 2‖~x+ ~y − ~z‖2 + 2‖~z‖2 − ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 (10.2)

Αφαιρώντας την (10.2) από την (10.1) τότε ϑα έχουµε την ταυτότητα:

‖~x+ ~z‖2 + ‖~y + ~z‖2 − ‖~x− ~z‖2 − ‖~y − ~z‖2 = ‖~x+ ~y + ~z‖2 + ‖~x+ ~y − ~z‖2

Τότε η (∗) γράφεται ώς εξής :

〈~x, ~z〉+ 〈~y, ~z〉 =
‖~x+ ~y + ~z‖2 + ‖~x+ ~y − ~z‖2

4
= 〈~x+ ~y, ~z〉

΄Αρα ϑα έχουµε:

〈~x+ ~y, ~z〉 = 〈~x, ~z〉+ 〈~y, ~z〉 (10.3)

(ii) Μένει να δείξουµε ότι : 〈λ~x, ~y〉 = λ〈~x, ~y〉.
• Από την σχέση (10.3) έπεται άµεσα ότι : 〈2~x, ~y〉 = 2〈~x, ~y〉. Επαγωγικά προκύπτει εύκολα
ότι :

〈n~x, ~y〉 = n〈~x, ~y〉, ∀n ∈ N
Από την άλλη πλευρά, ϑα έχουµε:

〈0~x, ~y〉 = 〈~0, ~y〉 =
‖~0 + ~y‖2 − ‖~0− ~y‖2

4
=
‖~y‖2 − ‖ − ~y‖2

4
=
‖~y‖2 − (−1)2‖~y‖2

4
=

=
‖~y‖2 − ‖~y‖2

4
= 0

Επίσης αν n ∈ N, τότε :

n〈~x, ~y〉+ 〈(−n)~x, ~y〉 = 〈(n+ (−n))~x, ~y〉 = 〈0~x, ~y〉 = 〈~0, ~y〉 = 0

και εποµένως

〈(−n)~x, ~y〉 = (−n)〈~x, ~y〉
Συνοψίζοντας ϑα έχουµε:

〈n~x, ~y〉 = n〈~x, ~y〉, ∀n ∈ Z (10.4)
• ΄Εστω τώρα r = m

n ∈ Q. Τότε :

n〈m
n
~x, ~y〉 = 〈nm

n
~x, ~y〉 = 〈m~x, ~y〉 = m〈~x, ~y〉

και άρα ϑα έχουµε:

〈m
n
~x, ~y〉 =

m

n
〈~x, ~y〉

∆ηλαδή

〈r~x, ~y〉 = r〈~x, ~y〉, ∀r ∈ Q (10.5)
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• Τέλος υποθέτουµε ότι λ ∈ R. Τότε, όπως είναι γνωστό από τον Απειροστικό Λογισµό,
υπάρχει µια ακολουθία (rn)n∈N ϱητών αριθµών έτσι ώστε :

lim
n−→∞ rn = λ

Επειδή από την Πρόταση 10.4 η απεικόνιση E−→R, ~x 7−→ ‖~x‖ είναι συνεχής, έπεται ότι
και η απεικόνιση, για σταθερό ~y ∈ E:

〈−, ~y〉 : E −→ R, ~x 7−→ 〈~x, ~y〉 =
‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2

4

είναι συνεχής συνάρτηση του ~x. Τότε ϑα έχουµε:

〈λ~x, ~y〉 = 〈 lim
n−→∞ rn~x, ~y〉 =

‖ limn−→∞ rn~x+ ~y‖2 − ‖ limn−→∞ rn~x− ~y‖2

4
=

=
‖ limn−→∞(rn~x+ ~y)‖2 − ‖ limn−→∞(rn~x− ~y)‖2

4
=

=
limn−→∞ ‖rn~x+ ~y‖2 − limn−→∞ ‖rn~x− ~y‖2

4
=

= lim
n−→∞

‖rn~x+ ~y‖2 − ‖rn~x− ~y‖2

4
= lim

n−→∞〈rn~x, ~y〉 =(∗) lim
n−→∞ rn〈~x, ~y 〉 = λ〈~x, ~y〉

όπου στην ισότητα (∗) χρησιµοποιήσαµε την σχέση (10.5).

Εποµένως δείξαµε ότι η απεικόνιση 〈, 〉 είναι ένα εσωτερικό γινόµενο στον E, το οποίο λόγω
της (c) ικανοποιεί τη σχέση 〈~x, ~x〉 = ‖~x‖2, ∀~x ∈ E.

Αν 〈〈, 〉〉 : E × E −→ R, είναι ένα άλλο εσωτερικό γινόµενο στον E το οποίο ικανοποιεί την σχέση
〈〈~x, ~x〉〉 = ‖~x‖2, ∀~x ∈ E, τότε η σχέση (†) δείχνει ότι : 〈〈~x, ~x〉〉 = 〈~x, ~y〉, ∀~x, ~y ∈ E. �

Το ακόλουθο είναι ένα παράδειγµα σταθµητού χώρου του οποίου η στάθµη δεν ικανοποιεί τον Νόµο
του Παραλληλογράµµου και άρα ο χώρος δεν είναι Ευκλείδειος.

Παράδειγµα 10.6. ΄Εστω p ≥ 1 και έστω το ακόλουθο σύνολο ακολουθιών πραγµατικών αριθµών:

`p(R) :=
{

(xn)n∈N | xn ∈ R και

∞∑
n=0

|xn|p < ∞
}

Τότε αποδεικνύεται εύκολα ότι το σύνολο `p(R) είναι ένας διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης υπε-

ϱάνω του (R). Ορίζουµε µια απεικόνιση :

‖ · ‖p : `p(R) −→ R, ‖(xn)n∈N‖p =
( ∞∑
n=0

|xn|p
) 1
p

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η απεικόνιση ‖·‖p είναι µια στάθµη επί του `p(R) και άρα το Ϲεύγος (`p(R), ‖·‖p)
είναι ένας σταθµητός χώρος.
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(1) Αν p = 2, τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι η απεικόνιση

〈, 〉 : `2(R)× `2(R) −→ R,
〈
(xn)n∈N, (yn)n∈N

〉
=
∞∑
n=0

xnyn

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του `2(R) έτσι ώστε : ‖(xn)n∈N‖2p = 〈(xn)n∈N, (xn)n∈N〉. ΄Αρα το

Ϲεύγος (`2(R), 〈, 〉) είναι ένας Ευκλείδειος χώρος.

(2) Θα δείξουµε ότι αν p > 2, τότε δεν ισχύει ο Νόµος του Παραλληλογράµµου. Πραγµατικά: όπως

έχουµε δει αν ισχύει ο Νόµος του Παραλληλογράµµου, τότε, ∀~x, ~y ∈ `2(R):

‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 = 2‖~x‖2 + 2‖~y‖2 (+)

Θεωρούµε τις ακολουθίες :

(xn)n∈N = (1, 1, 0, 0, · · · ) και (yn)n∈N = (1,−1, 0, 0, · · · )
οι οποίες ποροφανώς ανήκουν στον σταθµητό χώρο `p(R). Υπολογίζουµε εύκολα:

‖(xn)n∈N‖p = ‖(xn)n∈N‖p = 2
1
p και ‖(xn)n∈N + (yn)n∈N‖p = ‖(xn)n∈N − (yn)n∈N‖p = 2

΄Αρα λόγω της σχέσης (+) ϑα πρέπει

2(2
1
p )2 + 2(2

1
p )2 = 22 + 22 =⇒ 22 = 2p

το οποίο ισχύει αν και µόνον αν p = 2. ΄Αρα αν p > 2, δεν ισχύει η σχέση (+) και άρα και ο Νόµος

του Παραλληλογράµµου. Συµπεραίνουµε ότι αν p > 2, τότε δεν υπάρχει εσωτερικό γινόµενο 〈, 〉
στον σταθµητό χώρο `p(R), έτσι ώστε : 〈(xn)n∈N, (xn)n∈N〉 = ‖(xn)n∈N‖2p.

Παρατήρηση 10.7. Υπάρχουν περισσότεροι από 350 χαρακτηρισµοί του πότε ένας σταθµητός χώρος είναι

Ευκλείδειος, ϐλέπε το ϐιβλίο : D. Amir: Characterizations of Inner Product Spaces, Birkhäuser Verlag,

Basel, 1986. Ο χαρακτηρισµός του Θεωρήµατος 10.5, ο οποίος οφείλεται στους Jordan και Von Neumann

και αποδείχθηκε το 1935, είναι ίσως ο πρώτος ιστορικά χαρακτηρισµός.

Αναφέρουµε µόνο τους ακόλουθους ενδιαφέροντες χαρακτηρισµούς :

Θεώρηµα 10.8. Για έναν σταθµητό χώρο (E, ‖ · ‖) οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδυναµες :

(1) Υπάρχει ένα (µοναδικό) εσωτερικό γινόµενο 〈, 〉 : E× E−→R, έτσι ωστε :

〈~x, ~x〉 = ‖~x‖2, ∀~x ∈ E

(2) (Lorch (1947) ) ∀~x, ~y ∈ E:(
‖~x‖+ ‖~y‖

)∥∥∥ ~x

‖~x‖
− ~y

‖~y‖

∥∥∥ ≤ 2‖~x− ~y‖

(3) (Lorch (1947) ) ∀~x, ~y ∈ E, ∀λ ∈ R:

‖~x‖ = ‖~y‖ =⇒ ‖~x+ λ~y‖ = ‖λ~x+ ~y‖
(4) (Lorch (1947) ) ∀~x, ~y, ~z ∈ E:

‖~x‖ = ‖~y‖ και ~x+ ~y + ~z = ~0 =⇒ ‖~x− ~z‖ = ‖~y − ~z‖
(Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο οι διχοτόµοι των ίσων γωνιών είναι ίσες).

(5) (Day (1947) ) ∀~x, ~y ∈ E:

‖~x‖ = ‖~y‖ = 1 =⇒ ‖~x+ ~y‖2 + ‖~x− ~y‖2 = 4
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11. Η Ορίζουσα Gram και οι Εφαρµογές της
΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος. Στην παρούσα παράγραφο ϑα δούµε, µεταξύ άλλων, µια

γεωµετρική ερµηνεία της ορίζουσας ενός τετραγωνικού πίνακα, και ένα χρήσιµο κριτήριο για το πότε
ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων

S =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

11.1. Πίνακας και Ορίζουσα Gram.

Ορισµός 11.1. Ο πίνακας Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm ορίζεται να είναι ο πίνακας :

G(~x1, · · · , ~xm) :=


〈~x1, ~x1〉 〈~x1, ~x2〉 · · · 〈~x1, ~xm〉
〈~x2, ~x1〉 〈~x2, ~x2〉 · · · 〈~x2, ~xm〉

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

〈~xm, ~x1〉 〈~xm, ~x2〉 · · · 〈~xm, ~xm〉


Η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm ορίζεται να είναι η ορίζουσα του πίνακα Gram:∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣
Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα Gram είναι η ορίζουσα ενός συµµετρικού πίνακα διότι :

〈~xi, ~xj〉 = 〈~xj , ~xi〉, 1 ≤ i, j ≤ m

• Αν n = 1, τότε η ορίζουσα Gram του διανύσµατος ~x1 είναι :∣∣G(~x1)
∣∣ = 〈~x1, ~x1〉 = ‖~x1‖2 ≥ 0

και η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν ~x1 = ~0.

• Αν n = 2, τότε η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2 είναι :

∣∣G(~x1, ~x2)
∣∣ =

∣∣∣∣〈~x1, ~x1〉 〈~x1, ~x2〉〈~x2, ~x1〉 〈~x2, ~x2〉

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ‖~x1‖2 〈~x1, ~x2〉
〈~x2, ~x1〉 ‖~x2‖2

∣∣∣∣ = ‖~x1‖2 ‖~x2‖2 − 〈~x1, ~x2〉2 ≥ 0

όπου η τελευταία ανισότητα ισχύει λόγω της ανισότητας των Cauchy-Schwarz. Επιπλέον∣∣G(~x1, ~x2)
∣∣ = 0 αν και µόνον αν τα ~x1, ~x2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα

Θα δούµε ότι ισχύει κάτι ανάλογο και για n ≥ 3.

Πρόταση 11.2. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το σύνολο διανυσµάτων S =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
του E είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(2)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ 6= 0.

Απόδειξη. (1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι το S είναι γραµµικά εξαρτηµένο. Τότε υπάρχουν αριθµοί λ1, · · · , λm ∈ R,
έτσι ώστε : (λ1, · · · , λm) 6= (0, · · · , 0) και :

λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λm~xm = ~0 (11.1)

Τότε ϑεωρώντας το εσωτερικό γινόµενο των δύο µελών της (11.1) µε το διάνυσµα ~xi, 1 ≤ i ≤ m, ϑα
έχουµε:

〈~xi, λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λm~xm〉 = 〈~xi,~0〉 = 0 1 ≤ i ≤ m
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Η παραπάνω σχέση γράφεται :

λ1〈~xi, ~x1〉+ λ2〈~xi, ~x2〉+ · · ·+ λm〈~xi, ~xm〉 = 0 1 ≤ i ≤ m

Οι τελευταίες σχέσεις δείχνουν ότι ϑα έχουµε µια σχέση γραµµικής εξάρτησης

λ1Γ1 + λ2Γ2 + · · ·λmΓm = 0

µεταξύ των γραµµών

Γi =
(
〈~xi, ~x1〉, 〈~xi, ~x2〉, · · · , 〈~xi, ~xm〉

)
του πίνακα Gramm G(~x1, · · · , ~xm). Τότε όµως η ορίζουσα Gram είναι µηδέν. ΄Αρα αν το σύνολο S είναι
γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι :

∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ 6= 0.

(2) =⇒ (1) ΄Εστω ότι :
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ = 0. Τότε οι γραµµές του πίνακα G(~x1, · · · , ~xm) είναι γραµ-
µικά εξαρτηµένες ή ισοδύναµα οι στήλες του G(~x1, · · · , ~xm) είναι γραµµικά εξαρτηµένες. Εποµένως
υπάρχουν αριθµοί λ1, · · · , λm ∈ R, όπου: (λ1, · · · , λm) 6= (0, · · · , 0), έτσι ώστε :

λ1Σ1 + λ2Σ2 + · · ·λmΣm = 0

∆ηλαδή:

λ1


〈~x1, ~x1〉
〈~x2, ~x1〉

...
〈~xm, ~x1〉

+ λ2


〈~x1, ~x2〉
〈~x2, ~x2〉

...
〈~xm, ~x2〉

+ · · ·+ λm


〈~x1, ~xm〉
〈~x2, ~xm〉

...
〈~xm, ~xm〉

 =


0
0
...
0


Αυτό σηµαίνει ότι :

λ1〈~xi, ~x1〉+ λ2〈~xi, ~x2〉+ · · ·+ λm〈~xi, ~xm〉 = 0 1 ≤ i ≤ m

και εποµένως
〈~xi, λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λm~xm〉 = 0 1 ≤ i ≤ m

Πολλαπλασιάζοντας διαδοχικά κάθε σχέση από τις παραπάνω µε λ1, · · · , λm και ακολούθως προσθέτον-
τας τις σχέσεις που προκύπτουν καταλήγουµε στην σχέση:

‖λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λm~xm‖2 = 0

από την οποία προκύπτει ότι :
λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λm~xm = ~0

και εποµένως το σύνολο διανυσµάτων S είναι γραµµικά εξαρτηµένο. Καταλήγουµε: αν η ορίζουσα Gram∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ 6= 0, τότε το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο. �

΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και S =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
ένα σύνολο

διανυσµάτων του E.
΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ορθοκανονική ϐάση του E. Τότε ϑα έχουµε µοναδική γραφή των

διανυσµάτων του συνόλου S ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B:

~x1 = x11~e1 + x12~e2 + · · ·+ x1n~en

...

~xi = xi1~e1 + xi2~e2 + · · ·+ xin~en
...

~xm = xm1~e1 + xm2~e2 + · · ·+ xmn~en
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Συµβολίζουµε µε H τον m × n πίνακα του οποίου οι γραµµές είναι οι συνιστώσες των διανυσµάτων
~x1, ~x2, · · · , ~xm στην ϐάση B:

H =


x11 x12 · · · x1n
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xm1 xm2 · · · xmn


Υπολογίζουµε εύκολα:

H · tH = G(~x1, ~x2, · · · , ~xm)

Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι :

〈~xi, ~xj〉 =

n∑
k=1

xikxjk = (H · tH)ij

Πρόταση 11.3. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και S=
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
ένα σύνολο διανυσµάτων του E. Τότε : ∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ ≥ 0

Επιπλέον :

(1)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ = 0 αν και µόνον αν το σύνολο διανυσµάτων S είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

(2)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ > 0 αν και µόνον αν το σύνολο διανυσµάτων S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η ορίζουσα Gram είναι µη-αρνητική. Από την προηγούµενη Πρόταση
αρκεί να δείξουµε ότι αν το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο, τότε η ορίζουσα Gram είναι ϑετική.

΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ορθοκανονική ϐάση του E. Από την ανάλυση που προηγήθηκε έπεται
ότι :

H · tH = G(~x1, ~x2, · · · , ~xm)

Από το Φασµατικό Θεώρηµα έπεται ότι ο συµµετρικός πίνακας G(~x1, ~x2, · · · , ~xm) είναι διαγωνοποιήσι-
µος και άρα έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο R. ΄Εστω λ µια ιδιοτιµή του G := G(~x1, ~x2, · · · , ~xm) µε
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα-στήλη Y :

G · Y = λY, Y =


y1
y2
...
ym


Τότε εργαζόµενοι στον Ευκλείδειο χώρο Rm ϑα έχουµε:

‖Y ‖2 = 〈Y, Y 〉 = tY · Y

΄Αρα:

λ‖Y ‖2 = λ(tY · Y ) = (tY ) · (λ · Y ) = tY ·G · Y = tY ·H · tH · Y = t(tH · Y ) · (tH · Y ) =

= 〈tH · Y, tH · Y 〉 = ‖tH · Y ‖2 ≥ 0

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι λ ≥ 0. Επειδή το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι η
ορίζουσα Gram είναι 6= 0 και εποµένως ο πίνακας Gram δεν έχει το 0 ως ιδιοτιµή. Καταλήγουµε ότι
όλες ιδιοτιµές του πίνακα Gram ανήκουν στο R και είναι όλες > 0. Επειδή η ορίζουσα ενός πίνακα είναι
το γινόµενο των ιδιοτιµών του, αυτό σηµαίνει ότι η ορίζουσα Gram είναι ϑετική. �
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11.2. ∆ιαδικασία Gram-Schmidt. Υπενθυµίζουµε την ∆ιαδικασία Gram-Schmidt για το γραµµικά ανε-

ξάρτητο σύνολο διανυσµάτων
S =

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
του E:

Υπενθυµίζουµε πρώτα ότι η ορθογώνια προβολή του ~y 6= ~0 στο ~x ορίζεται να είναι το διάνυσµα:

Π~y(~x) :=
〈~x, ~y〉
‖~x‖ ‖~y‖

· ~y

Για την απλοποίηση των υπολογισµών που ϑα ακολουθήσουν, ορίζουµε την αριθµητική προβολή του ~y
στο ~x να είναι ο αριθµός :

π~y(~x) :=
〈~x, ~y〉
‖~x‖ ‖~y‖

Τότε ϑα έχουµε:
Π~y(~x) = π~y(~x) · ~y

Κατασκευή Ορθογώνιου Συνόλου T =
{
~y1, ~y2, · · · , ~ym

}
(GS1) Θέτουµε:

~y1 = ~x1

(GS2) Θέτουµε:
~y2 = ~x2 − πy1(~x1) · ~y1

...
(GSk) Επαγωγικά:

~yk = ~xk − πy1(~xk) · ~y1 − πy2(~xk) · ~y2 − · · · − πyk−1
(~xk) · ~yk−1 = ~xk −

k−1∑
i=1

πyi(~xk) · ~yi

Τότε το σύνολο T = {~y1, ~y2, · · · , ~ym} έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Το T είναι ορθογώνιο : 〈~yi, ~yj〉 = 0, ∀1 ≤ i 6= j ≤ m.
2. Για κάθε 1 ≤ k ≤ m: ο υπόχωρος L(~x1, ~x2, · · · , ~xk) ο οποίος παράγεται από το σύνολο S

συµπίπτει µε τον υπόχωρο L(~y1, ~y2, · · · , ~yk) ο οποίος παράγεται από το σύνολο T:

L(~x1, ~x2, · · · , ~xk) = L(~y1, ~y2, · · · , ~yk), 1 ≤ k ≤ m (11.2)

3. Εποµένως, για κάθε 2 ≤ k ≤ m:

~yk ∈ L(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1)⊥ (11.3)

4. Αν L(~yk) είναι ο υπόχωρος του E ο οποίος παράγεται από το ~yk, τότε :

L(~x1, ~x2, · · · , ~xk) = L(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1)⊕ L(~yk) (Ορθογώνιο Ευθύ ΄Αθροισµα)

5.
0 ≤ ‖~yk‖ ≤ ‖~xk‖ 1 ≤ k ≤ m (11.4)

Πράγµατικά: χρησιµοποιώντας την (GSk) και τα 2. και 4. Θα έχουµε

~xk = ~zk + ~yk

~zk = πy1(~xk) · ~y1 + πy2(~xk) · ~y2 + · · ·+ πyk−1
(~xk) · ~yk−1 ∈ L(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1)
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Επειδή 〈~zk, ~yk〉 = 0, από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, ϑα έχουµε:

0 ≤ ‖~y‖2 ≤ ‖~zk‖2 + ‖~y‖2 = ‖~xk‖2 =⇒ 0 ≤ ‖~yk‖ ≤ ‖~xk‖

6. Επειδή το σύνολο T = {~y1, ~y2, · · · , ~ym} είναι ορθογώνιο, ϑα έχουµε:

G(~y1, · · · , ~ym) :=


〈~y1, ~y1〉 0 · · · 0

0 〈~y2, ~y2〉 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 〈~ym, ~ym〉


και άρα: ∣∣G(~y1, · · · , ~ym)

∣∣ = ‖~y1‖2 · ‖~y2‖2 · · · · · ‖~ym‖2 (11.5)

7. Το σύνολο διανυσµάτων { ~y1
‖~y1‖

,
~y2
‖~y2‖

, · · · , ~ym
‖~ym‖

}
είναι ορθοκανονικό και άρα αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου L(~x1, ~x2, · · · , ~xm).

∆είχνουµε τώρα ότι η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} είναι ίση µε την ορίζουσα
Gram των διανυσµάτων T = {~y1, ~y2, · · · , ~ym}.

Πρόταση 11.4. ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} ένα σύνολο διανυσµάτων του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉),
και έστω T = {~y1, ~y2, · · · , ~ym} το ορθογώνιο σύνολο το οποίο προκύπτει από το S µε την διαδικασία

Gram-Schmidt. Τότε :∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ =

∣∣G(~y1, · · · , ~ym)
∣∣ = 〈~y1, ~y1〉 · 〈~y2, ~y2〉 · · · · · 〈~ym, ~ym〉

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις, οι οποίες δεν αλλάζουν την
ορίζουσά, στις γραµµές και στις στήλες του πίνακα Gram:

G(~x1, · · · , ~xm) =


〈~x1, ~x1〉 〈~x1, ~x2〉 · · · 〈~x1, ~xm〉
〈~x2, ~x1〉 〈~x2, ~x2〉 · · · 〈~x2, ~xm〉

...
...

. . .
...

〈~xm, ~x1〉 〈~xm, ~x2〉 · · · 〈~xm, ~xm〉


Κατ΄ αρχήν αν το σύνολο S είναι γραµµικά εξαρτηµένο, τότε προφανώς και το σύνολο T είναι γραµµικά

εξαρτηµένο, και τότε
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ = 0 =
∣∣G(~y1, · · · , ~ym)

∣∣.
Υποθέτουµε ότι το S, άρα και το T, είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
(1) Θέτουµε ~y1 = ~x1 παντού στον πίνακα G(~x1, · · · , ~xm).
(2) Το διάνυσµα ~y2 είναι της µορφής: ~y2 = ~x2 +κ~y1. Πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο της πρώτης

στήλης του πίνακα G(~x1, · · · , ~xm) µε το κ, και ακολούθως προσθέτουµε την προκύπτουσα στήλη
στην δεύτερη στήλη του πίνακα G(~x1, · · · , ~xm). ΄Επειτα πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή
του πίνακα G(~x1, · · · , ~xm) µε το κ και ακολούθως προσθέτουµε την προκύπτουσα γραµµή στην
δεύτερη γραµµή του πίνακα G(~x1, · · · , ~xm).

΄Ετσι, µε τις παραπάνω πράξεις οι οποίες δεν αλλάζουν την ορίζουσα, τα διανύσµατα ~y1 και ~y2
εµφανίζονται σε κάθε στοιχείο της ορίζουσας όπου εµφανίζονταν τα ~y1 και ~x2, και εποµένως ϑα
έχουµε:
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∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ = Det


〈~y1, ~y1〉 〈~y1, ~y2〉 〈~y1, ~x3〉 · · · 〈~y1, ~xm〉
〈~y2, ~y1〉 〈~y2, ~y2〉 〈~y2, ~x3〉 · · · 〈~y2, ~xm〉
〈~x3, ~y1〉 〈~x3, ~y2〉 〈~x3, ~x3〉 · · · 〈~x3, ~xm〉

...
...

...
. . .

...
〈~xm, ~y1〉 〈~xm, ~y2〉 〈~ym, ~x3〉 · · · 〈~xm, ~xm〉


(3) Ακολούθως το διάνυσµα ~y3 είναι της µορφής ~y3 = ~x3 + λ1~y1 + λ2~y2. Τότε πολλαπλασιάζουµε

κάθε στοιχείο της πρώτης στήλης του πίνακα G(~y1, · · · , ~xm) µε το λ1, και κάθε στοιχείο της
δεύτερης στήλης µε λ2 και προσθέτουµε τις προκύπτουσες στήλες στην τρίτη στήλη του πίνακα
G(~y1, · · · , ~xm). Εκτελούµε τις ίδιες πράξεις µε τις γραµµές του πίνακα G(~y1, · · · , ~xm).

΄Ετσι, µε τις παραπάνω πράξεις οι οποίες δεν αλλάζουν την ορίζουσα, τα διανύσµατα ~y3 εµφα-
νίζεται σε κάθε στοιχείο της ορίζουσας όπου εµφανιζόταν τα ~q3, και εποµένως ϑα έχουµε:

∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ = Det


〈~y1, ~y1〉 〈~y1, ~y2〉 〈~y1, ~y3〉 · · · 〈~y1, ~xm〉
〈~y2, ~y1〉 〈~y2, ~y2〉 〈~y2, ~y3〉 · · · 〈~y2, ~xm〉
〈~y3, ~y1〉 〈~y3, ~y2〉 〈~y3, ~y3〉 · · · 〈~y3, ~xm〉

...
...

...
. . .

...
〈~xm, ~y1〉 〈~xm, ~y2〉 〈~xm, ~y3〉 · · · 〈~xm, ~xm〉


(4) Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, αντικαθιστούµε, µε στοιχειώδεις πράξεις οι οποίες δεν αλλάζουν

την ορίζουσα, όλα τα διάνυσµατα ~xi, 1 ≤ i ≤ m, τα οποία εµφανίζονται ως (i, j)-στοιχεία 〈~xi, ~xj〉
της ορίζουσας

∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣, µε τα διανύσµατα ~yi, 1 ≤ i ≤ m, τα οποία προκύπτουν από τα

~xi, 1 ≤ i ≤ m, µε την διαδικασία Gram-Schmidt. Εποµένως ϑα έχουµε:

∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ = Det


〈~y1, ~y1〉 〈~y1, ~y2〉 〈~y1, ~y3〉 · · · 〈~y1, ~ym〉
〈~y2, ~y1〉 〈~y2, ~y2〉 〈~y2, ~y3〉 · · · 〈~y2, ~ym〉
〈~y3, ~y1〉 〈~y3, ~y2〉 〈~y3, ~y3〉 · · · 〈~y3, ~ym〉

...
...

...
. . .

...
〈~ym, ~y1〉 〈~ym, ~y2〉 〈~ym, ~y3〉 · · · 〈~ym, ~ym〉

 =
∣∣G(~y1, · · · , ~ym)

∣∣

Επειδή το σύνολο {~y1, · · · , ~ym} είναι ορθογώνιο, έπεται ότι :

∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ =

∣∣G(~y1, · · · , ~ym)
∣∣ =

m∏
i=1

〈~yi, ~yi〉 =
m∏
i=1

‖~yi‖2 �

Πρόταση 11.5. ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} ένα σύνολο διανυσµάτων του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉),
και έστω T = {~y1, ~y2, · · · , ~ym} το ορθογώνιο σύνολο το οποίο προκύπτει από το S µε την διαδικασία

Gram-Schmidt. Τότε :

0 ≤
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ ≤ ‖~x1‖2 ‖~x2‖2 · · · ‖~xm‖2
Επιπλέον :

(1)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ = 0 αν και µόνον αν το σύνολο διανυσµάτων S είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

(2)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ > 0 αν και µόνον αν το σύνολο διανυσµάτων S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(3)
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ = ‖~x1‖2 ‖~x2‖2 · · · ‖~xm‖2 αν και µόνον αν το σύνολο S είναι ορθογώνιο.

Απόδειξη. Από την σχέση (12.4) και την Πρόταση 12.4 έπεται ότι∣∣G(~x1, · · · , ~xm)
∣∣ =

∣∣G(~y1, · · · , ~ym)
∣∣ = ‖~y1‖2 · ‖~y2‖2 · · · · · ‖~ym‖2 ≤ ‖~x1‖2 · ‖~x2‖2 · · · · · ‖~xm‖2
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΄Αρα 0 ≤
∣∣G(~x1, · · · , ~xm)

∣∣ ≤ ‖~x1‖2 ‖~x2‖2 · · · ‖~xm‖2. Οι ισχυρισµοί (1) και (2) αποδείχθηκαν στην
Πρόταση 12.3.

Προφανώς αν το σύνολο S είναι ορθογώνιο, τότε η παραπάνω ανισότητα είναι ισότητα. Αντίστροφα
εύκολα ϐλέπουµε µε επαγωγή στο πλήθος m των διανυσµάτων και µε χρήση της σχέσης (11.4), ότι αν η
παραπάνω ανισότητα είναι ισότητα, τότε το σύνολο διανυσµάτων S είναι ορθογώνιο, �

11.3. ΄Ογκος Παραλληλεπιπέδου σε Ευκλείδειους Χώρους. ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} ένα σύνολο
διανυσµάτων του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).

Υπενθυµίζουµε ότι αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

E = V⊕ V⊥ (Ορθογώνιο Ευθύ ΄Αθροισµα)

και άρα κάθε διάνυσµα ~x του E γράφεται µοναδικά ως εξής :

~x = ΠV(~x) + KV(~x)

όπου: ΠV(~x) ∈ V και KV(~x) ∈ V⊥.

Ορισµός 11.6. ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} ένα σύνολο διανυσµάτων του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).
(1) Το m-διάστατο παραλληλεπίπεδο του E το οποίο ορίζουν τα διανύσµατα S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm}

είναι το σύνολο

P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) =
{ m∑
i=1

ri~xi | 0 ≤ ri ≤ 1
}

(2) Η ϐάση του παραλληλεπιπέδου P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) ορίζεται ως το (n − 1)-διάστατο παραλληλε-

πίπεδο P(~x1, ~x2, · · · , ~xm−1) το οποίο ορίζουν τα διανύσµατα {~x1, ~x2, · · · , ~xm−1}.
(3) Το ύψος τουm-διάστατου παραλληλεπιπέδουP(~x1, ~x2, · · · , ~xm) ορίζεται να είναι η κάθετη προβο-

λή του διανύσµατος ~xm στον υπόχωρο L(~x1, ~x2, · · · , ~xm−1) ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα

~x1, ~x2, · · · , ~xm−1:
~hm := KL(~x1,~x2,··· ,~xm−1)(~xm)

Παρατήρηση 11.7. ΄Εστω E = R3
εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, ο οποίος είναι ο

χώρος που εξετάζει η Αναλυτική Γεωµετρία. Τότε το 1-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από

το σύνολο S = {~x1} είναι η ευθεία η οποία διέρχεται από το ~0 και από το τέλος του διανύσµατος ~x1. Το

2-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από το σύνολο S = {~x1, ~x2} είναι το παραλληλόγραµµο

µε πλευρές τα διανύσµατα ~x1 και ~x2. Το 3-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από το σύνολο

S = {~x1, ~x2} είναι το παραλληλόγραµµο µε πλευρές τα διανύσµατα ~x1, ~x2, και ~x3.

Παρατήρηση 11.8. Από την Αναλυτική Γεωµετρία το εµβαδόν ενός παραλληλογράµου το οποίο ορίζουν

δύο διανύσµατα ~x1 και ~x2, είναι το γινόµενο του µήκους του ενός από αυτά, π.χ. το ~x1 το οποίο ϑεωρούµε

ως ϐάση, µε το µήκος της καθέτου από το τέλος του ~x2 στην ευθεία στην οποία κείται το ~x1.

Παρόµοια ο όγκος ενός παραλληλεπιπέδου το οποίο ορίζουν τρία διανύσµατα ~x1, ~x2, και ~x3, είναι το

γινόµενο του εµβαδού του παραλληλογράµµου το οποίο σχηµατίζεται από δύο εκ των διανυσµάτων, π.χ.

~x1 και ~x2 τα οποία ϑεωρούνται ως ϐάση, µε το µήκος της καθέτου από το τρίτο διάνυσµα ~x3 στο επίπεδο το

οποίο ορίζουν τα ~x1 και ~x2.

Με ϐάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, µπορούµε να ορίσουµε τον όγκο ενός m-διάστατου παραλλη-
λεπίπεδου ως εής :
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Ορισµός 11.9. Ο όγκος Vm := V(~x1, ~x2, · · · , ~xm) του m-διάστατου παραλληλεπίπεδου του E το οποίο

ορίζουν τα διανύσµατα S = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} του E ορίζεται επαγωγικά ως εξής :

1. Αν m = 1, τότε :
V1 := ‖~x1‖

2. Αν m = 2, τότε :
V2 := V1 · ‖~h1‖

όπου :

~h1 = KL(~x1)(~x2) και V1 = µήκος του~x1

3. Αν m = 3, τότε :
V3 := V2 · ‖~h2‖

όπου :

~h2 = KL(~x1,~x2)(~x3) είναι η κάθετη προβολή του ~x3 στο επίπεδο L(~x1, ~x2)

και

V2 = εµβαδόν παραλληλογράµµου P(~x1, ~x2) το οποίο ορίζουν τα ~x1, ~x2
.
.
.

k. Για 1 ≤ k ≤ m:

Vk := Vk−1 · ‖~hk−1‖
όπου :

~hk−1 = KL(~x1,~x2,··· ,~xk−1)(~xk) είναι η κάθετη προβολή του ~xk στον υπόχωρο L(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1)
και

Vk−1 = όγκος παραλληλεπιπέδου P(~x1, ~x2, · · · , ~xk−1) το οποίο ορίζουν τα ~x1, ~x2, · · · , ~xk−1.

Παρατήρηση 11.10. ΄Οπως είναι ϕανερό από τον παραπάνω επαγωγικό ορισµό, ο όγκος Vm του m-

διάστατου παραλληλεπιπέδου P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) είναι :

Vm = ‖~x1‖ · ‖~h1‖ · ‖~h2‖ · · · · · ‖~hm−1‖

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τη σχέση (11.4), την Πρόταση 11.5, και το γεγονός ότι τα διανύσµατα ~hi, 1 ≤ i ≤
m προκύπτουν µε ϐάση την διαδικασία Gram-Schmidt από τα διανύσµατα ~xi, 1 ≤ i ≤ m, ϑα έχουµε :

(Vm)2 =
∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xm)

∣∣
Ορισµός 11.11. ΄Εστω P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) το m-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από τα

διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xm του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).
Το P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) καλείται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, αντίστοιχα ορθοκανονικό παραλλη-

λεπίπεδο, αν το σύνολο διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm είναι ορθογώνιο, αντίστοιχα ορθοκανονικό.

Θεώρηµα 11.12. ΄Εστω P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) τοm-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από τα δια-

νύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xm του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉). Τότε το τετράγωνο του όγκου τουP(~x1, ~x2, · · · , ~xm)
είναι ίσο µε την ορίζουσα Gram των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm. ΄Αρα:

Vm = ±
√∣∣G(~x1, ~x2, · · · , ~xm)

∣∣
Επιπλέον ο όγκος ενός m-διάστατου παραλληλεπιπέδου είναι µικρότερος ή ίσος από το γινόµενο των

µηκών των πλευρών του και είναι ίσος µε αυτό αν και µόνον αν το παραλληλεπίπεδο είναι ορθογώνιο.
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Πόρισµα 11.13. ΄Εστω P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) το m-διάστατο παραλληλεπίπεδο το οποίο ορίζεται από τα

διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xm του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).
(1) Αν το παραλληλεπίπεδο P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) είναι ορθογώνιο, τότε :

Vm = ‖~x1‖ · ‖~x2‖ · · · · · ‖~xm‖
(2) Αν το παραλληλεπίπεδο P(~x1, ~x2, · · · , ~xm) είναι ορθοκανονικό, τότε :

Vm = 1

11.4. Η Γεωµετρική Ερµηνεία της Ορίζουσας και η Ανισότητα του Hadamard.
΄Εστω A ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


Τότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι στήλες του A είναι οι συνιστώσες
διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn ως προς µια ορθοκανονική ϐάση B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} σε έναν Ευκλείδειο
χώρο (E, 〈, 〉) διάστασης n, για παράδειγµα στον Rn. ΄Ετσι ϑα έχουµε τα διανύσµατα:

~x1 := a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en

~x2 := a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en

...

~xn := a1n~e1 + a2n~e2 + · · ·+ ann~en

Θεώρηµα 11.14. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Τότε :∣∣Det(A)
∣∣ = Vn

όπου Vn είναι ο όγκος του n-διάστατου παραλληλεπιπέδου P(~x1, ~x2, · · · , ~xn) το οποίο σχηµατίζεται από

τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn µε συνιστώσες σε µια ορθοκανονκή ϐάση του Rn τις στήλες του A.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε εύκολα ότι :

G(~x1, ~x2, · · · , ~xn) = tA ·A
και άρα χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 11.12, ϑα έχουµε:

V2
n = Det

(
G(~x1, ~x2, · · · , ~xn)

)
= Det(tA ·A) = Det(tA) · Det(A) = Det(A)2

απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Παρατήρηση 11.15. Το παραπάνω Θεώρηµα δίνει µια γεωµετρική ερµηνεία της ορίζουσας, ακριβέστε-

ϱα της απόλυτης τιµής της ορίζουσας, ενός τετραγωνικού n × n πίνακα A ως ο όγκος του n-διάστατου

παραλληλεπιπέδου το οποίο σχηµατίζεται από τα διανύσµατα-στήλες του πίνακα, ϑεωρούµενες ως συνι-

στώσες διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn σε µια ορθοκανονική ϐάση ενός n-διάστατου Ευκλείδειου χώρου E.

΄Οσον αφορά το πρόσηµο αυτό ερµηνεύεται ως ο ‘‘προσανατολισµός’’ των διανυσµάτων αναφορικά µε την

ορθοκανονική ϐάση B του E.
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Προχωρούµε µε σκοπό να αποδείξουµε µια σηµαντική ανισότητα του Hadamard η οποία δίνει µια
εκτίµηση για την ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα πραγµατικών αριθµών.

΄Εστω (Rn, 〈, 〉) ο Ευκλείδειος χώρος των στηλών πραγµατικών αριθµών µε n στοιχεία εφοδιασµένος
µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο.

Υπενθυµίζουµε ότι αν A ∈ Mn×n(R) είναι ένας συµµετρικός πίνακας, τότε ο A καλείται ϑετικός αν:

〈A ·X,X〉 > 0, ∀X ∈ Rn, X 6= 0

Ο πίνακας A καλείται µη-αρνητικός αν:

〈A ·X,X〉 ≥ 0, ∀X ∈ Rn

Λήµµα 11.16. ΄Εστω A = (aij) ένας συµµετρικός πίνακας πραγµατικών αριθµών. Αν ο A είναι ϑετικός,

αντίστοιχα µη-αρνητικός, τότε :

aii > 0, αντίστοιχα aii ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n

Απόδειξη. Θεωρούµε τα διανύσµατα-στήλες της κανονικής ϐάσης του Rn:

E1 =


1
0
...
0

 , E2 =


0
1
...
0

 , · · · , En =


0
0
...
1

 ,

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι :
〈A · Ei, Ei〉 = aii

από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Υπενθυµίζουµε το ακόλουθο ϑεµελιώδες

Θεώρηµα 11.17 (Φασµατικό Θεώρηµα). Αν A ∈ Mn×n(R) είναι ένας συµµετρικός πίνακας, τότε όλες οι

ιδιοτιµές του λ1, · · · , λn ανήκουν στο R, και υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακα P έτσι ώστε

tP ·A · P =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · λn


Επιπλέον :

(1) Ο A είναι ϑετικός ⇐⇒ ο A είναι αντιστρέψιµος ⇐⇒ λi > 0, ∀i = 1, 2, · · · , n.
(2) Ο A είναι µη-αρνητικός ⇐⇒ λi ≥ 0, ∀i = 1, 2, · · · , n.

Θεώρηµα 11.18. Αν A ∈ Mn×n(R) είναι ένας ϑετικός συµµετρικός πίνακας, τότε :

Det(A) ≤
n∏
i=1

aii
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Απόδειξη. Από το Λήµµα 11.16 έπεται ότι τα διαγώνια στοιχεία aii του πίνακα A είναι ϑετικοί αριθµοί.
Θέτουµε :

κi =
1
√
aii
, 1 ≤ i ≤ n

και έστω ο διαγώνιος πίνακας

D =


κ1 0 · · · 0
0 κ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · κn


Θεωρούµε τον πίνακα

B := D ·A ·D
και παρατηρούµε ότι ο B είναι επίσης συµµετρικός και τα στοιχεία της διαγωνίου του είναι όλα ίσα µε
1:

bii = 1, 1 ≤ i ≤ n
Επιπλέον ο πίνακας B είναι ϑετικός, διότι αν X είναι ένα µη-µηδενικό διάνυσµα-στήλη, τότε :

〈B ·X,X〉 = 〈D ·A ·D ·X,X〉 = 〈A · (D ·X), tD ·X〉 = 〈A · (D ·X), D ·X〉 > 0

διότι ο A είναι ϑετικός και προφανώς D ·X 6= 0.

Για την ορίζουσα του B ϑα έχουµε:

Det(B) = Det(D ·A ·D) = Det(D)2 · Det(A) = Det(D2) · Det(A) = (
1
√
aii

)2 · Det(A) =
Det(A)∏n
i=1 aii

΄Αρα για να αποδείξουµε το Θεώρηµα, αρκεί να δείξουµε ότι : Det(B) ≤ 1. ΄Εστω

F =


µ1 0 · · · 0
0 µ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · µn


η διαγώνια µορφή του συµµετρικού πίνακα B, όπου µ1, · · · , µn είναι οι ιδιοτιµές του B, οι οποίες είναι
ϑετικοί αριθµοί, όπως προκύπτει από το Φασµατικό Θεώρηµα, διότι ο B είναι ϑετικός.

Από την, εύκολα αποδεικνυόµενη σχέση, ϑετικών πραγµατικών αριθµών:
n∏
i=1

µi ≤
n∑
i=1

(µi
n

)n
ϑα έχουµε:

Det(B) = Det(F ) =

n∏
i=1

µi ≤
n∑
i=1

(
µi
n

)n ≤
(Tr(B)

n

)n
=
(n
n

)n
= 1

διότι, καθώς όλα τα διαγώνια στοιχεία του B είναι ίσα µε 1, έπεται ότι Tr(B) = n. ΄Αρα Det(B) ≤ 1 και
εποµένως :

Det(A) ≤
n∏
i=1

aii �

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε την ανισότητα του Hadamard:
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Θεώρηµα 11.19 (Ανισότητα Hadamard). ΄Εστω A = (aij) ∈ Mn×n(R). Τότε :

Det(A) ≤

√√√√ n∏
j=1

·
n∑
i=1

a2ij

Απόδειξη. Αν Det(A) = 0, τότε η ανισότητα ισχύει τετριµµένα.
Υποθέτουµε ότι Det(A) 6= 0, και ϑεωρούµε τον πίνακα T = (tij), όπου T := tA · A. Τότε προφανώς

ο T είναι συµµετρικός, και αντιστρέψιµος διότι ο A είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως από το Φασµατικό
Θεώρηµα έπεται ότι T είναι ϑετικός. Τότε από το Θεώρηµα 11.18, ϑα έχουµε:

Det(T ) ≤
n∏
j=1

tjj

΄Οµως προφανώς:

tjj = (T )jj = (tA ·A)jj =

n∑
i=1

aijaij =

n∑
i=1

a2ij

και εποµένως :

Det(T ) ≤
n∏
j=1

tjj =
n∏
j=1

n∑
i=1

a2ij

Επειδή D(T ) = Det(tA ·A) = Det(A2) = Det(A)2, ϑα έχουµε:

Det(A)2 = Det(T ) ≤
n∏
j=1

tjj =
n∏
j=1

n∑
i=1

a2ij

απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. �

Προφανώς η ισότητα στην Ανισότητα Hadamard ισχύει όταν ο πίνακας είναι διαγώνιος.

΄Ως άµεση συνέπεια της Ανισότητας Hadamard, έχουµε το ακόλουθο

Πόρισµα 11.20. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mn×n(R). Αν |aij | ≤ ε, 1 ≤ i, i ≤ n, τότε :

Det(A) ≤ εn · n
n
2

Πόρισµα 11.21. Από όλα τα n-διάστατα παραλληλεπίπεδα P(~x1, · · · , ~xn) µε δεδοµένο µήκος ‖~xi‖ δια-

νυσµάτων πλευρών, εκείνο µε τον µεγαλύτερο όγκο είναι το ορθογώνιο.

Παράδειγµα 11.22. Θωρούµε τον 4× 4 πίνακα

A =


2 −2 1 2
−1 1 1 1

2 1 2 1
1 2 1 −2


Τότε ϑέτοντας ε = 2, από το Πόρισµα 11.20 ϑα έχουµε Det(A) ≤ 24 · 4

4
2 = 16 · 16 = 256. Πραγµατικά:

Det(A) = 12.
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Παράδειγµα 11.23. Θωρούµε τον 3× 3 πίνακα

A =

5 1 1
1 4 1
1 1 3


Τότε ϑέτοντας ε = 5, από το Πόρισµα 11.20 ϑα έχουµεDet(A) ≤ 53·3

3
2 που είναι περίπου 156. Πραγµατικά:

Det(A) = 50.



78

12. Ισοµετρίες

12.1. Χαρακτηρισµός Ισοµετριών. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

Ορισµός 12.1. Μια, όχι κατ΄ ανάγκην γραµµική, απεικόνιση f : E−→E καλείται ισοµετρία αν η f διατηρεί

αποστάσεις, δηλαδή:

‖f(~x)− f(~y)‖ = ‖~x− ~y‖, ∀~x, ~y ∈ E

Μια απεικόνιση g : E−→E καλείται µεταφορά, κατά το διάνυσµα ~a, αν :

g(~x) = ~x+ ~a, ∀~x ∈ E

Την µεταφορά κατά το διάνυσµα ~a ϑα την συµβολίζουµε µε g~a.

Προφανώς κάθε µεταφορά είναι ισοµετρία. Στην παρούσα παράγραφο µε τον όρο ισοµετρία ϑα
ενοούµε ισοµετρία µε την έννοια του ορισµού 12.1.

Θεώρηµα 12.2. (1) Κάθε ισοµετρία f : E−→E µπορεί να γραφεί µοναδικά ως σύνθεση µιας µεταφο-

ϱάς g~a και µιας ισοµετρίας h η οποία στέλνει το ~0 στο ~0:

f = g~a ◦ h, η h : E−→E είναι ισοµετρία και h(~0) = ~0

δηλαδή: f(~x) = h(~x) + ~a, ∀~x ∈ E.

(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α΄) Η f : E−→E είναι ισοµετρία και : f(~0) = ~0.
(ϐ΄)

〈 f(~x), f(~y) 〉 = 〈 ~x, ~y 〉, ∀~x, ~y ∈ E

Ιδιαίτερα : ‖f(~x)‖ = ‖~x‖, ∀~x ∈ E.

(3) ΄Εστω B = {~e1, · · · , ~en} µια ορθοκανονική ϐάση του E και f : E−→E µια ισοµετρία.

Αν f(~0) = ~0 και f(~ei) = ~ei, 1 ≤ i ≤ n, τότε : f = IdE.

Απόδειξη. �

Θεώρηµα 12.3. Κάθε ισοµετρία f : E−→E για την οποία ισχύει ότι f(~0) = ~0, είναι γραµµική απεικόνιση,

και εποµένως είναι ένας ισοµορφισµός.

Απόδειξη. �

Πόρισµα 12.4. Για µια απεικόνιση f : E−→E, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι ισοµετρία και f(~0) = ~0.
(2) Η f είναι γραµµική ισοµετρία.

Θεώρηµα 12.5. (1) ΄Εστω f : E−→E µια ισοµετρία, τότε υπάρχει µοναδικό διάνυσµα ~a ∈ E και µια

γραµµική ισοµετρία h : E−→E έτσι ώστε :

f = g~a ◦ h
(2) Αντίστροφα κάθε απεικόνιση της παραπάνω µορφής είναι ισοµετρία.
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Πόρισµα 12.6. ΄Εστω f : Rn−→Rn µια απεικόνιση. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι ισοµετρία.

(2) Υπάρχει µοναδικό διάνυσµα-στήλη Y ∈ Rn και µοναδικός ορθογώνιος πίνακας A έτσι ώστε :

f(X) = A ·X + Y, ∀X ∈ Rn

12.2. Κανονική µορφή Ορθογωνίων Πινάκων. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης
διάστασης dimRE = n ≥ 2.

Συµβολισµός: Υπενθυµίζουµε ότι ένα ευθύ άθροισµα V1 ⊕V2 ⊕ · · · ⊕Vk υπόχωρων καλείται ορθο-
γώνιο ευθύ άθροισµα αν οι υπόχωροι Vi, 1 ≤ i ≤ k είναι ανά δύο ορθογώνιοι, δηλαδή:

Vi ⊥ Vj , 1 ≤ i 6= j ≤ k
µε άλλα λόγια : 〈~xi, ~xj〉 = 0, ∀~xi ∈ Vi, ∀~xj ∈ Vj .

Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε το ορθογώνιο ευθύ άθροισµα ως εξής : V1 � V2 � · · ·� Vk.

Από τώρα και στο εξής : µε τον όρο ισοµετρία ϑα εννούµε γραµµική ισοµετρία.

Θεώρηµα 12.7. Αν f : E−→E είναι µια ισοµετρία, τότε :

E = V1 � V2 � · · ·� Vk

όπου κάθε υπόχωρος Vi είναι f -αναλλοίωτος, δηλαδή: f(Vi) ⊆ Vi, και dimRV = 1 ή 2.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση επαγωγής σε κάποια ϐήµατα.

Βήµα 1: Ο Ευκλείδειος χώρος E έχει έναν f-αναλλοίωτο υπόχωρο V µε dimRV = 1 ή 2.
Απόδειξη : ΄Εστω Pf (t) το χαρακτηρσιτικό πολυώνυµο της f . Επειδή τα µόνα ανάγωγα πολυ-

ώνυµα µε συντελεστές από το R είναι ϐαθµού 1 ή 2, έπεται ότι µπορούµε να γράψουµε το Pf (t)
ως γινόµενο αναγώγων πολυωνύµων

Pf (t) = P1(t) · P2(t) · · · · · Pk(t) degPi(t) = 1 ή 2

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton, ϑα έχουµε Pf (f) = 0, και άρα Pf (f)(~x) = ~0, ∀~x ∈ E.
�

Θεώρηµα 12.8. ΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία. Τότε υπάρχει ορθοκανονική ϐάση B του E έτσι ώστε ο

πίνακας της f στην B να είναι της µορφής :

A = MB
B(f) =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

O O · · · Ak

 (∗)

όπου :

Ai =

(
cos(ϕi) sin(ϕi)
− sin(ϕi) cos(ϕi)

)
, 1 ≤ i ≤ k − 2

Ak−1 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1

 ∈ Mr×r(R)
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Ak =


−1 0 · · · 0
0 −1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · −1

 ∈ Ms×s(R)

2(k − 2) + r + s = dimRE

Ιδιαίτερα κάθε ορθογώνιος πίνακας είναι όµοιος µε έναν πίνακα της µορφής (∗).

12.3. Ανακλάσεις. Στο παρόν εδάφιο ϑα ασχοληθούµε µε ανακλάσεις οι οποίες είναι ειδικού τύπου
ισοµετρίες.

Ορισµός 12.9. Μια γραµµική απεικόνιση f : E −→ E καλείται ανάκλαση αν υπάρχει ένα υπερεπίπεδο

H του E, το υπερεπίπεδο ανάκλασης, δηλαδή ένας υπόχωρος H του E διάστασης dimRH = n− 1, έτσι
ώστε :

f(~x) = ~x, ∀~x ∈ H και f(~x) = −~x, ∀~x ∈ H⊥

Πρόταση 12.10. ΄Εστω f : E −→ E µια ανάκλαση ως προς ένα υπερεπίπεδο H του E. Τότε υπάρχει ένα

µη-µηδενικό διάνυσµα ~v ∈ H⊥, έτσι ώστε :

f(~x) = ~x− 2
〈 ~x,~v 〉
〈~v,~v 〉

· ~v, ∀ ~x ∈ E

Αν ~w ∈ H⊥ είναι ένα άλλο διάνυσµα έτσι ώστε να ικανοποιείται η παραπάνω σχέση, τότε ~w = λ~v, για

κάποιο λ ∈ R.

Απόδειξη. �

Σύµφωνα µε την παραπάνω Πρόταση, µια ανάκλαση f : E −→ E προσδιορίζεται από ένα µη-µηδενικό
διάνυσµα ~v ∈ E, δηλαδή είναι της µορφής f = f~v, όπου

f~v : E −→ E, f~v(~x) = ~x− 2
〈 ~x,~v 〉
〈~v,~v 〉

· ~v, ∀ ~x ∈ E

και τότε το υπερεπίπεδο ανάκλασης είναι : H = ~v⊥.

Πρόταση 12.11. Κάθε ανάκλαση f : E −→ E είναι ισοµετρία και αυτοπροσαρτηµένη. Ιδιαίτερα f2 = IdE

και υπάρχει ορθοκανονική ϐάση B του E στην οποία ο πίνακας της f είναι της µορφής :
−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1


Απόδειξη. �

Λήµµα 12.12. ΄Εστω ~v, ~w ∈ E δύο διανύσµατα του E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) ‖~v‖ = ‖~w‖.
(2) Υπάρχει µια ανάκλαση f : E −→ E, έστι ώστε : f(~v) = ~w.
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Επιπλέον f(~w) = ~v, και αν ~v 6= ~0 6= ~w, τότε η ανάκλαση f για την οποία ισχύει f(~v) = ~w είναι µοναδική

και ίση µε την ανάκλαση:

f = f~v−~w

Απόδειξη. �

Θεώρηµα 12.13 (Cartan-Dieudonné). Αν f : E −→ E, είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε τα ακόλυθα

είναι ισοδύναµα:

(1) Η f είναι ισοµετρία.

(2) Η f είναι σύνθεση k το πλήθος ανακλάσεων, δηλαδή υπάρχουν µη-µηδενικά διανύσµατα~v1, ~v2, · · · , ~vk,
1 ≤ k ≤ n = dimRE, έτσι ώστε :

f = f~v1 ◦ f~v1 ◦ · · · ◦ f~vk
Απόδειξη. �
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13. Παραγοντοποιήσεις Πινάκων και Γραµµικών Απεικονίσεων
13.1. Η Παραγοντοποίηση QR ενός πίνακα. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών:

A =


x11 x12 · · · x1n
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn1 xn2 · · · xnn


Στην παρούσα παράγραφο, µε χρήση της διαδικασίας Gram-Schmidt ϑα δείξουµε ότι αν ο A είναι

αντιστρέψιµος, τότε ο A µπορεί να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως γινόµενο ενός ορθογώνιου πίνακα και
ενός άνω τριγωνικού πίνακα ο οποίος έχει ϑετικούς αριθµούς στην διαγώνιό του.

Θεώρηµα 13.1. ΄Εστω A ένας αντιστρέψιµος n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών. Τότε υπάρχουν :

(1) ένας ορθογώνιος πίνακας Q, και

(2) ένας άνω τριγωνικός πίνακας R όλα τα στοιχεία της διαγωνίου του οποίου είναι ϑετικοί αριθµοί,

έτσι ώστε :

A = Q ·R

και η παραπάνω παραγοντοποίηση είναι µοναδική. ∆ηλαδή ανA = Q1 ·R1, όπουQ1 είναι ένας ορθογώνιος

πίνακας, καιR1 είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακαςR όλα τα στοιχεία της διαγωνίου του οποίου είναι ϑετικοί

αριθµοί, τότε : Q = Q1 και R = R1.

Απόδειξη. ΄Εστω

Σi =


a1j
a2j
...
anj

 , 1 ≤ j ≤ n

η j-στήλη του πίνακα A. Τότε ο πίνακας A ορίζει το σύνολο διανυσµάτων{
Σ1, Σ2, · · · , Σn

}
του Ευκλείδειου χώρου (Rn, 〈, 〉). Επειδή ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, έπεται ότι οι στήλες του
Σ1,Σ2, · · · ,Σn αποτελούν ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων του Rn. ΄Εστω

Qj =


q1j
q2j
...
qnj

 , 1 ≤ j ≤ n

το σύνολο διανυσµάτων το οποίο προκύπτει από το σύνολο των στηλών του A µε την διαδικασία Gram-
Schmidt. Ως γνωστόν τότε το διάνυσµα Qj είναι γραµµικός συνδυασµός των Σ1, · · · ,Σj , και έτσι ϑα
έχουµε, ϐλέπε εδάφιο 11.2, ότι το σύνολο :

Q1 = c11Σ1

Q2 = c12Σ1 + c22Σ2

...

Qn = c1nΣ1 + c2nΣ2 + · · ·+ cnnΣn
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είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων του Rn, και cjj 6= 0, 1 ≤ j ≤ n. Οι παραπάνω σχέσεις
µπορούν να γραφούν µε µορφή πινάκων ως εξής :

(
Q1, Q2, · · · , Qn

)
=
(

Σ1, Σ2, · · · , Σn

)
·


c11 c12 · · · c1n
0 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · cnn


Επειδή cjj 6= 0, 1 ≤ j ≤ n, ο άνω τριγωνικός πίνακας

C =


c11 c12 · · · c1n
0 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · cnn


είναι αντιστρέψιµος και τότε ο αντίστροφός του

C−1 =


d11 d12 · · · d1n
0 d22 · · · d2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · dnn


ϑα είναι άνω τριγωνικός. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

(
Σ1, Σ2, · · · , Σn

)
=
(
Q1, Q2, · · · , Qn

)
·


d11 d12 · · · d1n
0 d22 · · · d2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · dnn

 (∗)

και djj 6= 0, 1 ≤ j ≤ n. Τότε ϑα έχουµε τις σχέσεις :

Σ1 = d11Q1

Σ2 = d12Q1 + d22Q2

...
Σn = d1nQ1 + d2nQ2 + · · ·+ dnnQn

Αν κάποιο από τα djj είναι < 0, τότε πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη Qj µε το −1 και έτσι χωρίς να
επηρεάζεται η ορθοκανονικότητα του συνόλου

{
Q1, Q2, · · · , Qn

}
, µπορούµε να γράψουµε τις παραπάνω

σχέσεις ως εξής :
Σ1 = r11Q

′
1

Σ2 = r12Q
′
1 + r22Q

′
2

...
Σn = r1nQ

′
1 + r2nQ

′
2 + · · ·+ rnnQ

′
n

όπου
r11, r22, · · · , rnn > 0

Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται µε µορφή πινάκων:

(
Σ1, Σ2, · · · , Σn

)
=
(
Q′1, Q

′
2, · · · , Q′n

)
·


r11 r12 · · · r1n
0 r22 · · · r2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · rnn

 (∗)
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ή ισοδύναµα:
A = Q ·R

όπου

Q =
(
Q′1, Q

′
2, · · · , Q′n

)
και R =


r11 r12 · · · r1n
0 r22 · · · r2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · rnn


η οποία είναι η Ϲητούµενη παραγοντοποίηση, διότι ο πίνακας Q είναι ορθογώνιος επειδή οι στήλες του
αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του Rn, και ο πίνακας R είναι άνω τριγωνικός µε ϑετικά στοιχεία στην
διαγώνιο.

΄Εστω P = (pij) ένας ορθογώνιος πίνακας και S = (sij) ένας άνω τριγωνικός πίνακας µε ϑετικά
στοιχεία στην διαγώνιο, έτσι ώστε : A = P ·S. Τότε επειδή οι πίνακας R είναι αντιστρέψιµος, ϑα έχουµε:

Q ·R = P · S =⇒ P−1 ·Q = S ·R−1

Επειδή οι πίνακες P−1 και Q είναι ορθογώνιοι, έπεται ότι και ο πίνακας P−1 · Q ϑα είναι ορθογώνιος.
΄Αρα ο πίνακας S · R−1 ορθογώνιος. ΄Οµως ο πίνακας S · R−1 είναι άνω τριγωνικός (ως γινόµενο άνω
τριγωνικών πινάκων). Επειδή, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα ο µόνος ορθογώνιος και άνω τριγωνικός
πίνακας µε ϑετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο είναι ο µοναδιαίος, έπεται ότι S · R−1 = In και άρα
S = R. Τότε προφανώς Q = P . �

Παρατήρηση 13.2. Η παραγοντοποίηση QR ενός αντιστρέψιµου πίνακα χρησιµοποιείται στην επίλυση

γραµµικών συστηµάτων: ΄Εστω A ∈ Mn×n(R και έχτω το γραµµικό σύστηµα

A ·X = B

΄Εστω A = Q · R, όπου Q είναι ένας ορθογώνιος πίνακας, δηλαδή Q−1 = tQ, και R είναι ένας άνω

τριγωνικός πίνακας µε ϑετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο. Τότε ϑα έχουµε το σύστηµα

Q ·R ·X = B =⇒ R ·X = tQ ·B
το οποίο είναι της µορφής 

r11 r12 · · · r1n
0 r22 · · · r2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · rnn

 ·

x1
x2
·
xn

 =


b′1
b′2
·
b′n


όπου στα δεξιά είναι ο πίνακας-στήλη

tQ · B, και το οποίο επιλύεται εύκολα διότι ο πίνακας R είναι άνω

τριγωνικός και rjj > 0, 1 ≤ j ≤ n. Για παράδειγµα

xn =
rnn
b′n
, xn−1 =

1

rn−1,n−1

(
b′n−1 − rn−1,n

rnn
b′n

)
, · · ·

Παρατήρηση 13.3. Η παραγοντοποίηση QR, χωρίς την µοναδικότητα, ισχύει και για µη-τετραγωνικούς

(και ιδιαίτερα και για µη-αντιστρέψιµους) πίνακες :

Κάθε πίνακας A ∈ Mm×n(R) µπορεί να γραφεί ως γινόµενο

A = Q ·R
όπου Q ∈ Mm×n(R) είναι ένας πίνακας του οποίου οι στήλες αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύνολο, και

R ∈ Mn×n(R) είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας µε µη-αρνητικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο.

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 13.1.
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13.2. Πολική Ανάλυση. ΄Εστω z ∈ C ένας µη-µηδενικός µιγαδικός αριθµός. Τότε ως γνωστόν ο z
µπορεί να γραφεί ως :

z = r · eiθ, r > 0, |eiθ| = 1

∆ιαφορετικά: z = r · w, όπου w = z
|z| και r = |z|.

Στην παρούσα παράγραφο ϑα δούµε µια ανάλογη παραγοντοποίηση για γραµµικές απεικονίσεις σε
Ευκλείδειους χώρους.

Θεώρηµα 13.4. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E µια

αντιστρέψιµη γραµµική απεικόνιση. Τότε η f µπορεί να γραφεί µοναδικά ως :

f = g ◦ h

όπου :

(1) Η γραµµική απεικόνιση g : E−→E είναι αυτοπροσαρτηµένη και ϑετική.

(2) Η γραµµική απεικόνιση h : E−→E είναι ισοµετρία.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός. Τότε όπως γνωρίζουµε η αυτοπροσαρτηµένη της f∗

είναι επίσης ισοµορφισµός και ισχύει (f∗)−1 = (f−1)∗. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

f ◦ f∗ : E −→ E

η οποία είναι ϑετική διότι, ∀~x 6= ~0:

〈f ◦ f∗)(~x), ~x〉 = 〈f(f∗(~x)), ~x〉 = 〈f∗(~x), f∗(~x)〉 = ‖f∗(~x)‖2 > 0

και η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι ‖f∗(~x)‖2 ≥ 0 και ‖f∗(~x)‖2 = 0 αν και µόνον αν f∗(~x) = 0 και
άρα αν και µόνον αν ~x = ~0 το οποίο είναι άτοπο διότι ~x 6= 0. ΄Αρα:

f ◦ f∗ > 0

Επειδή όπως γνωρίζουµε κάθε ϑετική γραµµική απεικόνιση έχει µια µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα,
έπεται ότι υπάρχει µοναδική αυτοπροσαρτηµένη ϑετική γραµµική απεικόνιση g : E−→E έτσι ώστε :

f ◦ f∗ = g2

Επειδή κάθε ϑετική γραµµική απεικόνιση είναι ισοµορφισµός, µπορούµε να Θεωρήσουµε τότε την
γραµµική απεικόνιση

h := g−1 ◦ f
και άρα

h∗ = (g−1 ◦ f)∗ = f∗ ◦ (g−1)∗ = f∗ ◦ (g∗)−1 = f∗ ◦ g−1

και εποµένως
h ◦ h∗ = h ◦ f∗ ◦ g−1 = g−1 ◦ f ◦ f∗ ◦ g−1 = g−1 ◦ g2 ◦ g−1 = IdE

το οποίο δείχνει ότι η h είναι ισοµετρία. Επειδή h := g−1 ◦ f ϑα έχουµε f = g ◦ h, όπου η g είναι
αυτοπροσαρτηµένη ϑετική γραµµική απεικόνιση και η h είναι ισοµετρία.

Για την µοναδικότητα: έστω f = g1 ◦ h1, όπου η g1 είναι ϑετική αυτοπροσαρτηµένη και η h1 είναι
ισοµετρία. Τότε χρησιµοποιώντας ότι η h1 είναι ισοµετρία, ϑα έχουµε:

f∗ = (g1 ◦ h1)∗ = h∗1 ◦ g∗1 = h∗1 ◦ g1 =⇒ g2 = f ◦ f∗ = f ◦ h∗1 ◦ g1 = g1 ◦ h1 ◦ h∗1 ◦ g1 = g21

Εποµένως g2 = g21 και άρα g =
√
g2 =

√
g21 = g1, λόγω της µοναδικότητας της ϑετικής τετραγωνικής

ϱίζας ϑετικής αυτοπροσαρτηµένης γραµµικής απεικόνισης. Τέλος ϑα έχουµε:

h = g−1 ◦ f = g−11 ◦ f = h1 �
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Πόρισµα 13.5. Κάθε αντιστρέψιµος n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών A γράφεται µοναδικά ως :

A = B · C

όπου :

(1) Ο πίνακας B είναι συµµετρικός και ϑετικός.

(2) Ο πίνακας C είναι ορθογώνιος.

Απόδειξη. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

fA : Rn −→ Rn, fA(X) = A ·X

Από το παραπάνω Θεώρηµα η fA γράφεται µοναδικά ως:

fA = g ◦ h

όπου g : Rn−→Rn είναι είναι συµµετρικός και ϑετικός, και η h : Rn−→Rn είναι ισοµετρία. Τότε
ϑεωρώντας πίνακες στην κανονική ϐάση B του Rn η οποία είναι ορθοκανονική, ϑα έχουµε A = B · C,
διότι MB

B (fA = A, και ο πίνακας B της αυτοπροσαρτηµένης ϑετικής γραµµικής απεικόνισης g είναι
συµµετρικός και ϑετικός, και ο πίνακας C της ισοµετρίας h είναι ορθογώνιος. �

Πρόταση 13.6. ΄Εστω f, g : E −→ E δύο αυτοπροσαρτηµένες ϑετικές γραµµικές απεικονίσεις, και έστω

h : E −→ E µια ισοµετρία. Υποθέτουµε ότι :

f = g ◦ h ή f = h ◦ g

Τότε h = IdE και f = g.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι : f = g ◦ h. Επειδή οι f, g είναι ϑετικές, έπεται ότι f, g είναι αντιστρέψιµες.
Τότε :

f = g ◦ h =⇒ h = g−1 ◦ f
και εποµένως χρησιµοποιώντας οτι οι f, g είναι αυτοπροσαρτηµένες, ϑα έχουµε:

h∗ = (g−1 ◦ f)∗ = f∗ ◦ (g−1)∗ = f ◦ (g∗)−1 = f ◦ g−1

Επίσης χρησιµοποιώντας ότι η h είναι ισοµετρία, ϑα έχουµε h∗ ◦ h = IdE και άρα

h∗ = h−1 =⇒ f ◦ g−1 = (g−1 ◦ f)−1 = f−1 ◦ g =⇒ f2 = g2

Λόγω της µοναδικότητας της ϑετικής τετραγωνικής ϱίζας αυτοπροσαρτηµένων ϑετικών γραµµικών απει-
κονίσεων, ϑα έχουµε f = g και άρα h = IdE.

Παρόµοια εργαζόµαστε αν f = h ◦ g. �

Θα δείξουµε τώρα ότι το Θεώρηµα 13.4 ισχύει για κάθε γραµµική απεικόνιση f , όχι κατ΄ ανάγκην
αντιστρέψιµη.

Θεώρηµα 13.7. ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f : E −→ E µια

αντιστρέψιµη γραµµική απεικόνιση. Τότε η f µπορεί να γραφεί ως :

f = g ◦ h

όπου :

(1) Η γραµµική απεικόνιση g : E−→E είναι αυτοπροσαρτηµένη και µη-αρνητική.

(2) Η γραµµική απεικόνιση h : E−→E είναι ισοµετρία.



87

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι δεν είναι ισοµορφισµός. Τότε η γραµµική απεικόνιση
f ◦ f∗ : E −→ E είναι αυτοπροσαρτηµένη και µη-αρνητική, και άρα έχει µια µοναδική µη-αρνητική
τετραγωνική ϱίζα g : E−→E, δηλαδή έτσι ώστε :

f ◦ f∗ = g2

Τότε

‖g(~x)‖2 = 〈g(~x, g(~x)〉 = 〈~x, g∗(g(~x))〉 = 〈~x, g2(~x〉 = 〈~x, (f ◦ f∗)(~x)〉 = 〈(f ◦ f∗)(~x), ~x〉 =

= 〈f∗(~x), f∗(~x)〉 = ‖f∗(~x)‖2

Ορίζουµε µια γραµµική απεικόνιση

h̃ : Im(g) −→E, h̃(g(~x)) := f∗(~x)

Η h̃ είναι καλά ορισµένη διότι αν g(~x), g(~y) ∈ Im(g) και g(~x) = g(~y), τότε ϑα έχουµε:

‖g(~x)‖2 = ‖g(~y)‖2 =⇒ ‖f∗(~x)‖2 = ‖f∗(~y)‖2 =⇒ ‖f∗(~x− ~y)‖ = 0 =⇒ f∗(~x) = f∗(~y)

Εποµένως έχουµε µια ισοµετρία h̃ : Im(g) −→E. �

13.3. Ορθογώνια Τριγωνοποίηση. ΄Οπως γνωρίζουµε, για κάθε τετραγωνικό πίνακα A ο οποίος έχει
όλες τις ιδιοτιµές του στοK, είναι όµοιος µε έναν άνω τριγωνικό πίνακα: υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας
P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικός.

Αν K = R, τότε το ακόλουθο Θεώρηµα δείχνει ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε έναν άνω
τριγωνικό πίνακα.

Θεώρηµα 13.8 (Θεώρηµα του Schur). Αν A είναι ένας τετραγωνικός πίνακας πραγµατικών αριθµών ο

οποίος έχει όλες τις ιδιοτιµές του στο R, τότε υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας :

P−1 ·A · P είναι άνω τριγωνικός

Απόδειξη. �
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14. Αντισυµµετρικοί Πίνακες
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15. Η Μέθοδος των Ελαχίστων Τετραγώνων
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16. Ο ∆υϊκός Χώρος
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17. Κανονικοί Ενδοµορφισµοί και Κανονικοί Πίνακες
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18. Τετραγωνικές Μορφές
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19. Μέτρο Πίνακα
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