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΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι :

∀n ∈ N : n! ≤ nn

΄Ασκηση 2. Να δείξετε ότι υπάρχει ϕυσικός αριθµός N ∈ N έτσι ώστε :

∀n ≥ N : 2n > n3

΄Ασκηση 3. Να δειξθούν τα εξής :

1. ∀n ≥ 1:

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n · (n+ 1) =
n · (n+ 1) · (n+ 2)

3
2. ∀n ≥ 2:

2 · 21 + 3 · 22 + 4 · 23 + · · ·+ n · 2n−1 = (n− 1) · 2n

΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N ισχύουν τα ακόλουθα:

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 και 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n− 2) =
n(3n− 1)

2

΄Ασκηση 5. Να δείξετε ότι :

1.
n∑

k=1

k2 = 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

2.
n∑

k=1

k3 = 13 + 23 + · · ·+ n3 =
(n(n+ 1)

2

)2
3.

n∑
k=1

k · k! = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1
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΄Ασκηση 6. Υπενθυµίζουµε ότι η ακολουθία Fibonacci
{
Fn ∈ N | n ∈ N

}
είναι η ακολουθία ϕυσικών αριθµών

η οποία ορίζεται αναδροµικά ως εξής :

F1 = 1, F2 = 1, και Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀n ≥ 3

∆είξτε ότι ισχύουν τα ακόλουθα για κάθε n ∈ N:

1.
n∑

k=1

Fk = F1 + F2 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1

2.

Fn =
an − bn√

5
, όπου a =

1 +
√
5

2
& b =

1−
√
5

2
Τέλος να υπολογισθεί το άθροισµα

n∑
k=1

F2k

΄Ασκηση 7. Να υπολογισθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα

A =

(
1 1
1 0

)

΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 1 ο αριθµός

24n+1 − 22n − 1

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 9.

• • • • •

΄Ασκηση 9. 1. Να εκτελεσθεί η Ευκλείδεια ∆ιαίρεση µεταξύ των ακεραίων a και b, όταν :

a = −195518 και b = 22 & a = 192544 και b = 37

2. ΄Εστω a, b ∈ Z, b 6= 0. Να δείξετε ότι υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι q, r έτσι ώστε :

a = bq + r, −|b|
2

< r ≤ |b|
2

΄Ασκηση 10. Να δείξετε ότι :

1. το γινόµενο δύο διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος ακέραιος.
2. το γινόµενο τριών διαδοχικών ακεραίων είναι πολλαπλάσιο του 3.

Επιπλέον να εξετασθεί αν :

3. το γινόµενο n το πλήθος διαδοχικών ακεραίων είναι πολλαπλάσιο του n.

΄Ασκηση 11. (1) ∆είξτε ότι το γινόµενο δύο ακεραίων της µορφής 4k + 1 είναι ακέραιος της µορφής
4k + 1, και το γινόµενο δύο ακεραίων της µορφής 4k + 3 είναι ακέραιος της µορφής 4k + 1.

(2) ∆είξτε ότι το γινόµενο δύο ακεραίων της µορφής 6k + 5 είναι ακέραιος της µορφής 6k + 1,
(3) ∆είξτε ότι η τέταρτη δύναµη ενός περιττού ακεραίου είναι της µορφής 16k + 1.
(4) ∆είξτε ότι το γινόµενο τριών διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από το 6.
(5) ∆είξτε ότι :

(αʹ) ∀n ∈ Z: 3 | n3 − n.
(ϐʹ) ∀n ∈ Z: 5 | n5 − n.
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΄Ασκηση 12. 1. ∆είξτε ότι για κάθε περιττό ϕυσικό αριθµό n ισχύει ότι :

11 | 10n + 1

2. ∆είξτε ότι για κάθε άρτιο ϕυσικό αριθµό n ισχύει ότι :

11 | 10n − 1

3. (Κριτήριο ∆ιαιρετότητας µε το 11) ΄Εστω ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ m, και

a = a0 + a1 · 10 + a2 · 102 + · · · · · ·+ am · 10m

∆είξτε ότι :
11 | a ⇐⇒ 11 | a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)mam

Εφαρµογή: Εξετάστε αν ο 11 διαιρεί τον αριθµό n = 8703585473.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω p1 = 2, p2 = 3, p3, p4, p5, · · · , pn, pn+1, · · · , η αύξουσα ακολουθία των πρώτων
αριθµών. ∆είξτε ότι για κάθε n ≥ 1:

pn+1 ≤ p1p2 · · · pn + 1 και pn+1 ≤ 2
2n

΄Ασκηση 14. 1. ∆είξτε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός της µορφής 6k + 5 έχει έναν πρώτο διαιρέτη της
µορφής 6k + 5.

2. ∆είξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 6k + 5.

΄Ασκηση 15. ∆είξτε ότι αν p > 1 και ο p διαιρεί τον (p− 1)! + 1 τότε ο p είναι πρώτος.

΄Ασκηση 16. (1) Να εξετασθεί αν ένας ϕυσικός αριθµός της µορφής 3n2 − 1, n ∈ N, είναι τετράγωνο
ακεραίου αριθµού.

(2) ∆ύο πρώτοι αριθµοί p και q, όπου p < q, καλούνται δίδυµοι πρώτοι αν q = p+ 2.
Αν p και q είναι δίδυµοι πρώτοι αριθµοί, όπου p > 3, τότε να δείξετε ότι :

12 | p+ q

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθούν όλες οι τριάδες ϕυσικών αριθµών

p, p+ 2, p+ 4

οι οποίοι είναι πρώτοι αριθµοί.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω a, b, p, q ∈ N, όπου οι αριθµοί p, q είναι πρώτοι.

(1) Να δείξετε ότι : pb = a2 =⇒ p | b.
(2) Αν p 6= q, να εξετασθεί αν ο αριθµός pq είναι τέλειο τετράγωνο.
(3) Να προσδιορισθούν όλοι οι πρώτοι αριθµοί της µορφής a4 + 4 ή b3 + 1.

΄Ασκηση 19. ∆είξτε ότι κάθε ακέραιος αριθµός µεγαλύτερος του 11 είναι άθροισµα δύο σύνθετων αριθµών1.

1Η εικασία του Goldbach, ϐλέπε την επόµενη ΄Ασκηση 20, η οποία παραµένει µέχρι και σήµερα ανοιχτό πρόβληµα, πιστοποιεί
ότι : «κάθε άρτιος ακέραιος µεγαλύτερος του 2 είναι άθροισµα δύο πρώτων αριθµών».
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΄Ασκηση 20. 2 ∆είξτε ότι οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. Εικασία του Goldbach: Κάθε άρτιος ακέραιος µεγαλύτερος του 2 είναι άθροισµα δύο πρώτων
αριθµών.

2. Κάθε ακέραιος µεγαλύτερος του 5 είναι άθροισµα τριών πρώτων αριθµών.

΄Ασκηση 21. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει πολυώνυµο f(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + ant

n µε ακέραιους
συντελεστές έτσι ώστε ο ακέραιος f(m) να είναι πρώτος αριθµός, για κάθε m ∈ Z.

΄Ασκηση 22. ∆είξτε ότι ο πραγµατικός αριθµός

e =
∞∑
n=0

1

n!

είναι άρρητος, δηλαδή δεν µπορεί να γραφεί στην µορφή a/b όπου a, b ακέραιοι και b 6= 0.

2Η Ασθενής Εικασία του Goldbach πιστοποιεί ότι : «κάθε περιττός ϑετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 5 είναι άθροισµα
τριών πρώτων αριθµών». Η Ασθενής Εικασία του Goldbach αποδείχθηκε πρόσφατα (περί τα τέλη του 2013) από τον Περουβιανό
Μαθηµατικό Harald Helfgott (1977-).


