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΄Ασκηση 1. Βρείτε όλους τους ϕυσικούς διαιρέτες των αριθµών:

140, 2015, 1001, 9999, 111111, 10!,

(
30

10

)

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η πρωτογενής ανάλυση των ϕυσικών αριθµών:

(α) 106 − 1, (β) 108 − 1, (γ) 215 − 1

΄Ασκηση 3. ΄Εστω a, b, n,m ∈ N έτσι ώστε : n ≥ m. ∆είξτε ότι :

an | bm =⇒ a | b
Ισχύει η παραπάνω συνεπαγωγή αν n < m ;

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι αν ένας πρώτος αριθµός p είναι ίσος µε το άθροισµα δύο τετραγώνων, τότε ο p
είναι της µορφής 4k + 1.1

΄Ασκηση 5. ΄Εστω a > 1 ένας ϑετικός ακέραιος.

(1) Να δειχθεί ότι αν ο αριθµός an + 1 είναι πρώτος, τότε ο a είναι άρτιος και υπάρχει m ≥ 1 έτσι ώστε :

n = 2m.

(2) Να δειχθεί ότι αν ο αριθµός an − 1 είναι πρώτος, τότε a = 2 και ο αριθµός n είναι πρώτος.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός.

1. Αν k είναι ένας ϑετικός ακέραιος και k < p, δείξτε ότι : p |
(
p
k

)
.

2. Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος και n < p ≤ 2n, δείξτε ότι : p |
(
2n
n

)
.

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθούν όλες οι ϑετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης

mn = nm

δηλαδή να ϐρεθούν όλα τα Ϲεύγη ϑετικών ακεραίων αριθµών (n,m) τα οποία ικανοποιούν την παραπάνω

εξίσωση.

1Σύµφωνα µε ένα Θεώρηµα του Fermat, αντίστροφα, κάθε πρώτος αριθµός της µορφής 4k+1 είναι άθροισµα δύο τετραγώνων.
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΄Ασκηση 8. ΄Εστω n ένας ϕυσικός αριθµός.

1. Αν ο n είναι περιττός, δείξτε ότι :

n(n+ 1)

2
| n!

2. Αν n > 1, δείξτε ότι :

n(n+ 1)

2
- n! =⇒ n+ 1 : πρώτος

΄Ασκηση 9. ΄Ενας εκδοτικός οίκος από τις πωλήσεις ενός ϐιβλίου είχε έσοδα 375.961€. Μπορείτε να

εκτιµήσετε πόσα ϐιβλία πούλησε ο εκδοτικός οίκος αν η τιµή του ϐιβλίου είναι ακέραιος και πάνω από ένα

ευρώ ;

΄Ασκηση 10. Υπενθυµίζουµε ότι ένας πραγµατικός αριθµός a καλείται άρρητος αν a ∈ R \Q, δηλαδή δεν

µπορεί να εκφρασθεί στη µορφή
n
m , n,m ∈ Z, m 6= 0.

1. Να δειχθεί ότι ο αριθµός

√
2 είναι άρρητος.

2. Να δειχθεί ότι ο αριθµός
√
p είναι άρρητος για κάθε πρώτο αριθµό p.

3. Να δείξετε ότι αν ο ϕυσικός αριθµός n δεν είναι τετράγωνο ακεραίου, τότε ο αριθµός
√
n είναι

άρρητος.

4. Αν n,m ∈ N όπου n,m > 1, και ο αριθµός
n
√
m είναι ϱητός, τότε να δείξετε ότι ο αριθµός

n
√
m είναι

ακέραιος.

΄Ασκηση 11. (1) Να δείξετε ότι ο ϕυσικός αριθµός n είναι τέλειο τετράγωνο αν και µόνον αν οι δυνάµεις

στην πρωτογενή ανάλυση του n είναι άρτιοι αριθµοί.

(2) ΄Εστω n ≥ 2 και

a = pa11 p
a2
2 · · · p

am
m

η πρωτογενής ανάλυση του ϕυσικού αριθµού a. ∆είξτε ότι η n-στή ϱίζα του a είναι ϱητός αριθµός αν

και µόνο αν το n διαιρεί το ai για κάθε i = 1, 2, · · · ,m:

n
√
a ∈ Q ⇐⇒ n | ai, 1 ≤ i ≤ m

΄Ασκηση 12. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός.

1. Ο αριθµός

min
{
k ∈ N | k 6= 1 & k | a

}
είναι πρώτος.

2. Αν ο a είναι σύνθετος, δείξτε ότι :

min
{
k ∈ N | k 6= 1 & k | a

}
≤
√
a

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n > 2, υπάρχει ένας πρώτος αριθµός p έτσι ώστε :

n < p < n!

΄Ασκηση 14. Να δεχιθεί ότι αν οι αριθµοί p και p+ 2, όπου p > 3, είναι πρώτοι, τότε

6 | p+ 1
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΄Ασκηση 15. Να ϐρεθούν όλοι οι ϕυσικοί αριθµοί οι οποίοι έχουν ακριβώς (α) 3, και (β) 4, ϑετικούς

διαιρέτες.

΄Ασκηση 16. ΄Ενα µη-σταθερό πολυώνυµο f(t) ∈ Z[t] µε ακέραιους συντελεστές καλείται ανάγωγο αν δεν

υπάρχουν πολυώνυµα g(t), h(t) ∈ Z[t] µικρότερου ϐαθµού µε f(t) = g(t)h(t).
∆είξτε το ακόλουθο Κριτηριο Eisenstein: Θεωρούµε ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές

f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n, n > 0, ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ n και an 6= 0

και έστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε :

p | a0, p | a1, · · · , p | an−1 & p - an & p2 - a0 =⇒ f(t) : ανάγωγο

Εφαρµογη: ∆είξτε ότι τα πολυώνυµα g1(t) = t4 − 6t3 + 24t2 − 30t + 14, g2(t) = t7 + 48t − 24,
g3(t) = t5 + 5t + 5, και g4(t) = tn − p, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός και n > 1, είναι ανάγωγα

υπεράνω του Q. Είναι το πολυώνυµο t4 + 4 και ανάγωγο υπεράνω του Q;

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές

f(t) = tn + cn−1t
n−1 + · · · c1t+ c0,

Αν ρ είναι µια πραγµατική ϱίζα του f(t), να δείξετε ότι : είτε ο ρ είναι ακέραιος ή ο ρ είναι άρρητος.

΄Ασκηση 18. ∆είξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής : (α) 3k + 2 και (β) 4k + 3.

΄Ασκηση 19. ∆είξτε ότι για κάθε n ≥ 3, υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί οι οποίοι δεν είναι της µορφής

nk + 1.2

• Συµβολισµός: ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος και k ∈ N0, τότε ϑα
γράφουµε:

pk‖n ⇐⇒ pk | n και pk+1 - n
δηλαδή pk είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον n, και όπου k = 0 αν p - n.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Ορίζουµε µια συνάρτηση ως εξής :

vp : N −→ N0, vp(n) = max
{
k ∈ N0 | pk‖n

}
Αν P = {p ∈ N | p : πρώτος} είναι το σύνολο των πρώτων αριθµών, να δείξετε ότι :

(1) vp(n) = 0, ∀p ∈ P ⇐⇒ n = 1.
(2) vp(mn) = vp(m) + vp(n), ∀p ∈ P.

(3) m | n ⇐⇒ vp(m) ≤ vp(n), ∀p ∈ P.

(4) vp(m) = vp(n), p ∈ P ⇐⇒ m = n.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και n,m, a, b ∈ N. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) pn‖ a & pm‖ b =⇒ pn+m‖ ab.
(2) pn‖ a =⇒ pnk‖ ak.
(3) n 6= m & pn‖ a & pm‖ b =⇒ pmin{n,m}‖ (a+ b).

2Εποµένως υπάρχουν άπειροι πρώτοι οι οποίοι δεν είναι της µορφής 3k + 1, 4k + 1, 5k + 1, · · · (και προφανως, για n = 2,
µόνον ένας πρώτος αριθµός ο οποίος δεν είναι της µορφής 2k + 1, ο πρώτος 2).


