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΄Ασκηση 1. Αφού ϐρείτε την πρωτογενή ανάλυση των αριθµών 130, 2275, 1998, 2004, και 2016, να
υπολογίσετε τους µέγιστους κοινούς διαιρέτες (130, 2275) και (1998, 2004, 2016).

΄Ασκηση 2. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο k ισχύει

(7k + 5, 11k + 8) = 1 & (8k + 3, 5k + 2) = 1

΄Ασκηση 3. ΄Εστω οι ακέραιοι αριθµοί a1, a2, · · · , an, n ≥ 3.

1. ∆είξτε ότι : (
a1, a2, · · · , an

)
=
(
|a1|, |a2|, · · · , |an|

)
2. ∆είξτε ότι αν λ, είναι ένας ακέραιος αριθµός, τότε :(

λa1, λa2, · · · , λan
)
= |λ|

(
a1, a2, · · · , an

)
3. Αν k ≤ n− 2, τότε :(

a1, a2, · · · , an
)
=
(
a1, a2, · · · , ak, (ak+1, · · · , an)

)
4. Αν b = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan για κάποιους ακεραίους x1, x2, · · · , xn, τότε :(

a1, a2, · · · , an
)
=
(
a1, a2, · · · , an, b

)
5. Αν ak 6= 0, ∀k = 1, 2, · · · , n, δείξτε ότι :(

a1, a2, · · · , an
)
= d ⇐⇒ d | a1, d | a2, · · · , d | an και

(a1
d
,
a2
d
, · · · , an

d

)
= 1

΄Ασκηση 4. 1. Αν a, b, c είναι ακέραιοι και (a, b) = 1 = (a, c), δείξτε ότι : (a, bc) = 1.
2. Γενικότερα αν a1, a2, · · · , an και b είναι ακέραιοι και (a1, b) = (a2, b) = · · · = (an, b) = 1, δείξτε

ότι : (a1a2 · · · an, b) = 1.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω a, b, c µη-µηδενικοί ακέραιοι αριθµοί.

1. Αν (a, b) = 1 και c | (a+ b), δείξτε ότι : (c, a) = 1 = (c, b).
2. Αν (b, c) = 1, τότε : (a, bc) = (a, b)(a, c).
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω οι ακέραιοι αριθµοί a, b, c, d. Αν b, d > 0 και (a, b) = 1 = (c, d), και αν ο αριθµός
a
b +

c
d είναι ακέραιος, δείξτε ότι : b = d.

΄Ασκηση 7. Αν x, y είναι ϑετικοί ακέραιοι και y > x, να δειχθεί ότι :

a2
x
+ 1 | a2y − 1

Να συµπεράνετε ότι : (
a2

y − 1, a2
x
+ 1
)
= a2

x
+ 1 (†)

΄Ασκηση 8. Αν a, n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι και n 6= m, να δειχθεί ότι :

(
a2

m
+ 1, a2

n
+ 1
)
=

 1, αν α: άρτιος

2, αν α: περιττός

΄Ασκηση 9. Αν a, n,m είναι ϕυσικοί αριθµοί, και ο n είναι περιττός, να δειχθεί ότι :

(an − 1, am + 1) = 1 ή 2

Ισχύει η παραπάνω ισότητα αν ο n είναι άρτιος ;

΄Ασκηση 10. Να δειχθεί ότι :

1. (a, b) = 1 ⇐⇒ (an, bm) = 1, ∀n,m ≥ 1.
2. (an, bn) = (a, b)n.

΄Ασκηση 11. Αν a, b είναι ακέραιοι οι οποίοι είναι πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή (a, b) = 1, να ϐρεθεί ο
µέγιστος κοινός διαιρέτης :

d =
(
a2014 + b2015, ab

)
΄Ασκηση 12. Αν n,m ∈ N όπου n 6= m, να δείξετε ότι1:(

22
n
+ 1, 22

m
+ 1
)
= 1

Με τη ϐοήθεια της παραπάνω σχέσης να δείξετε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω a, b ϑετικοί ακέραιοι και p ένας πρώτος αριθµός. Είναι οι ακόλουθες προτάσεις αλη-
ϑείς ή ψευδείς ; Για κάθε µια να δοθεί η απόδειξη (αν η πρόταση είναι αληθής) ή να δοθεί αντιπαράδειγµα
(αν η πρόταση είναι ψευδής):

1. Αν (a, p2) = p, τότε : (a2, p2) = p2.
2. Αν (a, p2) = p και (b, p2) = p2, τότε : (ab, p4) = p3.
3. Αν (a, p2) = p και (b, p2) = p, τότε : (ab, p4) = p2.
4. Αν (a, p2) = p, τότε : (a+ p, p2) = p.

΄Ασκηση 14. 1. Να δειχθεί ότι αν b, c είναι µη µηδενικοί ακέραιοι µε (b, c) = 1 τότε, ∀n,m ∈ N:

(b, cm) = 1 = (bn, c)

1Οι αριθµοί fn = 22
n

+ 1, ∀n ≥ 0 καλούνται αριθµοί του Fermat.
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2. Θεωρούµε το πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ n, n > 0, & a0, an 6= 0

Αν b
c είναι µια ϱητή ϱίζα του f(x), όπου b, c µη µηδενικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους, να δειχθεί

ότι :
b | a0 & c | an

΄Ασκηση 15. ΄Εστω k ένας ακέραιος. Να δείξετε ότι οι αριθµοί

6k − 1, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 5

είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω a, b ∈ N, και υποθέτουµε ότι : (a, b) = 1. Να δείξετε ότι :

1.

(
a+ b, a− b

)
= 1 ή 2.

2.

(
2a+ b, a+ 2b

)
= 1 ή 3.

3.

(
a+ b, a− b, ab

)
= 1 ή 2.

Μπορείτε να προσδιορίσετε, στις παραπάνω περιπτώσεις (1), (2), (3), πότε ακριβώς ο µέγιστος διαιρέτης
έχει την τιµή 1, 2, ή 3;

΄Ασκηση 17. ΄Εστω a, b ϕυσικοί αριθµοί µε µέγιστο κοινό διαιρέτη (a, b) = 1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ϑετικός ακέραιος c ∈ N έτσι ώστε ab = c2. Να δειχθεί ότι υπάρχουν x, y ∈ N ∪ {0} έτσι ώστε a = x2 και
b = y2.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω a, b δύο ϕυσικοί αριθµοί > 1 για τους οποίους ισχύει

a | b2, b2 | a3, a3 | b4, b4 | a5, . . . . (*)

Να δειχθεί ότι a = b.

΄Ασκηση 19. 1. Να δείξετε ότι
(
1147, 851

)
= 37 και ακολούθως να ϐρεθούν ακέραιοι x και y έτσι

ώστε :
37 = 1147x+ 851y

2. Να υπολογίσετε τον Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη d και το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο δ των αριθµών
1485 και 1745. Στη συνέχεια να ϐρεθούν ακέραιοι x και y έτσι ώστε :

d = 1485x+ 1745y

΄Ασκηση 20. Αν a, b είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :

(a, b) =
(
a+ b, [a, b]

)
Ως εφαρµογή, ϐρείτε δύο ϕυσικούς αριθµούς έτσι ώστε το άθροισµά τους να είναι 798 και το ελάχιστο
κοινό τους πολλαπλάσιο να είναι 10.780.

΄Ασκηση 21. Αν a, b, c είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :

(a, b, c)[ab, ac, bc] = abc & [a, b, c](ab, ac, bc) = abc
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΄Ασκηση 22. ΄Εστω Fn και Fn+1 δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας Fibonacci, όπου n ∈ N. ∆είξτε ότι(
Fn, Fn+1

)
= 1, ∀n ∈ N

και επιπλέον δείξτε ότι στον Ευκλείδειο Αλγόριθµο για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη (Fn+1, Fn+2) =
1, n > 1, απαιτούνται ακριβώς n διαιρέσεις.

΄Ασκηση 23. ΄Εστω
{
Fn

}
n≥1

η ακολουθία Fibonacci. Να δείξετε ότι :

(1)
Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn

(2)
n | m =⇒ Fn | Fm

(3)
(Fn, Fm) = F(n,m)


