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΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι για κάθε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

µ(n)µ(n+ 1)µ(n+ 2)µ(n+ 3) = 0

όπου µ η συνάρτηση του Möbius.

΄Ασκηση 2. ∆είξτε ότι για κάθε ϕυσικό n ≥ 3 ισχύει
n∑

k=1

µ(k!) = 1

΄Ασκηση 3. ΄Εστω n > 1 ϕυσικός, και

n = pa11 p
a2
2 . . . parr

η πρωτογενής ανάλυση του, δηλ. pi είναι διακεκριµένοι πρώτοι και ai > 0 για κάθε i. ∆είξτε ότι∑
d|n

|µ(d)| = 2r.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω m,n ∈ N. Τότε για κάθε πολλαπλασιαστική συνάρτηση f : N −→ C, ισχύει ότι :

f
(
(m,n)

)
f
(
[m,n]

)
= f(m)f(n)

΄Ασκηση 5. Μια αριθµητική συνάρτηση f : N −→ C καλείται προσθετική αν:

∀n,m ∈ N : (n,m) = 1 =⇒ f(nm) = f(n) + f(m)

Η f καλείται πλήρως προσθετική αν f(nm) = f(n) + f(m), ∀n,m ∈ N.

(1) Να δειχθεί ότι αν η συνάρτηση f(n) = logn είναι πλήρως προσθετική.
(2) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση ω(n) = πλήθος διακεκριµµένων πρώτων παραγόντων του n είναι

προσθετική, αλλά δεν είναι πλήρως προσθετική.
(3) Να δειχθεί ότι αν f είναι µια προσθετική συνάρτηση τότε η συνάρτηση g(n) = 2f(n) είναι πολλα-

πλασιαστική.
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω λ : N −→ C, η συνάρτηση του Liouville, δηλαδή η αριθµητική συνάρτηση

λ : N −→ C, λ(n) =


1, αν n = 1

(−1)k1+···+kr , αν n = pk11 · · · pkrr είναι η πρωτογενής ανάλυση του n > 1

(1) Να δείξετε ότι η συνάρτηση λ είναι πολλαπλασιαστική.
(2) Να υπολογισθεί το άθροισµα ∑

d|n

λ(d)

΄Ασκηση 7. Αν λ είναι η συνάρτηση του Liouville, να δειχθούν οι σχέσεις :∑
d|n

µ(d)λ(d) =
∑
d|n

λ−1(d) =
∑
d|n

|µ(d)| = 2r

όπου n = pa11 · · · parr είναι η πρωτογενής ανάλυση του ϑετικού ακεραίου n > 1.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω Λ η συνάρτηση του Magnoldt, δηλαδή η αριθµητική συάρτηση

Λ: N −→ C, Λ(n) =

 log p, αν n = pm, m ∈ N & p : πρώτος

0, διαφορετικά

(1) Είναι η συνάρτηση Λ πολλαπλασιαστική ή ενελικτικά αντιστρεπτή ;
(2) Να δείξετε ότι, ∀n ∈ N: ∑

d|n

Λ(d) = log n

΄Ασκηση 9. Να δειχθεί ότι για την συνάρτηση Λ του Magnoldt, ισχύει ότι :

Λ(n) = −
∑
d|n

µ(d) log d

Υπενθυµίζουµε ότι αν f : N −→ C είναι µια αριθµητική συνάρτηση, για την οποία ισχύει ότι f(1) 6=
0, τότε ορίζεται η ενελικτικά αντίστροφη της f αριθµητική συνάρτηση f−1 : N −→ C, και η οποία είναι

η µοναδική συνάρτηση έτσι ώστε :

f ? f−1 = ε = f−1 ? f

΄Ασκηση 10. ΄Εστω ότι f : N −→ C είναι µια αριθµητική συνάρτηση. Να δειχθεί ότι

η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική1 ⇐⇒ η f είναι πολλαπλασιαστική και f−1 = f · µ

΄Ασκηση 11. Αν f : N −→ C είναι µια πλήρως πολλαπλασιαστική συνάρτηση, να υπολογισθεί το
άθροισµα: ∑

d|n

f−1(d)

1
Υπενθυµίζουµε ότι η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική αν: f(n ·m) = f(n) · f(m), ∀n,m ∈ N.
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΄Ασκηση 12. ΄Εστω a ∈ N, και έστω η αριθµητική συνάρτηση

(a,−) : N −→ C, (a,−)(b) = (a, b) = ΜΚ∆(a, b)

∆είξτε ότι η συνάρτηση (a,−) είναι πολλαπλασιαστική.

΄Ασκηση 13. Να ϐρεθεί η ενελικτική αντίστροφη µ−1 της συνάρτησης µ του Möbius.

΄Ασκηση 14. Αν a ∈ N, ϑεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση

fa : N −→ C, fa(n) = (a, n)

Αφού δείξετε ότι η fa είναι ενελικτικά αντιστρεπτή, να υπολογίσετε την τιµή :

f−1897(2015)

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τις αριθµητικές συναρτήσεις : φ, ν, σ, τ , ε, και I, όπου I(n) = n, ∀n ∈ N. Να
δείξετε τις ακόλουθες σχέσεις :

µ−1 = ν, τ = ν ? ν, φ = µ ? I, σ = ν ? I, σ = φ ? τ, σ ? φ = I ? I

΄Ασκηση 16. Να δείξετε ότι :∑
d|n

τ(d)µ(
n

d
) = 1 &

∑
d|n

σ(d)µ(
n

d
) = n

Επιπρόσθετα αν ο n είναι ελεύθερος τετραγώνου, τότε να δείξετε ότι :∑
d|n

σ(dk−1)φ(d) = nk, ∀k ≥ 2

΄Ασκηση 17. Να υπολογισθούν τα αθροίσµατα :∑
d|n

µ(d)

d
,

∑
d|n

µ(d)τ(d),
∑
d|n

µ(d)σ(d),
∑
d|n

dµ(d)

΄Ασκηση 18. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος.

(1) Να δειχθεί ότι ο n είναι πρώτος αν και µόνον αν σ(n) = n+ 1.
(2) Να δειχθεί ο n είναι τέλειο τετράγωνο αν και µόνον αν ο τ(n) είναι περιττός.

Υπενθυµίζουµε ότι ένας ϑετικός ακέραιος n καλείται τέλειος, αν ο n είναι ίσος µε το άθροισµα όλων

των γνήσιων ϑετικών διαιρετών του:

n : τέλειος ⇐⇒ n =
∑

d|n, d 6=n

d

ή ισοδύναµα:

n : τέλειος ⇐⇒ 2n =
∑
d|n

d = σ(n)

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον ϑετικό ακέραιο a = 2n−1(2n− 1), όπου n ≥ 2. Να δειχθεί ότι αν ο αριθµός
2n − 1 είναι πρώτος, τότε ο αριθµός a είναι τέλειος.
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΄Ασκηση 20. Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε συµβολίζουµε µε ω(n) το πλήθος των διακεκριµµέ-
νων πρώτων παραγόντων του n. Να δειχθεί ότι :∑

d|n

µ2(d) = 2ω(n)

΄Ασκηση 21. ΄Εστω f και g δύο αριθµητικές συναρτήσεις, και έστω

f(n) =
∑
d|n

g(d)

Θεωρούµε τον n× n πίνακα ϕυσικών αριθµών M = (mij), όπου mij = f((i, j)), δηλαδή

M =


f((1, 1)) f((1, 2)) · · · f((1, n))
f((2, 1)) f((2, 2)) · · · f((2, n))

...
...

. . .
...

f((n, 1)) f((n, 2)) · · · f((n, n))


και f((i, j)) είναι η τιµή της f στον µέγιστο κοινό διαιρέτη (i, j) των i και j.

(1) Να δείξετε ότι :

Det(M) =

n∏
k=1

g(k)

(2) Αν η f είναι πλήρως πολλαπλασιαστική και f(p) 6= 0, για κάθε πρώτο p, τότε :

Det(M) =

n∏
j=1

f(j)
∏
p|j

(1− 1

f(p)
)

΄Ασκηση 22. Να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1, 1) (1, 2) · · · (1, n)
(2, 1) (2, 2) · · · (2, n)

...
...

. . .
...

(n, 1) (n, 2) · · · (n, n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = φ(1)φ(2) · · ·φ(n)

΄Ασκηση 23. Να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[1, 1] [1, 2] · · · [1, n]
[2, 1] [2, 2] · · · [2, n]

...
...

. . .
...

[n, 1] [n, 2] · · · [n, n]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

n∏
k=1

φ(k)
∏
p|k

(−p)


