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΄Ασκηση 1. 1. Να δειχθεί ότι αν n ∈ N, τότε : φ(n) = n ⇐⇒ n = 1.
2. Να δειχθεί ότι : n: σύνθετος > 1 =⇒ φ(n) < n− 1.
3. Να δειχθεί ότι : n: πρώτος ⇐⇒ φ(n) = n− 1.

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι n για τους οποίους φ(n) = 1, 2, 3, 4.

΄Ασκηση 3. Αν n, k είναι ϑετικοί ακέραιοι, να δειχθεί ότι

φ(nk) = nk−1φ(n)

΄Ασκηση 4. ΄Εστω n, d, k ∈ N, και d | n. Τότε να δειχθεί ότι :

φ(n · dk) = dk · φ(n)

΄Ασκηση 5. 1. Αν n ≥ 1, να υπολογισθεί η τιµή φ(2 · n) συναρτήσει της τιµής φ(n).
2. Αν n ≥ 1, να υπολογισθεί η τιµή φ(3 · n) συναρτήσει της τιµής φ(n).

΄Ασκηση 6. 1. Για ποιούς ϑετικούς ακέραιους n ισχύει ότι : φ(2n) = 2φ(n);
2. Για ποιούς ϑετικούς ακέραιους n ισχύει ότι : φ(3n) = 3φ(n);
3. Για ποιούς ϑετικούς ακέραιους n ισχύει ότι : n = 2φ(n);
4. Αν ο n είναι περιττός ϑετικός ακέραιος, τότε να δειχθεί ότι φ(4n) = 2φ(n). Ισχύει το αντίστροφο ;

΄Ασκηση 7. ΄Εστω n ∈ N. Να δειχθεί ότι

φ(n) : άρτιος ⇐⇒ n ≥ 3

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ω(n) το πλήθος των διακεκριµµένων πρώτων διαιρετών του n. Να δειχθεί ότι :

φ(n) ≥ n

2ω(n)
και φ(n) =

n

2ω(n)
⇐⇒ n = 2r, r ≥ 0
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΄Ασκηση 9. ΄Εστω ότι n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι.

1. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να δειχθεί ότι :

(α) φ(pn) = (p− 1)φ(n), αν p - n και (β) φ(pn) = pφ(n), αν p | n
2. Αν (n,m) = p, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός, να δειχθεί ότι :

φ(nm) =
p

p− 1
φ(n)φ(m)

3. Να δειχθεί ότι :

φ(nm) =
(n,m)

φ((n,m))
φ(n)φ(m)

΄Ασκηση 10. Να δείξετε ότι αν m ∈ N, τότε το σύνολο των ϑετικών ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

φ(x) = m

είναι πεπερασµένο.

΄Ασκηση 11. 1. Να δείξετε ότι υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι n έτσι ώστε φ(n) = 2, 4, 6, 8, 10, 12.
2. Να δείξετε ότι η εξίσωση

φ(n) = 14

δεν έχει ϑετικές ακέραιες λύσεις.

΄Ασκηση 12. Να δείξετε ότι ∀d, n ∈ N:

d | n =⇒ φ(d) | φ(n)
Ισχύει η αντίστροφη συνεπαγωγή ;

΄Ασκηση 13. Να προσδιορισθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι n για τους οποίους ισχύει ότι :

φ(n) | n

΄Ασκηση 14. ΄Εστω n,m δύο ϑετικοί ακέραιοι. Να δειχθεί ότι :

φ(n) = φ(nm) ⇐⇒ είτε n ∈ N & m = 1 είτε n : περιττός & m = 2

΄Ασκηση 15. Να υπολογισθούν τα αθροίσµατα :∑
d|n

d · φ(d) και

∑
d|n

φ(d)

d

΄Ασκηση 16. Για έναν ϑετικό ακέραιο n, να δειχθεί ότι :

n : άρτιος ⇐⇒
∑
d|n

µ(d)φ(d) = 0

΄Ασκηση 17. Να δείξετε ότι : ∑
d|n

µ2(d)

φ(d)
=

n

φ(n)
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΄Ασκηση 18. ∆είξτε ότι : ∑
d|n

(−1)
n
d φ(d) =

 0, n: άρτιος

−n, n: περιττός

Υπενθυµίζουµε ότι ένας ϕυσικός αριθµός n καλείται τέλειος, αν είναι ίσος µε το άθροισµα των

γνησίων διαιρετών του. Ισοδύναµα ο n είναι τέλειος αν και µόνον αν σ(n) = 2n.

΄Ασκηση 19. Αν ο n είναι ένας τέλειος άρτιος αριθµός, να δείχθεί ότι :∑
d|n

1

d
= 2

΄Ασκηση 20. ΄Εστω

n = 2k−1(2k − 1)

ένας άρτιος τέλειος αριθµό, όπου ο αριθµός 2k − 1 είναι πρώτος και k > 1. Τότε :

1. γ(n) :=
∏

d|n d = nk.

2. n = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (2k − 1).
3. φ(n) = 2k−1(2k−1 − 1).

΄Ενας ϑετικός ακέραιος n καλείται :

(1) ατελής, αν σ(n) < 2n.
(2) υπερτελής, αν σ(n) > 2n.

΄Ασκηση 21. 1. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος της µορφής n = 2m−1(2m− 1), όπου ο 2m− 1 είναι

σύνθετος. Να δειχθεί ότι ο αριθµός n είναι υπερτελής.

2. Να δειχθεί ότι κάθε αριθµός της µορφής paqb, όπου p, q είναι διακεκριµµένοι περιττοίµ πρώτοι και

a, b είναι ϑετικοί ακέραιοι, είναι ατελής.

3. Να δειχθεί ότι κάθε γνήσιος διαιρέτης ενός ατελούς ή τέλειου αριθµού είναι ατελής αριθµός.

4. Να δειχθεί ότι κάθε πολλαπλάσιο ενός πλούσιου ή τέλειου αριθµού, στην τελευταία περίπτωση

εκτός του τέλειου αριθµού, είναι υπερτελής αριθµός.

΄Ενα Ϲεύγος (n,m) ϑετικών ακεραίων αριθµών n και m καλείται ϕίλιο Ϲεύγος αν:

σ(n) = n+m = σ(m)

΄Ασκηση 22. 1. Να δειχθεί ότι τα Ϲεύγη ϑετικών ακεραίων

(220, 284), (1184, 1210), (79750, 88730)

είναι ϕίλια Ϲεύγη.

2. Αν οι αριθµοί 3 · 2n−1 − 1, 3 · 2n − 1, 32 · 22n−1 είναι πρώτοι, όπου n ≥ 2, τότε το Ϲεύγος ϑετικών

ακεραίων (
2n(3 · 2n−1 − 1)(3 · 2n − 1), 2n(32 · 22n−1 − 1)

)
είναι ϕίλιο Ϲεύγος.

3. Με χρήση του 2. να ϐρεθούν τρία ϕίλια Ϲεύγη ϑετικών ακεραίων.


