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΄Ασκηση 1. Για κάθε n ∈ N, να προσδιορισθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:
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΄Ασκηση 2. 1. ∆είξτε ότι η κλάση υπολοίπων [10]21 είναι αντιστρέψιµη ως στοιχείο τουZ21, και ϐρείτε

την αντίστροφη κλάση της.

2. ∆είξτε ότι η κλάση [62]155 δεν είναι αντιστρέψιµη ως στοιχείο του Z155.

΄Ασκηση 3. ∆είξτε ότι αν a, n ∈ Z µε n ≥ 1 τότε το σύνολο

{a, a+ 1, . . . , a+ n− 1}
αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω {a1, a2, · · · , ap} και {b1, b2, · · · bp} δύο πλήρη συστήµατα υπολοίπων mod p, όπου p
είναι ένας πρώτος. Να δείξετε ότι αν p > 2, τότε το σύνολο{

a1b1, a2b2, · · · , apbp
}

δεν είναι ποτέ πλήρες σύστηµα υπολοίπων mod p.

΄Ασκηση 5. (1) ∆είξτε ότι :

a ≡ b (modn1) & b ≡ c (modn2) =⇒ a ≡ c (mod(n1, n2))

(2) ∆είξτε ότι αν a, b, n1, . . . , nk ∈ Z µε ni ≥ 1 για κάθε i, τότε

a ≡ b (modni), για κάθε i = 1, 2, · · · , k ⇐⇒ a ≡ b (mod[n1, . . . , nk])

΄Ασκηση 6. Αν n > 1 είναι ένας ϑετικός ακέραιος, να δειχθεί ότι :

n : πρώτος ⇐⇒ (n− 2)! ≡ 1 (modn)

΄Ασκηση 7. ∆είξτε ότι
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(1)

220 − 1 ≡ 0 mod 41

(2)

250 ≡ 4 mod 7

(3)

4165 ≡ 6 mod 7

(4)

1! + 2! + 3! + · · ·+ 100! ≡ 9 mod 12

(5)

15 + 25 + 35 + · · ·+ 1005 ≡ 0 mod 4

΄Ασκηση 8. Εαν οι a, b είναι ακέραιοι και p είναι ένας πρώτος αριθµός δείξτε ότι

(a+ b)p ≡ ap + bp (mod p)

΄Ασκηση 9. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος.

1. Αν a ∈ Z και (a, n) = 1 = (a− 1, n), να δειχθεί ότι :

1 + a+ a2 + · · ·+ aφ(n)−1 ≡ 0 (modn)

2. Αν ο n είναι σύνθετος ακέραιος και n > 4, να δειχθεί ότι :

(n− 1)! ≡ 0 (modn)

΄Ασκηση 10. ΄Εστω X =
{
x1, x2, · · · , xn

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn, όπου n > 1 είναι

περιττός ϕυσικός. ∆είξτε ότι :
n∑
i=1

xi ≡ 0 (modn)

΄Ασκηση 11. ΄Εστω X =
{
x0, x1, · · · , xm−1

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modm και έστω Y ={

y0, y1, · · · , yn−1

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn. Αν (n,m) = 1, δείξτε ότι το σύνολο

Z =
{
nxi +myj ∈ N | 0 ≤ i ≤ m− 1 & 0 ≤ j ≤ n− 1

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modmn.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω X =
{
x1, x2, · · · , xφ(m)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modm

και έστω Y =
{
y1, y2, · · · , yφ(n)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπωνmodn. Αν (n,m) = 1,

δείξτε ότι το σύνολο

Z =
{
nxi +myj ∈ N | 1 ≤ i ≤ φ(m) & 1 ≤ j ≤ φ(n)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modmn.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος αριθµός και n ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε :

2n 6≡ 1 (mod p)

Να δειχθεί ότι :

1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n ≡ 0 (mod p)
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΄Ασκηση 14. 1. ΄Εστω m,n δύο ϕυσικοί αριθµοί έτσι ώστε : (m,n) = 1. ∆είξτε ότι :

mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (modmn)

2. ΄Εστω p, q δύο πρώτοι, όπου p 6= q. ∆είξτε ότι :

(αʹ)

pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq)

(ϐʹ)

p− 1 | q − 1 & (a, pq) = 1 =⇒ aq−1 ≡ 1(mod pq)

΄Ασκηση 15. ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N, ο αριθµός

1

5
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1
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n3 +

7

15
n

είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 16. 1. ∆είξτε ότι : 11 | 10! + 1 και 13 | 12! + 1
2. Να ϐρεθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσων:
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΄Ασκηση 17. ∆είξτε ότι :

3999999999 ≡ −1 (mod 7) & 21000000 ≡ 1 (mod 17)

΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο των αριθµών:

31000 & 7999999 & 93333333

΄Ασκηση 19. ∆είξτε ότι, ∀n ∈ N:

42 | n7 − n & 30 | n9 − n

΄Ασκηση 20. 1. Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης

987654321123456789

19
2. Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

2013
2014

2015

3. Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

31000 + 2 · 7999999

΄Ασκηση 21. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός.
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1. Για κάθε ακέραιο a να δειχθεί ότι

p | ap + a(p− 1)!

2. Αν ο p είναι περιττός, για κάθε k, όπου 0 < k < p, να δειχθεί ότι :

(p− k)!(k − 1)! ≡ (−1)kmod p

΄Ασκηση 22. Να δειχθεί ότι, ∀n ≥ 2:
2n 6≡ 1modn

΄Ασκηση 23. Να δειχθεί για κάθε ϑετικό ακέραιο n > 2 και για κάθε ακέραιο x, ισχύει ότι :

xn ≡ xn−φ(n) (modn)

΄Ασκηση 24. ΄Εστω p και q δύο περιττοί πρώτοι, όπου p 6= q. Αν a είναι ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε

(a, pq) = 1, τότε να δειχθεί ότι :

a
φ(pq)

2 ≡ 1 (mod pq)


