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΄Ασκηση 1. ΄Εστω a και n δύο ακέραιοι, όπου n ≥ 1. Να δειχθεί ότι ο ϑετικός ακέραιος x είναι λύση της

ισοτιµίας

ax ≡ 1 (modn)

αν και µόνον αν : ordn(a) | x.
Ως εφαρµογή να ϐρεθούν όλες οι ϑετικές ακέραιες λύσεις της ισοτιµίας 2x ≡ 1 (mod 7).

΄Ασκηση 2. ΄Εστω n ≥ 3 ακέραιος. ∆είξτε ότι

(n− 1, n) = 1 & ordn(n− 1) = 2

Σαν συνέπεια να συµπεράνετε ότι : 2 | φ(n).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω n ≥ 2 ακέραιος και a, b ακέραιοι µε ab ≡ 1 (modn). ∆είξτε ότι :

(a, n) = (b, n) = 1 & ordn(a) = ordn(b)

΄Ασκηση 4. Βρείτε τις τάξεις mod 16 των ακεραίων 3, 5, 7 και 9.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω n > 1 ένας ϑετικός ακέραιος, και a ∈ Z ένας ακέραιος ο οποίος είναι πρώτος προς τον

m, έτσι ώστε ordm(a) = m− 1. ∆είξτε ότι ο m είναι πρώτος.

΄Ασκηση 6. Βρείτε τις τάξεις των στοιχείων του U(Z9) και U(Z10), όπου U(Zn) = Un είναι το σύνολο των

αντιστρεψίµων στοιχείων του Zn.

΄Ασκηση 7. ∆είξτε ότι αν a, n είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε :

ordan−1(a) = n

και ακολούθως να συµπεράνετε ότι : n | φ(an − 1).

΄Ασκηση 8. ΄Εστω n ≥ 2 και a ∈ Z. Υποθέτουµε ότι an−1 ≡ 1 (modn), και ad 6≡ 1 (modn) για κάθε

γνήσιο ϑετικό διαιρέτη d του n− 1. Να δειχθεί ότι ο n είναι πρώτος.
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΄Ασκηση 9. 1. Βρείτε, αν υπάρχουν, πρωταρχικές ϱίζες (modn), όπου n = 4, 5, 10, 13, 14, 18.
2. Βρείτε, αν υπάρχουν, πρωταρχικές ϱίζες (mod 20).

΄Ασκηση 10. Βρείτε αρχικές ϱίζες modn για n = 23 και n = 31.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω n > 1 ένας ϑετικός ακέραιος, και a, b δύο ϑετικοί ακέραιοι έτσι ώστε :

(a, n) = 1 = (b, n) & (ordn(a), ordn(b)) = 1

∆είξτε ότι :

ordn(a · b) = ordn(a) · ordn(b)
Να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι η παραπάνω ισότητα δεν ισχύει αν (ordn(a), ordn(b)) 6= 1.

΄Ασκηση 12. ∆είξτε ότι αν υπάρχει µια πρωταρχική ϱίζα modn τότε υπάρχουν ακριβώς φ(φ(n)) (ανισό-

τιµες) πρωταρχικές ϱίζες modn. Μπορείτε να περιγράψετε το σύνολο Pn των πρωταρχικών ϱιζών modn;

΄Ασκηση 13. Βρείτε όλες τις πρωταρχικές ϱίζες mod 23.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω n ένας ϕυσικός ακέραιος και a ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε : (a, n) = 1. Να

δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο αριθµός a είναι µια πρωταρχική ϱίζα modn.
2. Για κάθε πρώτο διαιρέτη p του φ(n), ισχύει ότι :

a
φ(n)
p 6≡ 1 (modn)

Ως εφαρµογή, να εξετάσετε αν οι αριθµοί 2, 3 είναι :

(α) πρωταρχικές ϱίζες mod 11, και

(ϐ) πρωταρχικές ϱίζες mod 9.

΄Ασκηση 15. 1. ∆είξτε ότι το 3 είναι αρχική ϱίζα mod 17.
2. Για δοθέντα ακέραιο a µε (a, 17) = 1 υπολογίστε τον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο k ώστε a ≡

3k (mod 17).
3. Λύστε την ισοτιµία

x4 ≡ 13 (mod 17) (1)

΄Ασκηση 16. ΄Εστω n = 4, pm ή 2pm, όπου p περιττός πρώτος καιm ≥ 1 ακέραιος. Αν a είναι µια αρχική

ϱίζα modn, δείξτε ότι

aφ(n)/2 ≡ −1 (modn)

΄Ασκηση 17. ΄Εστω p περιττός πρώτος και a ένας ακέραιος µε (a, p) = 1. ∆είξτε ότι :

1. Αν p ≡ 1mod 4, τότε ο a είναι πρωταρχική ϱίζα mod p αν και µόνο αν ο ακέραιος −a είναι επίσης

πρωταρχική ϱίζα mod p.
2. Αν p ≡ 3mod 4, τότε ο a είναι πρωταρχική ϱίζα mod p αν και µόνο αν ordp(−a) = p−1

2 .
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΄Ασκηση 18. ΄Εστω a ένας περιττός ϑετικός ακέραιος. Να δειχθεί ότι, ∀m ≥ 3:

a
ϕ(2m)

2 ≡ 1 (mod 2m)


