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΄Ασκηση 1. (1) Να λυθεί η γραµµική ∆ιοφαντική εξίσωση:

13521x+ 732y = 11225 (1)

(2) Να ϐρεθούν : (α) όλες οι λύσεις, και (β) όλες οι ϑετικές λύσεις, της γραµµικής ∆ιοφαντικής

εξίσωσης

17x+ 19y = 23 (2)

Λύση. (1) Από την Θεωρία γνωρίζουµε ότι η διοφαντική εξίσωση (1) έχει λύση αν και µόνον αν
d | 11225, όπου d = (13521, 732).

Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, υπολογίζουµε :

13521 = 18 · 732 + 345

732 = 2 · 345 + 42

345 = 8 · 42 + 9

42 = 4 · 9 + 6

9 = 1 · 6 + 3

6 = 1 · 3 + 0

και εποµένως d = (13521, 732) = 3.
Επειδή προφανώς 3 - 11225, έπεται ότι η ∆ιοφαντική εξίσωση (1) δεν έχει ακέραιες λύσεις.

(2) Από την Θεωρία γνωρίζουµε ότι η διοφαντική εξίσωση (2) έχει λύση αν και µόνον αν d | 23, όπου
d = (19, 17). Επειδή προφανώς d = (19, 17) = 1 και 1 | 23, έπεται ότι η ∆ιοφαντική εξίσωση (2)
έχει ακέραιες λύσεις.

Γνωρίζουµε ότι αν (x0, y0) είναι µια ακέραια λύση µιας ∆ιοφαντικής εξίσωσης ax + by = c,
όπου d | (a, b), τότε όλες οι λύσεις της (2) δίνονται από τους τύπους :

x = x0 +
b

d
t & y = y0 −

a

d
t, t ∈ Z

Για την εύρεση µιας λύσης (x0, y0) της (2), εργαζόµαστε ως εξής.
Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, υπολογίζουµε :

19 = 1 · 17 + 2

17 = 2 · 8 + 1

8 = 1 · 8 + 0

Από τις παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε:

1 = 17− 2 · 8 = 17− 8 · (19− 17) = 17 · 9 + 19 · (−8)
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και τότε

23 = 23 · 1 = 23 · (17 · 9 + 19 · (−8)) = 17 · (23 · 9) + 19 · (−8 · 23) = 17 · 207 + 19 · (−184)

Εποµένως, ϑέτοντας
x0 = 207 & y0 = −184

αποκτούµε µια λύση της (2).
Από την παραπάνω ανάλυση, έπεται ότι όλες οι ακέραιες λύσεις της (2) είναι οι εξής :

x = 207 + 19t & y = −184− 17t, t ∈ Z

Για την εύρεση όλων των ϑετικών λύσεων της (2), εργαζόµαστε ως εξής. Η λύση (x, y) είναι
ϑετική αν και µόνον αν, εξ΄ ορισµού, ισχύει x > 0 και y > 0. Εποµένως

207 + 19t > 0 & − 184− 17t > 0 =⇒ −207

19
< t < −184

17

Επειδή 207
19 = 10.82... και 184

17 = 10.89..., ϑα έχουµε

−10.82... < t < −10.89...

Επειδή οι ϑετικές ακέραιες λύσεις της (2) δίνονται από το σύνολο{
(207 + 19t,−184− 17t) | − 10.82... < t < −10.89...

}
∩ Z

το οποίο είναι προφανώς κενό, έπεται ότι η (2) δεν έχει ϑετικές ακέραιες λύσεις (κάτι το οποίο µπορούσε
να διαπιστωθεί εύκολα από την αρχή λόγω της µορφής της ∆ιοφαντικής εξίσωσης). �

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:

172241

8700
&

n257 − n
255

, n ∈ Z

Λύση. (1) Εύκολα ϐλέπουµε ότι η πρωτογενής ανάλυση του αριθµού 8700 είναι :

8700 = 22 · 3 · 52 · 29

απ΄ όπου ϐλέπουµε άµεσα ότι :
(αʹ) (8700, 17) = 1.
(ϐʹ) φ(8700) = φ(22 · 3 · 52 · 29) = φ(22) · φ(3) · φ(52)φ(·29) = 2240.
Επειδή (8700, 17) = 1, από το Θεώρηµα του Euler, τότε ϑα έχουµε:

17φ(8700) ≡ 1 (mod 8700) =⇒ 172240 ≡ 1 (mod 8700)

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία ισοτιµία µε 17, ϑα έχουµε

172241 ≡ 17 (mod 8700)

και εποµένως το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού 172241 µε τον αριθµό 8700 είναι 17.
(2) Θα δείξουµε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού n257 − n µε τον αριθµό 255 είναι 0 ή

ισοδύναµα ϑα δείξουµε ότι :
n257 ≡ n (mod 255) (∗)

Εύκολα υπολογίζουµε ότι η πρωτογενής ανάλυση του αριθµού 255 είναι :

255 = 3 · 5 · 17

Επειδή οι αριθµοί 2, 5, 17 είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους,για να δείξουµε την σχέση (∗), αρκεί
να δείξουµε ότι :

3 | n257 − n & 5 | n257 − n & 17 | n257 − n (∗∗)
Η απόδειξη των σχέσεων διαιρετότητας (∗∗) είναι παρόµοια :
• ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
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(αʹ) Αν 3 | n, τότε n ≡ 0 (mod 3) και άρα n257 ≡ 0 (mod 3) ≡ n(mod 3). Εποµένως
3 | n257 − n.

(ϐʹ) Αν 3 - n, τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε το µικρό Θεώρηµα του Fermat και να
έχουµε:

nφ(3) ≡ 1 (mod 3) =⇒ n2 ≡ 1 (mod 3)

και τότε

(n2)128 ≡ n256 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n257 ≡ n (mod 3)

΄Αρα αν 3 - n, πάλι ϑα έχουµε ότι 3 | n257 − n.
Συνοψίζοντας δείξαµε ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι :

3 | n257 − n (a)

• ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν 5 | n, τότε n ≡ 0 (mod 5) και άρα n257 ≡ 0 (mod 5) ≡ n(mod 5). Εποµένως

5 | n257 − n.
(ϐʹ) Αν 5 - n, τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε το µικρό Θεώρηµα του Fermat και να

έχουµε:
nφ(5) ≡ 1 (mod 5) =⇒ n4 ≡ 1 (mod 5)

και τότε

(n4)64 ≡ n256 ≡ 1 (mod 5) =⇒ n257 ≡ n (mod 5)

΄Αρα αν 5 - n, πάλι ϑα έχουµε ότι 5 | n257 − n.
Συνοψίζοντας δείξαµε ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι :

5 | n257 − n (b)

• ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν 17 | n, τότε n ≡ 0 (mod 17) και άρα n257 ≡ 0 (mod 17) ≡ n(mod 17). Εποµένως

17 | n257 − n.
(ϐʹ) Αν 17 - n, τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε το µικρό Θεώρηµα του Fermat και να

έχουµε:

nφ(17) ≡ 1 (mod 17) =⇒ n16 ≡ 1 (mod 17)

και τότε

(n16)16 ≡ n256 ≡ 1 (mod 17) =⇒ n257 ≡ n (mod 17)

΄Αρα αν 17 - n, πάλι ϑα έχουµε ότι 17 | n257 − n.
Συνοψίζοντας δείξαµε ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι :

17 | n257 − n (c)

Από τις σχέσεις (a), (b) και (c), έπεται ότι

3 · 5 · 17 = 255 | n257 − n

Εποµένως το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού n257 − n µε τον αριθµό 255 είναι 0. �

΄Ασκηση 3. Αν n > 1 είναι ένας ϑετικός ακέραιος µε πρωτογενή ανάλυση n = pa11 · · · parr , δείξτε ότι :∑
d|n

µ2(d)

τ(d)
=

3r

2r
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Λύση. Γνωρίζουµε ότι οι αριθµητικές συναρτήσεις µ, τ : N −→ C είναι πολλαπλασιαστικές. Επειδή
τ(n) 6= 0, ∀n ∈ N, ορίζεται η αριθµητική συνάρτηση

f :=
µ

τ
: N −→ C, f(n) =

µ

τ
(n) =

µ(n)

τ(n)

η οποία εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι πολλαπλασιαστική. Τότε ϑα έχουµε:∑
d|n

µ2(d)

τ(d)
=
∑
d|n

µ(d)
µ(d)

τ(d)
=
∑
d|n

µ(d)f(d)

Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι αν h : N −→ C είναι µια πολλαπλασιαστική συνάρτηση και n =
pa11 · · · parr είναι η πρωτογενής ανάλυση του ϕυσικού αριθµού n > 1, τότε ισχύει ότι :∑

d|n

µ(d)h(d) =

r∏
i=1

(1− h(pi)) = (1− h(p1)) · (1− h(p2)) · · · · · (1− h(pr))

Εποµένως ϑα έχουµε: ∑
d|n

µ(d)f(d) = (1− f(p1)) · (1− f(p2)) · · · · · (1− f(pr))

΄Οπως, για κάθε i = 1, 2, · · · , r:

1− f(pr) = 1− µ(pi)

τ(pi)
= 1− −1

2
= 1 +

1

2
=

3

2

Εποµένως

∑
d|n

µ2(d)

τ(d)
=
∑
d|n

µ(d)f(d) = (1− f(p1)) · (1− f(p2)) · · · · · (1− f(pr)) =

r ϕορές︷ ︸︸ ︷
3

2
· 3

2
· · · · · 3

2
=

3r

2r
�

΄Ασκηση 4. ΄Εστω m,n ϕυσικοί αριθµοί, όπου m > 2. Αν

(m− 1) · σ(n) = n ·m
να δείξετε ότι ο n είναι πρώτος και n = m− 1.

Λύση. Παρατηρούµε πρώτα ότι n 6= 1. Πράγµατι, αν n = 1, τότε σ(1) = 1 και τότε η δοθείσα σχέση
δίνει (m− 1) · 1 = 1 ·m και άρα m− 1 = m. Αυτό ϕυσικά είναι άτοπο. Εποµένως n > 1.

Από την δοθείσα σχέση (m− 1) · σ(n) = n ·m, ϑα έχουµε:

(m− 1) · σ(n) = n ·m =⇒ σ(n) =
n ·m
m− 1

= n+
n

m− 1

Θέτοντας
k :=

n

m− 1
, ϑα έχουµε σ(n) = n+ k (†)

και εποµένως ο αριθµός k είναι ϕυσικός αριθµός, διότι k = σ(n)− n ∈ N και σ(n) > n.
Από τη άλλη πλευρά ϑα έχουµε n = k · (m − 1) και εποµένως ο ϕυσικός αριθµός k είναι διαιρέτης

του n. Τότε στην σχέση (†) το πρώτο µέλος είναι, εξ΄ ορισµού, το άθροισµα των ϕυσικών διαιρετών του n
και το δεύτερο µέλος είναι το άθροισµα δύο εκ των ϕυσικών διαρετων του n. Τότε όµως από την σχέση
(†) έπεται ότι οι ϕυσικοί διαιρέτες k και n είναι όλοι οι ϕυσικοί διαιρέτες του n και κατά συνέπεια k = 1
(η περίπτωση n = 1 έχει αποκλειστεί στο πρώτο τµήµα της απόδειξης). Εποµένως οι µόνοι ϕυσικοί
διαιρέτες του n είναι οι αριθµοί 1 και n και εποµένως ο αριθµός n είναι πρώτος.

Τέλος επειδή k = 1, ϑα έχουµε: n = m− 1. �
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΄Ασκηση 5. Αν n > 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, να υπολογισθεί το άθροισµα:∑
1≤k<n & (k,n)=1

k

Λύση. ΄Εστω
S =

{
k ∈ N | 1 ≤ k < n & (k, n) = 1

}
Τότε ∑

1≤k<n & (k,n)=1

k =
∑
k∈S

k (††)

Επειδή n > 1, προφανώς ϑα έχουµε

S =
{
k ∈ N | 1 ≤ k ≤ n & (k, n) = 1

}
και το πλήθος των στοιχείων του παραπάνω συνόλου είναι :

|S| = φ(n)

΄Εστω λοιπόν
S =

{
t1, t2, · · · , tφ(n)

}
τα στοιχεία του συνόλου S. Παρατηρούµε ότι, για κάθε i = 1, 2, · · · , φ(n), ισχύει ότι :

1 ≤ ti < n & (ti, n) = 1 ⇐⇒ 1 ≤ n− ti < n & (n− ti, n) = 1

µε άλλα λόγια : ti ∈ S ⇐⇒ n − ti ∈ S. ∆ηλαδή οι ϕυσικοί αριθµοί n − t1, n − t2, · · · , n − tφ(n) είναι
οι ϕυσικοί αριθµοί t1, t2, · · · , tφ(n), ενδεχοµένως µε διαφορετική σειρά.

Εποµένως από τη σχέση (††), ϑα έχουµε:∑
1≤k<n & (k,n)=1

k =
∑
k∈S

k = t1 + t2 + · · ·+ tφ(n) = (n− t1) + (n− t2) + · · ·+ (n− tφ(n))

Τότε όµως ϑα έχουµε:

t1 + t2 + · · ·+ tφ(n) =

φ(n)ϕορές︷ ︸︸ ︷
n+ n+ · · ·+ n−(t1 + t2 + · · ·+ tφ(n))

και εποµένως :

2 · (t1 + t2 + · · ·+ tφ(n)) = n · φ(n) =⇒ t1 + t2 + · · ·+ tφ(n) =
n · φ(n)

2
Εποµένως καταλήγουµε ότι :∑

1≤k<n & (k,n)=1

k =
∑
k∈S

k = t1 + t2 + · · ·+ tφ(n) =
n · φ(n)

2
�

΄Ασκηση 6. Αν n > 1, να υπολογισθεί το άθροισµα∑
d|n

(1

d

∑
1≤k≤d & (k,d)=1

k
)

Λύση. Θέτουµε

f(n) =
1

n
·

∑
1≤k≤n & (k,n)=1

k

Τότε το Ϲητούµενο άθροισµα είναι ∑
d|n

f(d)

Από την ΄Ασκηση 5 έπεται ότι

f(n) =
1

n
· n · φ(n)

2
=
φ(n)

2
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Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση, ϑα έχουµε:∑
d|n

f(d) = f(1) +
∑

d|n & d>1

f(d)

= 1 +
1

2

∑
d|n & d>1

φ(d)

= 1 +
1

2
(
∑
d|n

φ(d)− φ(1))

= 1 +
1

2
(
∑
d|n

φ(d)− 1)

= 1− 1

2
+

1

2

∑
d|n

φ(d)

= 1− 1

2
+

1

2
· n

=
n+ 1

2
Εποµένως το Ϲητούµενο άθροισµα είναι ίσο µε :∑

d|n

(1

d
·

∑
1≤k≤d & (k,d)=1

k
)

=
n+ 1

2
�

΄Ασκηση 7. (1) Αν ο n είναι περιττός και 3 - n, τότε : n2 ≡ 1 (mod 24).
(2) Αν (a, 35) = 1, δείξτε ότι : 35 | a12 − 1.

Λύση. (1) Επειδή 3 - n, από το µικρό Θεώρηµα του Fermat, έπεται ότι nφ(3) ≡ n2 ≡ 1 (mod 3).
Εποµένως ϑα έχουµε

3 | n2 − 1 (a)

Από την άλλη πλευρά επειδή ο αριθµός n είναι περιττός, ϑα έχουµε n = 2k + 1, για κάποιον
ακέραιο k. Τότε

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 =⇒ n2 − 1 = 4k(k + 1)

Επειδή, όπως γνωρίζουµε το γινόµενο δύο διαδοχικών ακεράιων διαιρείται από το 2, ϑα έχουµε
2 | k(k + 1) Τότε όµως η παραπάνω σχέση δίνει ότι :

8 | n2 − 1 (b)

Επειδή (3, 8) = 1, από τις σχέσεις (a) και (b) έπεται ότι

3 · 8 = 24 | n2 − 1

και εποµένως
n2 ≡ 1 (mod 24)

(2) Επειδή (a, 35) = 1, ϑα έχουµε προφανώς

(a, 5) = 1 = (a, 7)

και τότε από το µικρό Θεώρηµα του Fermat ϑα έχουµε:

aφ(5) ≡ a4 ≡ 1 (mod 5) =⇒ (a4)3 ≡ a12 ≡ 1 (mod 5) (a)

και
aφ(7) ≡ a6 ≡ 1 (mod 7) =⇒ (a6)2 ≡ a12 ≡ 1 (mod 7) (b)
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Οι σχέσεις (a) και (b) γράφονται ισοδύναµα ως εξής :

5 | a12 − 1 & 7 | a12 − 1

Επειδή (5, 7) = 1 οι παραπάνω σχέσεις δίνουν το Ϲητούµενο

5 · 7 = 35 | a12 − 1 �

΄Ασκηση 8. Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού

A = 1111 + 1111
2

+ · · ·+ 1111
11

µε τον αριθµό 7.

Λύση. Ζητάµε να προσδιορίσουµε έναν αριθµό k ∈ N έτσι ώστε A ≡ k(mod 7) όπου 0 ≤ k ≤ 6. ΄Εχουµε:

11 ≡ 4 (mod 7)

1111 ≡ 411 (mod 7)

1111
2 ≡ 411

2
(mod 7)

...
1111

11 ≡ 411
11

(mod 7)

=⇒ A ≡ 411 + 411
2

+ · · ·+ 411
11

(mod 7)

Για να απλοποιήσουµε τις πράξεις, ϑα προσπαθήσουµε να ελλατώσουµε τις δυνάµεις του 11 οι οποίες
εµφανίζονται στην έκφραση του A. Παρατηρούµε ότι

11 ≡ 2 (mod 3) =⇒ 112k ≡ 22k ≡ 4k ≡ 1 (mod 3) =⇒

 112k ≡ 1 (mod 3)

112k+1 ≡ 11 ≡ 2 (mod 3)

και άρα  112k = 3λ+ 1, λ ∈ Z

112k+1 = 3µ+ 2, µ ∈ Z
Επειδή 42 ≡ 2 (mod 7) και 43 = 64 ≡ 1 (mod 7) έχουµε

411
2k

= 43λ+1 = 43λ · 4 ≡ 1 · 4 ≡ 4 (mod 7)

και
411

2k+1
= 43µ+2 = 43µ · 42 ≡ 1 · 2 ≡ 2 (mod 7)

Τότε έπεται ότι

A = 1111 + 1111
2

+ · · ·+ 1111
11

≡ 411 + 411
2

+ · · ·+ 411
11

(mod 7)

≡ 2 + 4 + 2 + 4 + 2 + 4 + 2 + 4 + 2 + 4 + 2

≡ 32 (mod 7)

≡ 4 (mod 7)

΄Αρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού A = 1111 + 1111
2

+ · · ·+ 1111
11

µε τον αριθµό 7 είναι 4. �

΄Ασκηση 9. Να δείξετε ότι :

7 | 22225555 + 55552222
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Λύση. Επειδή 2222 = 7 · 317 + 3 και 5555 = 7 · 793 + 4 έχουµε

2222 ≡ 3 (mod 7) και 5555 ≡ 4 ≡ −3 (mod 7)

Εποµένως
22225555 ≡ 35555 (mod 7)

και
55552222 ≡ (−3)2222 (mod 7) ≡ 32222 (mod 7)

΄Αρα αρκεί να δείξουµε ότι

22225555 + 55552222 ≡ 35555 + 32222 ≡ 32222(33333 + 1) ≡ 0 (mod 7)

΄Εχουµε 33333 + 1 = 33·1111 + 1 και 1111 ≡ 1 (mod 6) διότι 1111 = 6 · 185 + 1. Ακόµα από το Θεώρηµα
του Fermat έχουµε ότι

36 ≡ 1 (mod 7)

Τότε
33333 = 33·1111 = (31111)3 = (36·185+1)3 = (36·185)3 · 33 ≡ 1 · 33 ≡ 27 ≡ 6 (mod 7)

και εποµένως
33333 + 1 ≡ 6 + 1 ≡ 7 ≡ 0 (mod 7)

΄Αρα
22225555 + 55552222 ≡ 32222(33333 + 1) ≡ 0 (mod 7)

δηλαδή 7 | 22225555 + 55552222. �

΄Ασκηση 10. Αν p είναι ένας πρώτος µε p > 5, δείξτε ότι ο αριθµός

(p− 1)! + 1

έχει τουλάχιστον δύο πρώτους διαιρέτες.

Λύση. Χρειάζεται να δείξουµε ότι για πρώτο p > 5, ο ακέραιος (p− 1)! + 1 δεν είναι δύναµη πρώτου. Ας
υποθέσουµε ότι

(p− 1)! + 1 = qk

για κάποιον πρώτο q και ϑετικό ακέραιο k και ϑα καταλήξουµε σε αντίφαση. Από το Θεώρηµα Wilson
p | (p− 1)! + 1 = qk, έτσι πρέπει να έχουµε q = p, δηλαδή (p− 1)! + 1 = pk.

Από την τελευταία σχέση έπεται ότι

pk = (p− 1)! + 1 < (p− 1)p−1 < pp−1,

άρα k < p − 1. Αφού ο p είναι πρώτος µεγαλύτερος του 5 ο p − 1 είναι σύνθετος αριθµός µεγαλύτερος
του 4, έτσι από την ΄Ασκηση 7 του Φυλλαδίου 6 έχουµε ότι

0 ≡ (p− 2)! mod(p− 1).

Επίσης έχουµε
(p− 1)! = pk − 1 = (p− 1)(pk−1 + pk−2 + · · ·+ p+ 1)

που, χρησιµοποιώντας ότι p ≡ 1mod(p− 1) συνεπάγεται ότι

0 ≡ (p− 2)! = pk−1 + pk−2 + · · ·+ p+ 1 ≡ 1 + 1 + · · ·+ 1 ≡ kmod(p− 1).

΄Ετσι έχουµε 0 < k < p − 1 και p − 1 | k που είναι αντίφαση. Εποµένως ο αριθµός (p − 1)! + 1 έχει
τουλάχιστον δύο πρώτους διαιρέτες. �
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΄Ασκηση 11. Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού

2013∑
k=1

7k

µε τον αριθµό 100.

Λύση. Σε αυτή την άσκηση ο συµβολισµός [a] σηµαίνει [a]100. ΄Εχουµε

[72] = [49], [73] = [343] = [43], [74] = [7][43] = [301] = [1]

Εποµένως, αφού [74] = [1], µε επαγωγή στο k έχουµε

[74k+i] = [7i]

για κάθε k ≥ 0 και 1 ≤ i ≤ 4. Παρατηρούµε ότι 2013 = 4 · 503 + 1 . Σαν συνέπεια
2013∑
k=1

7k (mod 100) =
(
503(7 + 72 + 73 + 74) + 7

)
(mod 100)

Αλλά [
7 + 72 + 73 + 74

]
= [7 + 49 + 43 + 1] = [100] = [0].

Εποµένως

[

2013∑
k=1

7k] = [7]

και άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του
∑2013

k=1 7k µε τον αριθµό 100 είναι ίσο µε 7. �

΄Ασκηση 12. Αν n ≥ 2 είναι ένας ϑετικός ακέραιος, δείξτε ότι :

n - 2n − 1

Λύση. Αν ο n είναι άρτιος, τότε η πρόταση ισχύει γιατί το 2n− 1 είναι περιττός. Υποθέτουµε ότι ο n είναι
περιττός και n | 2n − 1 και ϑα καταλήξουµε σε αντίφαση. Επειδή n ≥ 2, ο αριθµός n έχει έναν πρώτο
διαιρέτη. ΄Εστω p ο µικρότερος πρώτος που διαιρεί το n. Ο συµβολισµός [a] στα ακόλουθα σηµαίνει [a]p.
Τότε (n, p − 1) = 1 και άρα υπάρχουν ακέραιοι a1, b1 τέτοιοι ώστε a1n + b1(p − 1) = 1. Εποµένως για
κάθε ακέραιο t έχουµε

1 = a1n+ b1(p− 1) = na1 − (p− 1)(−b1) = n(a1 + (p− 1)t)− (p− 1)(−b1 + nt)

Για κατάλληλα µεγάλο t έχουµε a1 + (p − 1)t > 0 και −b1 + nt > 0. Θέτοντας a = a1 + t(p − 1) και
b = −b1 + nt έχουµε ότι a, b > 0 και

1 = an− b(p− 1) (1)
Αφού 2n ≡ 1modn έχουµε n | 2n − 1, και επειδή p | n, έπεται ότι p | 2n−1, δηλαδή: 2n ≡ 1mod p.
Εποµένως [2n] = [1] και άρα [2an] = [2n]a = [1]a = [1]. Χρησιµοποιώντας την ισότητα (1) έχουµε ότι
[2(1+b(p−1))] = [2an] = [1], το οποίο συνεπάγεται ότι

[2] · [2p−1]b = [1]. (2)

Από το Θεώρηµα Euler-Fermat έχουµε [2p−1] = [1] και άρα [2p−1]b = [1], οπότε η ισότητα (2) συνεπά-
γεται ότι [2] = [1] στο σύνολο Zn που είναι αντίφαση διότι n ≥ 2. Εποµένως n - 2n − 1. �

΄Ασκηση 13. Να λυθεί το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)


x ≡ 3 (mod 34)
x ≡ 5 (mod 107)
x ≡ 3 (mod 1111)
x ≡ 8 (mod 38)
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Λύση. ΄Εχουµε 34 = 2 · 17 και 38 = 2 · 19. Εποµένως (34, 38) = 2. Επειδή 2 - 3 − 8 = −5 από την
Θεωρία το σύστηµα δεν έχει ακέραιες λύσεις. �

΄Ασκηση 14. ΄Εστω m1,m2, · · · ,mn ϑετικοί ακέραιοι οι οποίοι είναι πρώτοι µεταξύ τους ανα δύο. Να

δείξετε ότι η µοναδική λύση (modm1m2 · · ·mn) του συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)


x ≡ a1 (modm1)
x ≡ a2 (modm2)

.

.

.

x ≡ an (modmn)

είναι :

x ≡ a1M
φ(m1)
1 + a2M

φ(m2)
2 + · · ·+ anM

φ(mn)
n (modM)

όπου

M = m1m2 · · ·mn & Mi =
M

mi
, 1 ≤ i ≤ n

Λύση. Επειδή (mi,mj) = 1, αν 1 ≤ i 6= j ≤ n, έπεται άµεσα ότι ϑα έχουµε: (Mi,mi) = 1 για κάθε
i = 1, 2, · · · , n, και (Mi,mj) = mj για 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Εποµένως, από το Θεώρηµα Euler-Fermat έχουµε:

M
φ(mj)
j ≡ 1modmj , 1 ≤ j ≤ n

Σαν συνέπεια, ϑεωρώντας κλάσεις ισοτιµίας (modmj), όπου 1 ≤ j ≤ n, ϑα έχουµε:

[x] = [a1M
φ(m1)
1 + · · ·+ ajM

φ(mj)
j + · · ·+Mφ(mn)

n ] = [0] + [0] + · · ·+ [aj · 1] + [0] + · · ·+ [0] = [aj ]

όπου για ακέραιο a ο συµβολισµός [a] σηµαίνει [a]mj . Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται ισοδύναµα

x ≡ aj (modmj), 1 ≤ j ≤ n
δγλαδή το x ικανοποιεί το σύστηµα (Σ). Τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, έπεται ότι η
µοναδική λύση modM , του (Σ) είναι η

x ≡ a1M
φ(m1)
1 + a2M

φ(m2)
2 + · · ·+ anM

φ(mn)
n (modM) �

΄Ασκηση 15. Να λυθεί το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

 2x ≡ 4 (mod 8)
3x ≡ 12 (mod 9)
x ≡ 34 (mod 12)

Λύση. Θα έχουµε:

d1 = (2, 8) = 2 | 4 & d2 = (3, 9) = 3 | 9 & d3 = (1, 34) = 1 | 12

Εποµένως κάθε µια εκ των ισοτιµιών του (Σ) έχει λύση, και άρα το (Σ) πιθανόν να έχει λύση.
Προφανώς το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα

(Σ′)

 x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 4 (mod 3)
x ≡ 34 (mod 12)

ή ισοδύναµα (Σ′)

 x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 4 (mod 3)
x ≡ 10 (mod 12)

Θα έχουµε:

d12 = (4, 3) = 1 | −2 = 2−4 & d13 = (4, 12) = 4 | −8 = 2−10 & d23 = (3, 12) = 3 | −6 = 4−10

Εποµένως το (Σ′) έχει µοναδική λύση (mod[4, 3, 12]) = (mod 12).



11

Από την πρώτη ισοτιµία, ϑα έχουµε:

x ≡ 2 (mod 4) =⇒ 4 | x− 2 =⇒ x = 4t+ 2 (∗)
Αντικαθιστώντας την τιµή x = 4t+ 2 στην δεέυτρερη ισοτιµία, ϑα έχουµε:

x ≡ 4 (mod 3) =⇒ 4t+ 2 ≡ 4 (mod 3) =⇒ 4t ≡ 2 (mod 3)

Η τελευταία ισοτιµία έχει µοναδική λύση x ≡ 2 (mod 3). Τότε x = 4 ·2+2 = 10 και άρα x ≡ 10 (mod 12)
είναι η µοναδική λύση των δύο πρώτων ισοτιµιών (mod[3, 4]) = (mod 12). Η τελευταία ισοτιµία συµπίπτει
µε την τελευταία ισοτιµία του Σ′) και επ[οµένως καταλήγουµε ότι η µοναδική λύση του (Σ′), άρα και
του αρχικού συστήµατος, είναι η

x ≡ 10 (mod 12) �


