
ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

Τµηµα Β΄

Προτεινοµενες Ασκησεις - Φυλλαδιο 1
∆ιδασκων: Α. Μπεληγιάννης

Ιστοσελιδα Μαθηµατος :
http://users.uoi.gr/abeligia/NumberTheory/NT2016/NT2016.html

Πέµπτη 13 Οκτωβρίου 2016

΄Ασκηση 1. Να αποδείξετε ότι
∀n ≥ 3 : nn+1 > (n + 1)n

΄Ασκηση 2. Να υπολογίσετε το γινόµενο
n∏

k=1

2k

΄Ασκηση 3. Για κάθε n ∈ N, ο n-οστός τριγωνικός αριθµός Tn ορίζεται να είναι :

Tn = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

Ο n-οστός πυραµιδικός αριθµός ορίζεται ως το άθροισµα των πρώτων n τριγωνικών αριθµών:

Πn =

n∑
k=1

Tk = T1 + T2 + · · ·+ Tn

Να δείξετε ότι, ∀n ∈ N:

Πn =
n(n + 1)(n + 2)

6

΄Ασκηση 4. Να δείξετε ότι :

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · ·+ n · (n + 1) · (n + 2) =
n · (n + 1) · (n + 2) · (n + 3)

4

Μπορείτε να γενικεύσετε, και µε ποιόν τρόπο, το παραπάνω αποτέλεσµα1;

΄Ασκηση 5. Από την ΄Ασκηση 5. του Φυλλαδίου 1. των Ασκήσεων προς Λύση, έχουµε ότι :

11 + 21 + · · ·+ n1 =
n(n + 1)

2

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
& 13 + 23 + · · ·+ n3 =

(n(n + 1)

2

)2
Προσπαθήστε να ϐρείτε και να αποδείξετε2 έναν ανάλογο τύπο για το άθροισµα:

1d + 2d + · · ·+ nd

για κάθε ϕυσικό αριθµό d ≥ 1.

1Να ληφθεί υπ΄ όψιν και το µέρος 1 της ΄Ασκησης 3 του Φυλλαδίου 1 των Ασκήσεων προς Λύση.
2Πρόβληµα εξαιρετικά αυξηµένης δυσκολίας !
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΄Ασκηση 6. Να δείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει ότι :

1 +
n

2
≤

2n∑
k=1

1

k
≤ 1 + n

΄Ασκηση 7. Υπενθυµίζουµε ότι η ακολουθία Fibonacci
{
Fn ∈ N | n ∈ N

}
είναι η ακολουθία ϕυσικών

αριθµών η οποία ορίζεται αναδροµικά ως εξής :

F1 = 1, F2 = 1, και Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀n ≥ 3

∆είξτε ότι ισχύουν τα ακόλουθα για κάθε n,m ∈ N:

1.
Fn+1Fn−1 − F 2

n = (−1)n

2.
Fn+m = FmFn+1 + FnFm−1

Τέλος να υπολογισθεί το άθροισµα
n∑

k=1

F2k−1

΄Ασκηση 8. Να δείξετε ότι, ∀n ∈ N:

ο αριθµός 10n + 3 · 4n+2 + 5 είναι πολλαπλάσιο του 9

΄Ασκηση 9. Να δείξετε ότι, ∀n ∈ N:

ο αριθµός 2n+2 + 32n+1 είναι πολλαπλάσιο του 7

΄Ασκηση 10. 1. Να δειχθεί ότι για κάθε n ∈ N, ο αριθµός(
1 +
√

2
)2n

+
(
1−
√

2
)2n

είναι άρτιος ακέραιος.
2. Να δειχθεί ότι για κάθε n ∈ N, ο αριθµός(

1 +
√

2
)2n − (1−√2

)2n
√

2

είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 11. Είναι δυνατόν το γινόµενο τριών διαδοχικών ϕυσικών αριθµών να ισούται µε τον κύβο ενός
ϕυσικού αριθµού;

΄Ασκηση 12. ΄Εστω Fn ο n-οστός όρος της ακολουθίας Fibonacci. ∆είξτε ότι :

1. 3 | n ⇐⇒ 2 | Fn.
2. 4 | n ⇐⇒ 3 | Fn.
3. 6 | n ⇐⇒ 4 | Fn.
4. n | m =⇒ Fn | Fm.
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΄Ασκηση 13. 1. Να δείξετε ότι : 2k − 1 | 2k·m − 1, ∀k,m ∈ N.
2. Αν k,m ∈ N και k > 2, να δείξετε ότι : 2k − 1 - 2m − 1.
3. Αν n ∈ N, να δείξετε ότι : n2 | (n + 1)n − 1.
4. Αν n ∈ N, να δείξετε ότι : (2n − 1)2 | 2(2n−1)n − 1.

΄Ασκηση 14. ΄Ενας πρώτος αριθµός p καλείται πρώτος του Fermat αν είναι της µορφής p = 22
r

+ 1,
r ≥ 0.

΄Ενας πρώτος αριθµός p καλείται πρώτος του Mersenne αν είναι της µορφής p = 2q − 1, q :
πρώτος.

1. Να δείξετε ότι αν n ∈ N και ο αριθµός 2n + 1 είναι πρώτος, τότε ο n είναι δύναµη του 2 και άρα ο
αριθµός 2n + 1 είναι πρώτος του Fermat.

2. Να δείξετε ότι αν ο αριθµός 2n − 1 είναι πρώτος, n ∈ N, τότε ο αριθµός n είναι πρώτος και άρα ο
2n − 1 είναι πρώτος του Mersenne.

3. Γενικότερα δείξτε ότι αν a, n είναι ϕυσικοί αριθµοί, όπου n > 1, και ο αριθµός an−1 είναι πρώτος,
τότε a = 2 και ο αριθµός n είναι πρώτος (και άρα πρώτος του Mersenne).

΄Ασκηση 15. ΄Εστω n ≥ 2 ένας ϕυσικός αριθµός.

1. Αν ο n είναι περιττός, τότε να δείξετε ότι :

n(n + 1)

2
| n!

2. ∆είξτε ότι :
n(n + 1)

2
- n! =⇒ n : πρώτος

΄Ασκηση 16. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = ak10k + ak−110k−1 + · · ·+ a110 + a0, ak 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ k

στο δεκαδικό σύστηµα. Να δείξετε ότι :

(1)
4 | a ⇐⇒ 4 | a110 + a0

(2)
25 | a ⇐⇒ 25 | a110 + a0

(3)
3 | a ⇐⇒ 3 | ak + · · ·+ a1 + a0

(4)
9 | a ⇐⇒ 9 | ak + · · ·+ a1 + a0

(5)
7 | a ⇐⇒ 7 | 2a0 − a∗

όπου :
a∗ = ak10k−1 + ak−110k−2 + · · ·+ a210 + a1

΄Ασκηση 17. ∆είξτε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός µπορεί να γραφεί ως άθροισµα πεπερασµένου πλήθους
διακεκριµµένων δυνάµεων του 2.

Ως εφαρµογή γράψτε τον αριθµό 2722013 ως άθροισµα διακεκριµµένων δυνάµεων του 2.
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΄Ασκηση 18. Να γραφεί ο αριθµός

(1) (10101111)2 στο δεκαδικό σύστηµα αριθµήσης.
(2) (999)10, δηλαδή ο αριθµός 999, στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης.
(3) (100011110101)2 στο 16-αδικό σύστηµα αρίθµησης.

΄Ασκηση 19. Χρησιµοποιήστε το Κόσκινο του Ερατοσθένη για να ϐρείτε όλους τους πρώτους αριθµούς
≤ 200.

΄Ασκηση 20. Βρείτε όλους τους πρώτους αριθµούς οι οποίοι µπορούν να εκφρασθούν ως διαφορά τετάρ-
των δυνάµεων δύο ακεραίων αριθµών.

΄Ασκηση 21. 3 Βρείτε όλους τους πρώτους αριθµούς οι οποίοι είναι της µορφής n3 + 1.

΄Ασκηση 22. Αν n είναι ένας ϕυσικός αριθµός, να δείξετε ότι ο αριθµός n! + 1 έχει έναν πρώτο διαιρέτη
d > n. Να συµπεράνετε ότι το πλήθος των πρώτων αριθµών είναι άπειρο.

΄Ασκηση 23. ΄Εστω ότι n, k, a είναι ϑετικοί ακέραιοι, όπου n > 1, και υποθέτουµε ότι οι ϑετικοί ακέραιοι

a, a + k, a + 2k, · · · , a + (n− 1)k

είναι περιττοί πρώτοι αριθµοί. Να δείξετε ότι ο αριθµός k διαιρείται από όλους τους πρώτους αριθµούς οι
οποίοι είναι µικρότεροι του n.

3∆εν είναι γνωστό αν υπάρχει πεπερασµένο πλήθος πρώτων αριθµών της µορφής n2+1. Το 1973 αποδείχθηκε από τον H.
Iwaniec ότι το πλήθος των αριθµών της µορφής n2 + 1 οι οποίοι είναι πρώτοι ή γινόµενο δύο πρώτων αριθµών είναι άπειρο.


