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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν όλοι οι πρώτοι διαιρέτες των αριθµών:

289, 515, 9555, 100.000, 196.608, 20!,
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΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η πρωτογενής ανάλυση των αριθµών:

224 − 1, 230 − 1, 236 − 1

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, όλες οι τιµές του n ∈ N για τις οποίες ο αριθµός n4 +4 είναι πρώτος.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω n > 1 ένας ϕυσικός αριθµός. Να δείξετε ότι ο αριθµός
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δεν είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 5. ∆είξτε ότι αν ο ϕυσικός αριθµός n > 4 είναι σύνθετος, τότε : n | (n− 1)!.

΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 2, ο αριθµός n
√
n είναι άρρητος.

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθούν όλες οι τιµές του n ∈ N για τις οποίες ο αριθµός n3 + 1 είναι πρώτος.

΄Ασκηση 8. Βρείτε, αν υπάρχουν, όλους τους πρώτους της µορφής :

(1) n3 − 1.
(2) n2 − 4.
(3) 8n + 1
(4) 3p + 1, όπου p πρώτος.
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΄Ασκηση 9. ∆είξτε ότι αν n > 1 είναι ένας ϑετικός ακέραιος και ισχύει

n | 4[(n− 1)! + 1]

τότε είτε n = 4 είτε ο n είναι πρώτος.

΄Ασκηση 10. Χρησιµοποιώντας κατάλληλα το Κριτηριο Eisenstein, ϐλέπε ΄Ασκηση 16. του Φυλλαδίου 2.,
να δείξετε ότι το πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές

Φp(t) = 1 + t + t2 + · · ·+ tp, p : πρώτος (p-οστό κυκλοτοµικό πολυώνυµο)

είναι ανάγωγο.

΄Ασκηση 11. Να ϐρεθούν όλοι οι πρώτοι p για τους οποίους ισχύει ότι οι αριθµοί p, p+ 2, p+ 4 είναι επίσης
πρώτοι.

΄Ασκηση 12. Χρησιµοποιώντας κατάλληλα το Κριτηριο Eisenstein, ϐλέπε ΄Ασκηση 16. του Φυλλαδίου 2.,
να δείξετε ότι τα πολυώνυµα µε ακέραιους συντελεστές

g1(t) = 6t5 + 14t3 − 21t + 35, g2(t) = 18t5 − 30t2 + 120t = 360

g3(t) = t4 − 2t3 + 6t− 3, g4(t) = t4 + 6t3 + 12t2 + 16t + 6

είναι ανάγωγα υπεράνω του Q.

΄Ασκηση 13. Να επεκτείνετε κατάλληλα το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής έτσι ώστε να ισχύει για
κάθε ϑετικό ϱητό αριθµό.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι p είναι ένας πρώτος αριθµός p 6= 2, 5. Να δειχθεί ότι

10 | p2 − 1 ή 10 | p2 + 1

΄Ασκηση 15. ΄Εστω a, b ∈ N τέτοιοι ώστε

a | b2, b2 | a3, a3 | b4, b4 | a5, · · ·
∆είξτε ότι a = b.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A,B,C ϕυσικοί αριθµοί µε πρωτογενείς αναλύσεις

A = pa11 pa22 · · · p
an
n & B = pb11 pb22 · · · p

bn
n & C = pc11 pc22 · · · p

cn
n

όπου : ai < bi < ci, 1 < i < n. Να ϐρεθεί το πλήθος και το άθροισµα των ϕυσικών διαρετών των A,B,C.

΄Ασκηση 17. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = ak10k + ak−110k−1 + · · ·+ a110 + a0, ak 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ k

στο δεκαδικό σύστηµα. Να δείξετε ότι :

13 | a ⇐⇒ 13 | 9a0 − a∗

όπου :
a∗ = ak10k−1 + ak−110k−2 + · · ·+ a210 + a1

Ως εφαρµογή να δείξετε ότι κάθε αριθµός της µορφής abcabc, δηλαδή κάθε αριθµός της µορφής a105 +
b104 + c103 + a102 + b10 + c διαιρείται από το 13.
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΄Ασκηση 18. ΄Ενας κατάστηµα ηλεκτρονικών ειδών από την πώληση ενός συγκεκριµένου τύπου κινητού
τηλεφώνου είχε έσοδα 139.499€. Αν η τιµή του κινητού τηλεφώνου είναι ακέραιος µεγαλύτερος του 1 και
µικρότερος του 300, να ϐρεθεί ο αριθµός των κινητών τηλεφώνων που πούλησε το κατάστηµα.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω H το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών της µορφής 4k + 1. ΄Ενας αριθµός h ∈ H

καλείται πρώτος του Hilbert αν οι µοναδικές παραγοντοποιήσεις του h µε αριθµούς από το σύνολο H είναι
οι τετριµµένες : h = h · 1 και h = 1 · h.

(1) Να δείξετε ότι το σύνολο H είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό ϕυσικών αριθµών.
(2) Βρείτε του 20 µικρότερους πρώτους του Hilbert.
(3) ∆είξτε ότι κάθε αριθµός από το σύνολο H µπορεί να γραφεί ως γινόµενο πρώτων του Hilbert.
(4) ∆είξτε ότι η παραγοντοποίηση αριθµών από το σύνολο H ως γινόµενο πρώτων του Hilbert δεν είναι

µοναδική, γράφοντας τον αριθµό 693 ∈ H µε δύο διαφορετικούς τρόπους ως γινόµενα πρώτων του
Hilbert.

΄Ασκηση 20. ΄Ενας ϑετικός ακέραιος a > 1 καλείται ελεύθερος τετραγώνου, αν δεν διαιρείται από
τετράγωνο ϑετικού ακεραίου > 1.

(1) Να δειχθεί ότι ο ϑετικός ακέραιος a > 1 είναι ελέυθερος τετραγώνου αν και µόνον αν η πρωτογενής
ανάλυση του a είναι της µορφής a = p1p2 · · · pk, όπου pi είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί,
1 ≤ i ≤ k.

(2) Να δειχθεί ότι κάθε ϑετικός ακέραιος a > 1 µπορεί να γραφεί ως a = bc, όπου ο b είναι ελεύθερος
τετραγώνου και ο c είναι τετράγωνο ϑετικού ακέραίου.


