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΄Ασκηση 1. (1) Να δείξετε ότι

(
112, 96, 24

)
= 8 και ακολούθως να ϐρεθούν ακέραιοι x, y και z έτσι

ώστε :

8 = 112x+ 96y + 24z

(2) Να υπολογίσετε τον Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη d = (1092, 1155, 2002) και στη συνέχεια να ϐρείτε

ακέραιους x, y και z έτσι ώστε :

d = 1092x+ 1155y + 2002z

΄Ασκηση 2. Για κάθε ϕυσικό αριθµό m να δείξετε ότι :(
2m + 3m, 2m+1 + 3m+1

)
= 1

΄Ασκηση 3. Αν a, b είναι ακέραιοι, να ϐρεθεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης
1
:

d =
(
a2015 + b2016, ab

)
΄Ασκηση 4. ΄Εστω {an}n≥0 η ακολουθία ακεραίων αριθµών η οποία ορίζεται µέσω της αναδροµικής

σχέσης :

a0 = 2 & an+1 = a2n − an + 1, ∀n ≥ 0

Να δείξετε ότι : (
an, am

)
= 1, ∀n 6= m

Με τη ϐοήθεια της παραπάνω σχέσης να δείξετε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω οι ϑετικοί ακέραιοι a, b.

(1) ∆είξτε ότι : (an − bn
a− b

, a− b
)
=

(
n(a, b)n−1, a− b

)
(2) Να συµπεράνετε ότι αν (a, b) = 1, τότε :(an − bn

a− b
, a− b

)
= (n, a− b)

1
Αν (a, b) = 1, τότε η παρούσα ΄Ασκηση είναι η ΄Ασκηση 11 του Φυλλαδίου Ασκήσεων 3.
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΄Ασκηση 6. (1) Να υπολογισθεί το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο

[301337, 307829]

(2) Να ϐρεθούν όλοι οι ακέραιοι n,m για τους οποίους ισχύει ότι :

(n,m) = 18 και [n,m] = 720

΄Ασκηση 7. (1) ∆είξτε ότι : (a+ kb, a) = (a, b).
(2) ∆είξτε ότι : (x, b) = 1 =⇒ (ax+ by, b) = (a, b).
(3) ∆είξτε ότι : (y, a) = 1 =⇒ (a, ax+ by) = (a, b).
(4) ΄Εστω x, y ∈ Z και έστω

M =

(
a1 b1
a2 b2

)
∈ M2(Z)

ένας 2×2 πίνακας µε στοιχεία ακέραιους αριθµούς. Αν Det(M) = ±1, δηλαδή αν a1b2−b1a2 =
±1, να δείξετε ότι : (

a1x+ b1y, a2x+ b2y
)
= (x, y)

΄Ασκηση 8. ΄Εστω a, b ∈ N, και υποθέτουµε ότι : (a, b) = 1. Να δείξετε ότι :

(1)

(
a+ b, a2 − ab+ b2

)
= 1 ή 3.

(2)

(
a3 + b3, a2 + b2

)
| (a− b).

Μπορείτε να προσδιορίσετε, στις παραπάνω περιπτώση (1), πότε ακριβώς ο µέγιστος κοινός διαιρέτης έχει

την τιµή 1, ή 3;

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τους ϑετικούς ακέραιους a1, a2, · · · , an.
(1) Αν οι a1, a2, · · · , an είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, να δειχθεί ότι :

[a1, a2, · · · , an] = a1 · a2 · · · an
(2) Ισχύει η παραπάνω σχέση, αν οι αριθµοί a1, a2, · · · , an είναι πρώτοι µεταξύ τους ;

΄Ασκηση 10. Αν a, b, c > 0 και (a, b) = 1 = (b, c), και αν ο αριθµός
1
a + 1

b + 1
c είναι ακέραιος, τι

συµπέρασµα µπορείτε να εξάγετε για τους αριθµούς a, b, c;

΄Ασκηση 11. Αν a, b είναι ϑετικοί ακέραιοι και (a, b) = 1, να ϐρεθεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης :(
a2 + b2, a+ b

)
΄Ασκηση 12. ΄Εστω k ένας ακέραιος.

(1) Αν k > 0, να δείξετε ότι οι αριθµοί

3k + 2, 5k + 3

είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους.

(2) ΄Εστω οι ϑετικοί ακέραιοι αριθµοί n,m, κ, λ και ο ακέραιος a. ∆είξτε ότι :∣∣∣∣ m κ
λ n

∣∣∣∣ = 1 =⇒ (na+ κ,ma+ λ) = 1
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΄Ασκηση 13. ΄Εστω n ένας ϕυσικός αριθµός και έστω ότι i και j είναι ακέραιοι αριθµοί. Να δείξετε ότι :

1 ≤ i < j ≤ n =⇒
(
n! · i+ 1, n! · j + 1

)
= 1

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσµα δείξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

΄Ασκηση 14. Αν a, b είναι δύο µη µηδενικοί ακέραιοι, δείξτε ότι

(a2, ab, b2) = (a, b)2 & [a2, ab, b2] = [a, b]2

΄Ασκηση 15. ΄Εστω a1, . . . , an ακέραιοι όχι όλοι µηδέν και b ένας ακέραιος. ∆είξτε ότι ο b διαιρεί τον

ai για κάθε i = 1, . . . , n αν και µόνο αν ο b διαιρεί τον Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη των ai. Επίσης δείξτε ότι

ο b είναι κοινό πολλαπλάσιο των ai, αν και µόνο αν ο b διαιρείται από το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο

των ai.

΄Ασκηση 16. Αν a, b, c είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :(
[a, b], c

)
= [(a, c), (b, c)] & [(a, b), c] =

(
[a, c], [b, c]

)
΄Ασκηση 17. Αν a, b, c είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :(

[a, b], [a, c], [b, c]
)
= [(a, b), (a, c), (b, c)]

΄Ασκηση 18. ΄Εστω a, n,m ∈ N, όπου a ≥ 2 και n ≥ m. Να δείξετε ότι :

(1) Αν m | n, τότε :
(an − 1, am − 1) = am − 1

(2) Αν n = mq + r, όπου 1 ≤ r < m, τότε :

(an − 1, am − 1) = (ar − 1, am − 1)

(3)

(an − 1, am − 1) = a(n,m) − 1

΄Ασκηση 19. Αν n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι, να δειχθεί ότι ο αριθµός

(n,m)

n

(
n

m

)
είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 20. ΄Ενας εκδοτικός οίκος έχει εισπράξει 375961€ από την πώληση ένός ϐιβλίου. Αν η τιµή του

ϐιβλίου είναι µεγαλύτερη του 1€ και είναι ακριβές πολλαπλάσιο του ευρώ, πόσα ϐιβλία έχει πουλήσει ο

εκδοτικός οίκος ;


