
ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

Τµηµα Β΄

Προτεινοµενες Ασκησεις - Φυλλαδιο 5

∆ιδασκων: Α. Μπεληγιάννης

Ιστοσελιδα Μαθηµατος :
http://users.uoi.gr/abeligia/NumberTheory/NT2016/NT2016.html

Πέµπτη 16 Νεµβρίου 2016

΄Ασκηση 1. Να ϐρεθεί ένας ϑετικός ακέραιος n ≤ 70 έτσι ώστε τ(n) = 12.

΄Ασκηση 2. Να εξετασθεί αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος n έτσι ώστε σ(n) = 10.

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν ϑετικοί ακέραιοι n έτσι ώστε : σ(n) = σ(n+ 1).

΄Ασκηση 4. Για κάθε m ∈ N0 = N ∪ {0}, ϑεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση

σm : N −→ C, σm(n) =
∑
d|n

dm

Να δείξετε ότι η σm είναι πολλαπλασιαστική, και ακολούθως να δείξετε ότι αν n = pa11 · · · p
ak
k είναι η

πρωτογενής ανάλυση του n, τότε :

σm(n) =
k∏

i=1

p
m(ai+1)
i − 1

pmi − 1

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τις αριθµητικές συναρτήσεις

γ, τ : N −→ C
όπου γ(n) είναι το γινόµενο των ϕυσικών διαιρετών του n και τ(n) είναι το πλήθος των ϕυσικών διαιρετών
του n. Να δείξετε ότι :

γ(n) = n
τ(n)
2

Αν n > 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, τότε να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) γ(n) = n2.
(2) Είτε (α) n = p3, όπου p: πρώτος, ή (β) n = pq, όπου p, q είναι διακεκριµµένοι πρώτοι.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση τ : N −→ C, όπου τ(n) είναι το πλήθος των ϕυσικών
διαιρετών του n. Να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο αριθµός τ(n) είναι περιττός.
(2) Ο αριθµός n είναι τέλειο τετράγωνο.
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΄Ασκηση 7. ΄Ετσω n > 1 ένας ϕυσικός αριθµός.

1. Αν ο n είναι σύνθετος, τότε να δειχθεί ότι : σ(n) > n+
√
n.

2. Αν ο n είναι άρτιος, τότε να δειχθεί ότι : τ(n) ≤ 2
√
n.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω n ένας ϕυσικός αριθµός και υποθέτουµε ότι το πλήθος τ(n) των ϕυσικών διαιρετών
του είναι περιττός αριθµός. Τότε σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 6 ο αριθµός n είναι τέλειο τετράγωνο, δηλαδή
n = m2 για κάποιον ϑετικό ακέραιο m. Να δειχθεί ότι :

τ(n)

 = 2m− 1, m = 1, 2

< 2m− 1, m > 2

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση σ : N −→ C, όπου σ(n) είναι το άθροισµα των ϕυσικών
διαιρετών του n. Να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο αριθµός σ(n) είναι περιττός.
(2) Ο αριθµός n είναι : είτε (α) τέλειο τετράγωνο, ή (β) διπλάσιο τέλειου τετραγώνου.

΄Ασκηση 10. Υποθέτουµε ότι f, g : N −→ C είναι πολλαπλασιαστικές αριθµητικές συναρτήσεις.

(1) Να δείξετε ότι το συνηθισµένο γινόµενο συναρτήσεων

f · g : N −→ C, (f · g)(n) = f(n) · g(n)
είναι επίσης πολλαπλασιαστική συνάρτηση.

(2) Αν g(n) 6= 0, ∀n ∈ N, τότε το συνηθισµένο πηλίκο συναρτήσεων

f/g : N −→ C, (f/g)(n) =
f(n)

g(n)

είναι επίσης πολλαπλασιαστική συνάρτηση.

΄Ασκηση 11. Για n ∈ N, ένας µιγαδικός αριθµός z ∈ C λέγεταιπρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδος

αν:
zn = 1 και zm 6= 1 για 1 ≤ m < n

∆είξτε ότι µ(n) είναι το άθροισµα των πρωταρχικών µιγαδικών n-ϱιζών της µονάδος.

΄Ασκηση 12. Να δειχθούν οι ακόλουθες σχέσεις :∑
d|n

σ(d) =
∑
d|n

n

d
τ(d),

∑
d|n

n

d
σ(d) =

∑
d|n

dτ(d),
∑
d|n

µ2(d)

τ(d)
=

3r

2r
,

∑
d|n

µ2(d)

σ(d)
=

r∏
i=1

pi + 2

pi + 1

όπου n = pa11 · · · parr είναι η πρωτογενής ανάλυση του n > 1.

΄Ασκηση 13. Να δείξετε ότι :∑
d|n

µ2(d)

τ(d)
=

3r

2r
και

∑
d|n

µ2(d)

σ(d)
=

r∏
i=1

pi + 2

pi + 1

όπου n = pa11 · · · parr είναι η πρωτογενής ανάλυση του n > 1.
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΄Ασκηση 14. Να δείξετε ότι : ∑
d|n

µ2(d)

φ(d)
=

n

φ(n)

Οι επόµενες τέσσερις ασκήσεις είναι εφαρµογές της ΄Ασκησης 20 του Φυλλαδίου Ασκήσεων 5.

΄Ασκηση 15. Να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ((1, 1)) τ((1, 2)) · · · τ((1, n))
τ((2, 1)) τ((2, 2) · · · τ((2, n))

...
...

. . .
...

τ((n, 1)) τ((n, 2)) · · · τ((n, n))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

΄Ασκηση 16. Να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ((1, 1)) σ((1, 2)) · · · σ((1, n))
σ((2, 1)) σ((2, 2) · · · σ((2, n))

...
...

. . .
...

σ((n, 1)) σ((n, 2)) · · · σ((n, n))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = n!

΄Ασκηση 17. Να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ((1, 1)) µ((1, 2)) · · · µ((1, n))
µ((2, 1)) µ((2, 2) · · · µ((2, n))

...
...

. . .
...

µ((n, 1)) µ((n, 2)) · · · µ((n, n))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, ∀n ≥ 8

και η ορίζουσα είναι ίση µε 1,−2, 4, 4,−8,−32, 64 όταν n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 και 7 αντίστοιχα.

΄Ασκηση 18. Αν a ∈ R, να δείξετε ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1, 1)a (1, 2)a · · · (1, n)a

(2, 1)a (2, 2)a · · · (2, n)a

...
...

. . .
...

(n, 1)a (n, 2)a · · · (n, n)a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (n!)a
n∏

j=1

∏
p|j

(1− 1

pa
)

΄Ασκηση 19. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ότι :∏
d|n

µ(d) =

 −1, n : πρώτος
0, n : υπάρχει πρώτος p έτσι ώστε : p2 | n
1, διαφορετικά

΄Ασκηση 20. Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε συµβολίζουµε µε ω(n) το πλήθος των διακεκριµµέ-
νων πρώτων παραγόντων του n.

(1) Να δειχθεί ότι :

µ2(n) =
∑
d|n

µ(d)2ω(
n
d
)



4

(2) Να δειχθεί ότι : ∑
d|n

λ(
n

d
)2ω(d) = 1

όπου λ είναι η συνάρτηση του Liouville.

΄Ασκηση 21. Θεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση

σk : N −→ C, σk(n) =
∑
d|n

dk

Να υπολογισθεί το άθροισµα ∑
d|2014

σ−1k (d)

΄Ασκηση 22. Να δείξετε ότι : ∑
d|n

1

d
=
σ(n)

n

και
σ(n!)

n!
≥

n∑
k=1

1

k

΄Ασκηση 23. ΄Εστω ο ϑετικός ακέραιος n > 1 µε πρωτογενή ανάλυση n = pa11 · · · parr . Να δειχθεί ότι :

1 >
n

σ(n)
> (1− 1

p1
) · · · (1− 1

pr
)

΄Ασκηση 24. Για κάθε ϕυσικό αριθµό a ∈ N, ϑεωρούµε την αριθµητική συνάρτηση

fa : N −→ C, fa(n) = (a, n)

Να υπολογισθεί ο αριθµός
f−1a (2000)


