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΄Ασκηση 1. 1. Να δειχθεί ότι :

310 ≡ 1 (mod 112)

2. Να ϐρεθεί τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:

8 · 9 · 10 · 11 · 12 · 13
7

&
3100000

35
3. Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

5777777

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί ένα περιορισµένο σύστηµα υπολοίπων mod 2n, n ≥ 1.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω a ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε (a, 32760) = 1. Να δείξετε ότι :

a12 ≡ (mod 32760)

΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι για κάθε ϕυσικό n ισχύουν τα εξής :

(1)

22n ≡ 1 (mod 3)

(2)

23n ≡ 1 (mod 7)

(3)

24n ≡ 1 (mod 15)

΄Ασκηση 5. ∆είξτε ότι για κάθε περιττό ακέραιο αριθµό a ισχύει ότι :

a2
n ≡ 1 (mod 2n+2)

΄Ασκηση 6. (1) ∆είξτε ότι : 310 ≡ 1 (mod 112), και n2 ≡ 1 (mod 24), αν n είναι περιττός και 3 - n.

(2) Να ϐρεθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσων:
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΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο των αριθµών:

53333555 & 77775555 & 99997777

΄Ασκηση 8. ∆είξτε ότι :

(1) (a, 35) = 1 =⇒ 35 | a12 − 1.
(2) (a, 42) = 1 =⇒ 168 | a6 − 1.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος, και k ∈ N έτισς ώστε : 1 ≤ k ≤ p− 1. ∆είξτε ότι :(
p− 1

k

)
≡ (−1)k (mod p)

΄Ασκηση 10. ΄Εστω p1, p2, · · · , pr διακεκριµµένοι πρώτοι αριθµοί, όπου r ≥ 1, και n = p1p2 · · · pr. Αν a
είναι ένας ακέραιος έτσι ώστε (a, n) = 1, να εξετασθεί αν ισχύει ότι :

a
φ(n)

2r−1 ≡ 1 (modn)

΄Ασκηση 11. Να δειχθεί ότι για κάθε πρώτο αριθµό p ισχύει ότι :(
2p

p

)
≡ 2mod p

΄Ασκηση 12. ΄Εστω n,m δύο ϕυσικοί αριθµοί. ∆είξτε ότι :

(m+ n− 1)! ≡ (−1)nn!(m− 1)! (mod(n+m))

΄Ασκηση 13. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος. ∆είξτε ότι((p− 1

2

)
!
)2

=

{
−1 mod p, αν p ≡ 1 (mod 4)
1 mod p, αν p ≡ 3 (mod 4)

΄Ασκηση 14. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος. ∆είξτε ότι

(p− 1)! ≡ p− 1
(
mod(1 + 2 + · · ·+ (p− 1))

)
΄Ασκηση 15. Αν p, q δύο πρώτοι, όπου p 6= q, δείξτε ότι :

ap ≡ a (mod q) & aq ≡ a (mod p) =⇒ apq ≡ a (mod pq)

΄Ασκηση 16. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος αριθµός. ∆είξτε ότι :

(1)

1p−1 + 2p−1 + · · ·+ (p− 1)p−1 ≡ (−1) (mod p)

(2)

1p + 2p + · · ·+ (p− 1)p ≡ 0 (mod p)
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω p, q δύο πρώτοι, όπου p 6= q. ∆είξτε ότι :

pq | (ap+q − ap+1 − aq+1 + a2) & pq | (apq − ap − aq + a)

΄Ασκηση 18. Αν p είναι ένας περιττός πρώτος αριθµός, δείξτε ότι :

12 · 32 · 52 · · · · · (p− 2)2 ≡ (−1)
p+1
2 (mod p) & 22 · 42 · 62 · · · · · (p− 1)2 ≡ (−1)

p+1
2 (mod p)


