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΄Ασκηση 1. Αφού ϐρείτε την πρωτογενή ανάλυση των αριθµών 130, 2275, 1998, 2004, και 2016, να
υπολογίσετε τους µέγιστους κοινούς διαιρέτες

(130, 2275) και (1998, 2004, 2016)

Λύση. Η πρωτογενής ανάλυση των αριθµών 130 και 2275 είναι

130 = 2 · 5 · 13 και 2275 = 52 · 7 · 13
Γράφουµε 130 = 21 · 51 · 70 · 131 και 2275 = 20 · 52 · 71 · 131. Τότε έχουµε

(130, 2275) = 2min{1,0} · 5min{1,2} · 7min{0,1} · 13min{1,1} = 20 · 51 · 70 · 131 = 5 · 13 = 65

Συνεπώς ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθµών 130 και 2275 είναι (130, 2275) = 65.
Παρόµοια οι πρωτογενείς αναλύσεις των αριθµών 1998, 2004, και 2016, είναι :

1998 = 2 · 33 · 37, 2004 = 22 · 3 · 167, 2016 = 25 · 32 · 37
Γράφουµε 1998 = 21 · 33 · 371 · 1670, 2004 = 22 · 31 · 370 · 167, και 2016 = 25 · 32 · 371 · 1670. Τότε ϑα
έχουµε

(1998, 2004, 2016) = 2min{1,2,5} · 3min{3,1,2} · 37min{1,0,1} · 167min{0,1,0} = 21 · 31 · 370 · 1670 = 2 · 3 = 6

΄Αρα ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθµών 1998, 2004, και 2016 είναι (1998, 2004, 2016) = 6. �

΄Ασκηση 2. ∆είξτε ότι για κάθε ακέραιο k ισχύει ότι :

(7k + 5, 11k + 8) = 1 & (8k + 3, 5k + 2) = 1

Λύση. • ΄Εστω (7k + 5, 11k + 8) = d. Τότε

d | 7k+5 & d | 11k+8 =⇒ d | 11(7k+5) & d | 7(11k+8) =⇒ d | 77k+55 & d | 77k+56 =⇒ d | 1
και εποµένως d = 1.

∆ιαφορετικα: −11(7k + 5) + 7(11k + 8) = −55 + 56 = 1, και άρα (7k + 5, 11k + 8) = 1.

• ΄Εστω (8k + 3, 5k + 2) = d. Τότε

d | 8k+3 & d | 5k+2 =⇒ d | 5(8k+3) & d | 8(5k+2) =⇒ d | 40k+15 & d | 40k+16 =⇒ d | 1
και εποµένως d = 1.

∆ιαφορετικα: (−5)(8k + 3) + 8(5k + 2) = −15 + 16 = 1, και άρα (8k + 2, 5k + 2) = 1. �
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΄Ασκηση 3. ΄Εστω οι ακέραιοι αριθµοί a1, a2, · · · , an, n ≥ 3.

1. ∆είξτε ότι : (
a1, a2, · · · , an

)
=
(
|a1|, |a2|, · · · , |an|

)
2. ∆είξτε ότι αν λ, είναι ένας ακέραιος αριθµός, τότε :(

λa1, λa2, · · · , λan
)
= |λ|

(
a1, a2, · · · , an

)
3. Αν k ≤ n− 2, τότε :(

a1, a2, · · · , an
)
=
(
a1, a2, · · · , ak, (ak+1, · · · , an)

)
4. Αν b = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan για κάποιους ακεραίους x1, x2, · · · , xn, τότε :(

a1, a2, · · · , an
)
=
(
a1, a2, · · · , an, b

)
5. Αν ak 6= 0, ∀k = 1, 2, · · · , n, δείξτε ότι :(

a1, a2, · · · , an
)
= d ⇐⇒ d | a1, d | a2, · · · , d | an και

(a1
d
,
a2
d
, · · · , an

d

)
= 1

Λύση. 1. Επειδή d | a ⇐⇒ d | |a|, ϑέτοντας d = (a1, a2, · · · , an) και δ = (|a1|, |a2|, · · · , |an|), ϑα
έχουµε:

d | ai, 1 ≤ i ≤ n, =⇒ d | |ai|, 1 ≤ i ≤ n, =⇒ d | δ

δ | |ai|, 1 ≤ i ≤ n, =⇒ δ | ai, 1 ≤ i ≤ n, =⇒ δ | d
Εποµένως επειδή d, δ ≥ 1, ϑα έχουµε d = δ.

2. ΄Εστω d = (a1, a2, · · · , an) και δ = (λa1, λa2, · · · , λan). Τότε ϑα δείξουµε ότι |λ|d = δ. Υποθέ-
τουµε πρώτα ότι λ > 0. ϑα έχουµε:

d | ak, 1 ≤ k ≤ n =⇒ λd | λak, 1 ≤ k ≤ n

Από την άλλη πλευρά επειδή d = (a1, a2, · · · , an), έπεται ότι1: d = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan
για κάποιους ακεραίους x1, · · · , xn. Τότε λd = x1λa1 + x2λa2 + · · · + xnλan. Επειδή λd |
λak, 1 ≤ k ≤ n, ϑα έχουµε ότι : λd = (λa1, λa2, · · · , λan) = δ.

Παρόµοια δουλεύουµε αν λ < 0.
3. ΄Εστω d = (a1, a2, · · · , an) και δ = (ak+1, · · · , an). Θέτοντας d′ = (a1, a2, · · · , ak), και d′′ =

(d′, δ), ϑα δείξουµε ότι : d = (d′, δ) = d′′. Επειδή d = (a1, a2, · · · , an), ϑα έχουµε:

d | ai, 1 ≤ i ≤ n =⇒ d | ai, 1 ≤ i ≤ k & d | aj , k+1 ≤ j ≤ n =⇒ d | d′ & d | δ =⇒ d | (d′, δ) = d′′

Αντίστροφα, επειδή d′ = (a1, · · · , ak) και δ = (ak+1, · · · , an), ϑα έχουµε:

d′′ | d′ & d′′ | δ =⇒ d′′ | ai, 1 ≤ i ≤ k & d′′ | aj , k+1 ≤ j ≤ n =⇒ d′′ | δ | ai, 1 ≤ i ≤ n =⇒ d′′ | d

Εποµένως ϑα έχουµε: d = d′′.
4. ΄Εστω d = (a1, a2, · · · , an) και δ = (a1, a2, · · · , an, b). Θα δείξουµε ότι d = δ. Επειδή

d | ak, 1 ≤ k ≤ n =⇒ d | xkak, 1 ≤ k ≤ n =⇒ d | (x1a1+x2a2+· · ·+xnan) =⇒ d | b =⇒ d | δ

Αντίστροφα, προφανώς δ | ak, 1 ≤ k ≤ n και άρα δ | d. Εποµένως d = δ.

1Υπενθυµίζουµε από τη Θεωρία ότι :
• «(a1, a2, · · · , an) = d αν και µόνον αν d | ak, ∀k = 1, 2, · · · , n και υπάρχουν ακέραιοι x1, x2, · · · , xn έτσι ώστε :

x1a1 +x2a2 + · · ·+xnan = d. Ιδιαίτερα : (a1, a2, · · · , an) = 1 αν και µόνον αν υπάρχουν ακέραιοι x1, x2, · · · , xn έτσι ώστε :
x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 1.»
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5. Θα έχουµε:
«=⇒» ΄Εστω ότι (a1, a2, · · · , an) = d. Τότε d | ak, ∀k = 1, 2, · · · , n και υπάρχουν ακέραιοι

x1, x2, · · · , xn έτσι ώστε : x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = d. Εποµένως ϑα έχουµε ότι
ak
d
∈ Z, 1 ≤ k ≤ n και x1

a1
d

+ x2
a2
d

+ · · ·+ xn
an
d

= 1

΄Αρα (a1d ,
a2
d , · · · ,

an
d ) = 1.

«⇐=» ΄Εστω ότι d | ak, ∀k = 1, 2, · · · , n και (a1d ,
a2
d , · · · ,

an
d ) = 1. Τότε υπάρχουν ακέραιοι

y1, y2, · · · , yn έτσι ώστε : y1 a1d + y2
a2
d + · · ·+ yn

an
d = 1. Τότε προφανώς ϑα έχουµε:

dy1a1 + dy2a2 + · · ·+ dynan = d =⇒ (a1, a2, · · · , an) = d

διότι d | ak, ∀k = 1, 2, · · · , n. �

΄Ασκηση 4. 1. Αν a, b, c είναι ακέραιοι και (a, b) = 1 = (a, c), δείξτε ότι :

(a, bc) = 1

2. Γενικότερα αν a1, a2, · · · , an και b είναι ακέραιοι και (a1, b) = (a2, b) = · · · = (an, b) = 1, δείξτε
ότι :

(a1a2 · · · an, b) = 1

Λύση. 1. ΄Εστω d = (a, bc). Αν d > 1, τότε ο αριθµός d έχει έναν πρώτο διαιρέτη p. ΄Ετσι p | d και
εποµένως p | a και p | bc. Επειδή ο p είναι πρώτος, έπεται ότι p | b ή p | c. Αν p | b, τότε επειδή p | a
ϑα έχουµε p | (a, b) = 1 και άρα p = 1 το οποίο είναι άτοπο. Αν p | c, τότε επειδή p | a ϑα έχουµε
p | (a, c) = 1 και άρα p = 1 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα καταλήγουµε ότι d = (a, bc) = 1.

2. Η απόδειξη είναι παρόµοια : ΄Εστω d = (a1a2 · · · an, b). Υποθέτουµε ότι d > 1 και εποµένως ο
αριθµός d έχει έναν πρώτο διαιρέτη p. Επειδή ο p είναι πρώτος και επειδή p | a1a2 · · · an (διότι p | d),
έπεται ότι p | ak για κάποιο k = 1, 2, · · · , n. Επειδή p | b , ϑα έχουµε ότι p | (ak, b) = 1 και άρα p = 1
το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα d = (a1a2 · · · an, b) = 1. �

΄Ασκηση 5. ΄Εστω a, b, c µη-µηδενικοί ακέραιοι αριθµοί.

1. Αν (a, b) = 1 και c | (a+ b), δείξτε ότι : (c, a) = 1 = (c, b).
2. Αν (b, c) = 1, τότε : (a, bc) = (a, b)(a, c).

Λύση. 1. ΄Εστω d = (a, c) και δ = (b, c).
• 1ος Τρόπος Τότε d | c και d | a. Εοειδή c | a+ b, ϑα έχουµε d | a+ b. ΄Ετσι επειδή d | a

και d | a + b, ϑα έχουµε d | a + b − a = a, δηλαδή d | b. Επειδή d | a και d | b, έπεται ότι
d | (a, b) = 1, δηλαδή d | 1. Εποµένως d = (a, c) = 1.

Ακριβώς παρόµοια δείχνουµε ότι δ = (b, c) = 1.
• 2ος Τρόπος Τότε d | c και άρα d | a+b διότι από την υπόθεση c | a+b. Επειδή (a, b) = 1,

ϑα έχουµε ax+ by = 1, για κάποιους ακεραίους x, y. Επειδή d | a ϑα έχουµε d | ax και d | ay
και εποµένως d | (1− by). Τότε :

d | c =⇒ d | a+b =⇒ d | ay+by & d | 1−by =⇒ d | ay+1 & d | ay =⇒ d | 1 =⇒ d = 1

΄Αρα (c, a) = 1.
Παρόµοια ϑα έχουµε δ | c και άρα δ | a+ b διότι από την υπόθεση c | a+ b. Επειδή δ | b ϑα

έχουµε δ | bx και δ | by και εποµένως δ | (1− ax). Τότε :

δ | c =⇒ δ | a+ b =⇒ δ | ax+ bx & δ | 1−ax =⇒ δ | bx+1 & δ | bx =⇒ δ | 1 =⇒ δ = 1
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2. Θέτουµε: d = (a, bc), d1 = (a, b), d2 = (a, c). Θα δείξουµε ότι d = d1d2.
Θα δείξουµε πρώτα ότι : (d1, d2) = 1. ΄Εστω (d1, d2) = x. Τότε :

x | d1 & x | d2 =⇒ x | b & x | c =⇒ x | (b, c) = 1 =⇒ x = 1 =⇒ (d1, d2) = 1 (1)

Από την άλλη πλευρά, επειδή d1 = (a, b) και d2 = (a, c), υπάρχουν ακέραιοι x1, y1, x2, y2, έτσι
ώστε :

d1 = ax1 + by1 & d2 = ax2 + cy2 =⇒ d1d2 = a(ax1x2 + cx1y2 + bx2y1) + bc(y1y2) (2)

Λόγω της (2), για να δείξουµε ότι d1d2 = d, αρκεί να δείξουµε ότι d1d2 | a και d1d2 | bc. Θα
έχουµε:

d1 | b & d2 | c =⇒ d1d2 | bc (3)

d1 | a & d2 | a & (d1, d2) = 1 =⇒ d1d2 | a (4)

Η απόδειξη της (3) είναι άµεση. Θα δείξουµε την σχέση (4). Αν a = 1, τότε επειδή d1 | a
και d2 | a, ϑα έχουµε d1 = d2 = 1 και άρα d1d2 = 1 | a. Υποθέτουµε ότι a > 1, και άρα
µπορούµε να ϑεωρήσουµε την πρωτογενή ανάλυση a = pa11 · p

a2
2 · · · p

ak
k του a. Επειδή d1 | a,

έπεται ότι d1 = pb11 · p
b2
2 · · · p

bk
k , όπου 0 ≤ bi ≤ ai και 1 ≤ i ≤ k. Επειδή d2 | a, έπεται ότι

d2 = pc11 · p
c2
2 · · · p

ck
k , όπου 0 ≤ ci ≤ ai και 1 ≤ i ≤ k. Εποµένως

d1d2 = pb1+c11 · pb2+c22 · · · pbk+ckk

Από την άλλη πλευρά, έχουµε:

1 = (d1, d2) = p
min{b1,c1}
1 · pmin{b2,c2}

2 · · · pmin{bk,ck}
k =⇒ min{bi, ci} = 0, 1 ≤ i ≤ k

Οι τελευταίες σχέσεις δίνουν ότι : bi + ci ≤ ai, 1 ≤ i ≤ k. Πράγµατι, αν min{bi, ci} = bi, τότε
bi = 0, και άρα bi + ci = ci ≤ ai. Αν min{bi, ci} = ci, τότε ci = 0, και άρα bi + ci = bi ≤ ai.
Εποµένως σε κάθε περίπτωση: bi + ci = ci ≤ ai, 1 ≤ i ≤ k, και εποµένως d1d2 | a.

Από τις (2), (3) και (4) έπεται ότι d1d2 = (a, bc) = d. �

΄Ασκηση 6. ΄Εστω οι ακέραιοι αριθµοί a, b, c, d. Αν b, d > 0 και (a, b) = 1 = (c, d), και αν ο αριθµός
a
b +

c
d είναι ακέραιος, δείξτε ότι : b = d.

Λύση. Θα έχουµε:
a

b
+
c

d
∈ Z =⇒ ad+ bc

bd
∈ Z =⇒ bd | ad+ bc

Τότε ϑα έχουµε:

bd | d(ad+ bc) =⇒ bd | ad2 + bdc & bd | bdc =⇒ bd | ad2 =⇒ b | ad

Εποεµένως
(a, b) = 1 & b | ad =⇒ b | d

∆ουλεύοντας ακριβώς ανάλογα και χρησιµοποιώντας ότι (c, d) = 1, ϑα έχουµε και d | b. Εποµένως,
επειδή b, d > 0, ϑα έχουµε: b = d. �

΄Ασκηση 7. Αν x, y είναι ϑετικοί ακέραιοι και x < y, τότε :

a2
x
+ 1 | a2y − 1 και άρα:

(
a2

y − 1, a2
x
+ 1
)
= a2

x
+ 1 (†)
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Λύση. Θα δείξουµε πρώτα µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής ότι :

∀k ∈ N : a2
k − 1 = (a− 1) ·

k−1∏
i=0

(a2
i
+ 1) = (a− 1) · (a20 + 1) · (a21 + 1) · · · (a2k−1

+ 1) (∗)

• Για k = 1, προφανώς η (*) ισχύει διότι : a2
1 − 1 = a2 − 1 = (a− 1) · (a+ 1) = (a− 1) · (a20 + 1).

• Υποθέτουµε ότι η (*) ισχύει για k = r: a2
r − 1 = (a− 1) ·

∏r−1
i=0 (a

2i + 1).
• Για k = r + 1, χρησιµοποιώντας την Επαγωγική Υπόθεση, ϑα έχουµε:

a2
r+1 − 1 = a2

r·2 − 1 = (a2
r
)2 − 1 = (a2

r − 1) · (a2r + 1) = (a− 1) ·
r−1∏
i=0

(a2
i
+ 1)(a2

r
+ 1) =

και άρα:

a2
r+1 − 1 = (a− 1) ·

r∏
i=0

(a2
i
+ 1)

Αν τώρα y > x, ϑα έχουµε x ≤ y − 1 και άρα από τη σχέση (∗) έπεται ότι :

a2
y − 1 = (a− 1) ·

y−1∏
i=0

(a2
i
+ 1) = (a− 1) · (a20 + 1) · (a21 + 1) · · · (a2x + 1) · · · (a2y−1

+ 1)

∆ηλαδή (a2
x
+ 1) | (a2y − 1). Τότε όµως ϑα έχουµε και :

(
a2

y − 1, a2
x
+ 1
)
= a2

x
+ 1. �

΄Ασκηση 8. Αν a, n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι και n 6= m, δείξτε ότι :

(
a2

m
+ 1, a2

n
+ 1
)
=

 1, αν α: άρτιος

2, αν α: περιττός

Λύση. Υποθέτουµε ότι n < m, και έστω d = (a2
m
+ 1, a2

n
+ 1). Τότε από την ΄Ασκηση 7, έπεται ότι

a2
n
+ 1 | a2m − 1, και εποµένως υπάρχει ακέραιος δ έτσι ώστε :

a2
m − 1 = δ · (a2n + 1)

Θα έχουµε a2
m
+ 1 = a2

m − 1 + 2 = δ · (a2n + 1) + 2 και άρα

d = (δ · (a2n + 1) + 2, a2
n
+ 1)

Επειδή, όπως προκύπτει εύκολα, ισχύει2 (a+ k · b, b) = (a, b), ∀a, b, k ∈ Z, ϑα έχουµε

d = (2, a2
n
+ 1) =⇒ d | 2 & d | a2n + 1 =⇒ d = 1 ή d = 2 & d | a2n + 1

• Αν ο a είναι άρτιος, τότε προφανώς ο αριθµός a2
n
+ 1 είναι περιττός και προφανώς τότε d = 1.

• Αν ο a είναι περιττός, τότε προφανώς a2
n

είναι περιττός και άρα ο αριθµός a2
n
+ 1 είναι άρτιος.

Προφανώς τότε d = 2. �

2Πράγµατι, έστω d = (a, b) και δ = (a+ kb, b). Τότε :

d | a & d | b =⇒ d | a & d | kb =⇒ d | a+ kb & d | b =⇒ d | (a+ kb, b) =⇒ d | δ

Παρόµοια

δ | a+ kb & δ | b =⇒ δ | a+ kb & δ | kb =⇒ δ | a+ kb− kb = a & δ | b =⇒ δ | (a, b) =⇒ δ | d

Εποµένως d = δ.
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΄Ασκηση 9. Αν a, n,m είναι ϕυσικοί αριθµοί, και ο n είναι περιττός, να δείξετε ότι :

(an − 1, am + 1) = 1 ή 2

Ισχύει η παραπάνω ισότητα αν ο n είναι άρτιος ;

Λύση. ΄Εστω d = (an−1, am+1). Τότε an−1 = dr και am+1 = ds, για κάποιους ϑετικούς ακέραιους
r, s, και εποµένως :

an = dr + 1 & am = ds− 1

Τότε χρησιµοποιώντας διαδοχικά το διώνυµο του Νεύτωνα3

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

ϑα έχουµε:

anm = (an)m = (dr + 1)m =
m∑
k=0

(
m

k

)
(dr)k = 1 +

m∑
k=1

(
m

k

)
(dr)k = 1 +Ad (∗)

όπου A =
∑m

k=1

(
m
k

)
rkdk−1.

Παρόµοια, χρησιµοποιώντας ότι ο n είναι περιττός, ϑα έχουµε:

anm = (am)n = (ds− 1)n = (−1)n(1− ds)n = −
n∑
k=0

(
n

k

)
(−ds)k = −1 +Bd (∗∗)

όπου B = −
∑n

k=1

(
n
k

)
(−)kdk−1sk.

Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) ϑα έχουµε: Ad+1 = Bd− 1 και προφανώς A 6= B. Τότε (B−A)d = 2
και εποµένως d | 2. ∆ηλαδή d = 1 ή 2.

∆ιαλέγοντας στην ΄Ασκηση 7: a = 2, n = 2x, όπου x ≥ 1, και m = 2y στη σχέση (†), έπεται ότι
(am − 1, an + 1) = a2

x
+ 1 > 2 και έτσι η αρχικός ισχυριµός δεν ισχύει για την περίπτωση κατά την

οποία ο αριθµός n είναι άρτιος. �

3Οι διωνυµικοί συντελεστές
(
n
k

)
, όπου n, k ∈ N0 και k ≤ n, ορίζονται ως εξής :(

n

k

)
=

n!

k! (n− k)!

είναι ϑετικοί ακέραιοι, και εκφράζουν το πλήθος των διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να επιλέξουµε k
αντικείµενα από n το πλήθος αντικείµενα. ΄Ετσι για παράδειγµα:(

4

2

)
=

4!

2! (4− 2)!
=

1 · 2 · 3 · 4
1 · 2 · 1 · 2 = 6,

(
15

8

)
=

15!

8! (15− 8)!
=

1 · 2 · · · 15
1 · 2 · · · 8 · 1 · 2 · · · 7 = 6435

Ο τύπος του Νεύτωνα τότε µπορεί να γραφεί ως εξής :

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk =

(
n

0

)
an−0b0 +

(
n

1

)
an−1b1 +

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
an−(n−1)bn−1 +

(
n

n

)
an−nbn

= an + nan−1b+
n(n− 1)

2
an−2b2 + · · ·+ n!

k! (n− k)!a
n−kbk + · · ·+ nabn−1 + bn

Μια χρήσιµη σχέση µεταξλύ των διωνυµικών συντελεστών (η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη, µε την Αρχή
Μαθηµατικής Επαγωγής, του τύπου του διωνύµου του Νεύτωνα) είναι η εξής :(

n+ 1

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
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΄Ασκηση 10. ∆είξτε οτι :

1. (a, b) = 1 ⇐⇒ (an, bm) = 1, ∀n,m ≥ 1.
2. (an, bn) = (a, b)n.

Λύση. 1. «=⇒» ΄Εστω (a, b) = 1 και υποθέτουµε ότι d = (an, bm). Αν d 6= 1, τότε d > 1 και άρα ο d έχει
έναν πρώτο διαιρέτη p. Τότε p | an και άρα επειδή ο p είναι πρώτος ϑα έχουµε p | a. Παρόµοια επειδή
p | bm και ο p είναι πρώτος, ϑα έχουµε p | b. Από τις σχέσεις d | a και p | b έπεται ότι p | (a, b) = 1 το
οποίο είναι άτοπο διότι ο p είναι πρώτος. ΄Αρα (an, bm) = 1.

«⇐=» ΄Εστω (an, bm) = 1, και υποθέτουµε ότι d = (a, b). Αν d 6= 1, τότε d > 1 και άρα ο d έχει έναν
πρώτο διαιρέτη p. Τότε p | a και p | b και εποµένως ϑα έχουµε p | an και p | bm, ∀n,m ≥ 1. Τότε
d | (an, bm) = 1 το οποίο είναι άτοπο διότι ο p είναι πρώτος. ΄Αρα (a, b) = 1.

2. Αν a = 1 ή b = 1, τότε ο ισχυρσιµός είναι αληθής διότι : (1n, bn) = (1, bn) = 1 = 1n = (1, b)n και
παρόµοια (an, 1n) = (an, 1) = 1 = 1n = (a, 1)n.

Υποθέτουµε ότι a, b > 1 και εποµένως µπορούµε να γράψουµε:

a = pa11 · · · p
ak
k & b = pb11 · · · p

bk
k

όπου οι p1, · · · , pk είναι πρώτοι, k ≥ 1, και ai, bi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k. Θα έχουµε

an = pna11 · · · pnakk & bn = pnb11 · · · pnbkk και άρα: (an, bn) = p
min{na1,nb1}
1 · · · pmin{nak,nbk}

k

Από την άλλη πλευρά ϑα έχουµε (a, b) = p
min{a1,b1}
1 · · · pmin{ak,bk}

k , και άρα:

(a, b)n = (p
min{a1,b1}
1 · · · pmin{ak,bk}

k )n = p
nmin{a1,b1}
1 · · · pnmin{ak,bk}

k

Επειδή
∀n, x, y ≥ 1 : nmin{x, y} = min{nx, ny}

τελικά ϑα έχουµε:

(an, bn) = p
min{na1,nb1}
1 · · · pmin{nak,nbk}

k = p
nmin{a1,b1}
1 · · · pnmin{ak,bk}

k = (a, b)n �

΄Ασκηση 11. Αν a, b είναι ακέραιοι οι οποίοι είναι πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή (a, b) = 1, να ϐρεθεί ο
µέγιστος κοινός διαιρέτης :

d =
(
a2015 + b2016, ab

)
Λύση. Θα δείξουµε ότι d = 1. Υποθέτουµε ότι d > 1. Τότε γνωρίζουµε ότι ο d έχει έναν πρώτο διαιρέτη
p. Θα έχουµε:

p | d =⇒

 p | a2015 + b2016

&
p | ab

=⇒

 p | a2015 + b2016

&
p | a ή p | b

(1) Αν p | a, τότε προφανώς p | a2015. Επειδή p | a2015+ b2016, έπεται ότι p | b2016. Επειδή ο p είναι
πρώτος, έπεται ότι p | b. Τότε ϑα έχουµε p | a και p | b και εποµένως p | (a, b) = 1, το οποίο
είναι άτοπο.

(2) Αν p | b, τότε προφανώς p | b2016. Επειδή p | a2015 + b2016, έπεται ότι p | a2015. Επειδή ο p είναι
πρώτος, έπεται ότι p | a. Τότε ϑα έχουµε p | a και p | b και εποµένως p | (a, b) = 1, το οποίο
είναι άτοπο.

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι d > 1. ΄Αρα d = 1. �
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΄Ασκηση 12. Αν n,m ∈ N, όπου n 6= m, να δείξετε ότι4:(
22

n
+ 1, 22

m
+ 1
)
= 1

Με τη ϐοήθεια της παραπάνω σχέσης να δείξετε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

Λύση. • Πρώτος Τρόπος: Το Ϲητούµενο προκύπτει ϑέτοντας a = 2 στην ΄Ασκηση 8.

• ∆εύτερος Τρόπος: ΄Εστω d =
(
22

n
+ 1, 22

m
+ 1
)
. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι

n > m και έστω n = m+ s. Τότε

22
n − 1 = 22

m+s − 1 = 22
m·2s − 1 = (22

m
)2

s − 1 = α2s − 1

όπου α = 22
m

και άρα5

22
n − 1

22m + 1
=
α2s − 1

α+ 1
= α2s−1 − α2s−2 + · · · − 1 ∈ N

Συνεπώς έχουµε

22
m
+1 | 22n−1 =⇒

 22
m
+ 1 | 22n + 1− 2

d | 22m + 1
=⇒ d | 22n+1−2 =⇒

 d | 22n + 1− 2

d | 22n + 1
=⇒ d | 2

Αν ο αριθµός d είναι άρτιος, τότε 2 | d και άρα d = 2. ΄Οµως αφού 2 | 22n + 1 και 2 | 22n έπεται ότι
2 | 1 που είναι άτοπο. Συνεπώς ο d είναι περιττός και αφού διαιρεί το 2 έχουµε αναγκαστικά ότι d = 1.
΄Αρα πράγµατι (

22
n
+ 1, 22

m
+ 1
)
= 1

Θεωρούµε το σύνολο

S =
{
22

n
+ 1 | n ∈ N

}
=
{
22

1
+ 1, 22

2
+ 1, 22

3
+ 1, · · ·

}
Προφανώς το παραπάνω σύνολο είναι άπειρο. Για κάθε n ∈ N έστω pn ένας πρώτος διαιρέτης του
22

n
+ 1. Τότε για n 6= m έπεται ότι pn 6= pm, διότι διαφορετικά αν pn = pm = p τότε

p | 22n + 1 και p | 22m + 1 =⇒ p |
(
22

n
+ 1, 22

m
+ 1
)
= 1 =⇒ p = 1

που είναι άτοπο. ΄Αρα το σύνολο των πρώτων διαιρετών των αριθµών 22
n
+1 είναι άπειρο και εποµένως

υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί. �

΄Ασκηση 13. ΄Εστω a, b ϑετικοί ακέραιοι και p ένας πρώτος αριθµός. Είναι οι ακόλουθες προτάσεις αλη-
ϑείς ή ψευδείς ; Για κάθε µια να δοθεί απόδειξη (αν η πρόταση είναι αληθής) ή να δοθεί αντιπαράδειγµα
(αν η πρόταση είναι ψευδής):

1. Αν (a, p2) = p, τότε : (a2, p2) = p2.
2. Αν (a, p2) = p και (b, p2) = p2, τότε : (ab, p4) = p3.
3. Αν (a, p2) = p και (b, p2) = p, τότε : (ab, p4) = p2.
4. Αν (a, p2) = p, τότε : (a+ p, p2) = p.

Λύση. 1. ΄Εστω (a, p2) = p. Τότε p | a και άρα a = pq µε (p, q) = 1. Αν (p, q) = d τότε d | p και
άρα d = 1 ή d = p. Στη περίπτωση που d = p έχουµε p | q, δηλαδή q = p · b και τότε

a = p · q = p2 · b =⇒ p2 | a =⇒ (a, p2) = p2 6= p

4Οι αριθµοί fn = 22
n

+ 1, ∀n ≥ 0 καλούνται αριθµοί του Fermat.
5Στην σχέση που ακολουθεί χρησιµοποιούµε τη γνωστή ταυτότητα

an − bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ · · ·+ abn−2 − bn−1), αν n : άρτιος



9

που είναι άτοπο. ΄Αρα (p, q) = 1. Τότε

a2 = p2 · q2 και p - q2 =⇒ (a2, p2) = p2

Συνεπώς η πρόταση (1) είναι αληθής.
2. Θέτουµε a = p και b = p3. Τότε (p, p2) = p και (p3, p2) = p2 αλλά

(ab, p4) = (p · p3, p4) = (p4, p4) = p4 6= p3

΄Αρα η δεύτερη πρόταση είναι ψευδής.
3. Υποθέτουµε ότι (a, p2) = p και (b, p2) = p. Τότε p | a

p | b
=⇒

 a = p · q1

b = p · q2
και προφανώς όπως στο (1) έχουµε (p, q1) = (p, q2) = 1. Τότε ab = p2q1q2 και p2 είναι η
µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το ab. Εποµένως (ab, p4) = p2.

4. Για a = p = 2 έχουµε ότι (a, p2) = (2, 22) = 2 = p αλλά

(a+ p, p2) = (2 + 2, 22) = (4, 4) = 4 6= 2 = p

΄Αρα η πρόταση (4) είναι ψευδής. �

΄Ασκηση 14. 1. ∆είξτε ότι αν b, c είναι µη µηδενικοί ακέραιοι µε (b, c) = 1 τότε να δειχθεί ότι,
∀n,m ∈ N:

(b, cm) = 1 = (bn, c)

2. Θεωρούµε το πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ n, n > 0, & a0, an 6= 0

Αν b
c είναι ϱητή ϱίζα του f(x), όπου b, c µη µηδενικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους, να δειχθεί ότι :

b | a0 & c | an
Λύση. 1. Υποθέτουµε αντίθετα ότι (b, cm) = d > 1. Τότε υπάρχει πρώτος αριθµός p µε p | d. ΄Αρα

p | b και p | cm. Αφού ο p είναι πρώτος και p | cm έπεται ότι p | c. Τότε έχουµε

p | b και p | c =⇒ p | (b, c) =⇒ p | 1
που είναι άτοπο. Συνεπώς (b, cm) = 1.

2. Αφού b/c είναι ϱητή ϱίζα του f(x) τότε έχουµε

f(
b

c
) = 0 =⇒ a0 + a1

b

c
+ · · ·+ an(

b

c
)n = 0

=⇒ a0c
n + a1bc

n−1 + · · ·+ anb
n = 0

=⇒ a0c
n = b(−a1cn−1 − · · · − anbn−1)

=⇒ b | a0cn

Αφού (b, c) = 1 έπεται από το πρώτο µέρος της άσκησης ότι (b, cn) = 1. Εποµένως

b | a0cn =⇒ b | a0
΄Οµοια από τη σχέση a0cn + a1bc

n−1 + · · ·+ anb
n = 0 έπεται ότι

anb
n = −a0cn − a1bcn−1 − · · · − an−1bn−1c

= c(−a0cn−1 − a1bcn−2 − · · · − an−1bn−1)
=⇒ c | anbn

Αφού (b, c) = 1 έχουµε (c, bn) = 1 και άρα c | an. �
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω k ένας ακέραιος. Να δείξετε ότι οι αριθµοί

6k − 1, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 5

είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους.

Λύση. ΄Εστω (6k + a, 6k + b) = d, όπου a, b ∈ {−1, 1, 2, 3, 5}. Θα δείξουµε ότι d = 1. ΄Εχουµε d | 6k + a

d | 6k + b
=⇒

 d | a− b

d | b− a
Αν a < b, τότε b− a ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Επειδή d | b− a έχουµε ότι d ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Αρκεί να δείξουµε
ότι

2 - 6k + a και 3 - 6k + b

Αν p = 2 ή 3 και p | (6k + a, 6k + b) = d τότε p = 2 ή 3

p | 6k + a
=⇒

 p | 6k

p | 6k + a
=⇒ p | a

και  p = 2 ή 3

p | 6k + b
=⇒

 p | 6k

p | 6k + b
=⇒ p | b

΄Οµως για p = 2 ή 3 δεν υπάρχει a, b ∈ {−1, 1, 2, 3, 5} µε p | a, p | b και a < b. ΄Οµοια δουλεύουµε στη
περίπτωση που b < a. ΄Αρα d = 1 και εποµένως

(6k + a, 6k + b) = 1, ∀a, b ∈ {−1, 1, 2, 3, 5}
Συνεπώς οι αριθµοί 6k− 1, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+5 είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους ανα δυο και
άρα είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους. �

΄Ασκηση 16. ΄Εστω a, b ∈ N, και υποθέτουµε ότι : (a, b) = 1. Να δείξετε ότι :

1.

(
a+ b, a− b

)
= 1 ή 2.

2.

(
2a+ b, a+ 2b

)
= 1 ή 3.

3.

(
a+ b, a− b, ab

)
= 1 ή 2.

Μπορείτε να προσδιορίσετε, στις παραπάνω περιπτώσεις (1), (2), (3), πότε ακριβώς ο µέγιστος διαιρέτης
έχει την τιµή 1, 2, ή 3;

Λύση. 1. ΄Εστω d =
(
a+ b, a− b

)
. Τότε d | a+ b

d | a− b
=⇒

 d | 2a

d | 2b
∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :
(α): ΄Εστω 2 - d. Τότε έχουµε

(d, 2) = 1

d | 2a

d | 2b

=⇒

 d | a

d | b
=⇒ d | (a, b) = 1 =⇒ d = 1
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(β): ΄Εστω 2 | d. ΄Αρα d = 2 · d′ και τότε 2a = dx = 2d′x

2b = dy = 2d′y
=⇒

 d′ | a

d′ | b
=⇒ d′ | (a, b) = 1 =⇒ d′ = 1 =⇒ d = 2d′ = 2

Εποµένως δείξαµε ότι
(
a+ b, a− b

)
= 1 ή 2.

• Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε:
Παρατηρούµε ότι, επειδή (a, b) = 1, οι αριθµοί a, b δεν µπορεί να είναι και οι δύο άρτιοι.
΄Εστω ότι οι αριθµοί a, b είναι περιττοί, δηλαδή a = 2k + 1 και b = 2n + 1. Τότε a + b =

2(k + n+ 1) και a− b = 2(k − n). Συνεπώς σε αυτή τη περίπτωση έχουµε ότι d = 2.
Αν ένας από τους αριθµούς a ή b είναι περιττός τότε το άθροισµα a+b είναι περιττός, δηλαδή

2 - a+ b. ΄Αρα d = 1.
Αντίστροφα αν d = 2 από τα παραπάνω έπεται ότι οι αριθµοί a, b είναι και οι δύο περιττοί,

και αν d = 1, τότε ο ένας είναι περιττός και ο άλλος άρτιος.
2. ΄Εστω d =

(
2a+ b, a+ 2b

)
. Τότε d | 2a+ b

d | a+ 2b
=⇒ d | 2a+ b− (a+ 2b) =⇒ d | a− b

και άρα
d | a− b

d | 2a+ b

d | a+ 2b

=⇒

 d | 3a

d | 3b
=⇒ d | (3a, 3b) = 3(a, b)

(a,b)=1
=⇒ d | 3

Συνεπώς d = 1 ή d = 3 και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.
• Για το δεύτερο ερώτηµα διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτωσεις :
(αʹ) ΄Εστω a = 3k. Επειδή (a, b) = 1, έπεται ότι b 6= 3n. Αν b = 3n + 1 ή b = 3n + 2 τότε

3 - 2a+ b και άρα d = 1.
(ϐʹ) ΄Εστω a = 3k + 1. Αν b = 3n τότε 3 - 2b+ a και άρα d = 1. Αν b = 3n+ 1 τότε 3 | 2a+ b

και 3 | a+ 2b, συνεπώς d = 3. Τέλος, αν b = 3n+ 2 τότε 3 - 2a+ b και άρα d = 1.
(γʹ) ΄Εστω a = 3k + 2. Αν b = 3n τότε 3 - 2b+ a και άρα d = 1. Αν b = 3n+ 1 τότε 3 - a+ 2b

και άρα d = 1. Αν b = 3n+ 2 τότε

a+ 2b = 3(k + 2n+ 2) και 2a+ b = 3(2k + n+ 2)

Εποµένως 3 | 2a+ b και 3 | a+ 2b, άρα d = 3.
3. Από το ερώτηµα (1) έχουµε

(
a+ b, a− b, ab

)
=
(
(a+ b, a− b), ab

)
=

 (1, ab) = 1

(2, ab) = 1 ή 2

΄Αρα
(
a+ b, a− b, ab

)
= 1 ή 2.

• Για το δεύτερο ερώτηµα έχουµε:
΄Οπως και παραπάνω, επειδή (a, b) = 1, οι αριθµοί a, b δεν µπορεί και οι δύο να είναι άρτιοι.

Αν ένας από τους δυο είναι άρτιος και ο άλλος είναι περιττός τότε από το ερώτηµα (1) έχουµε
ότι (a+ b, a− b) = 1 και άρα d = 1.

Αν οι αριθµοί a, b είναι περιττοί τότε το γινόµενο ab είναι περιττός αριθµός. ΄Αρα 2 - d και
αφού d = 1 ή 2 τότε αναγκαστικά έχουµε d = 1. �
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω a, b ϕυσικοί αριθµοί µε µέγιστο κοινό διαιρέτη (a, b) = 1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ϑετικός ακέραιος c ∈ N έτις ώστε ab = c2. Να δειχθεί ότι υπάρχουν x, y ∈ N ∪ {0} έτσι ώστε a = x2 και
b = y2.

Λύση. Υποθέτοντας ότι δεν υπάρχει x ∈ N µε a = x2 ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Η απόδειξη στην
περίπτωση του b είναι εντελώς όµοια.

Αφού λοιπόν @ x ∈ N µε a = x2, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει κάποιος πρώτος αριθµός p µε p | a
και µε p2 - a. Ας πούµε a = p`, ` ∈ N, όπου όµως p - `. Συνεπώς, (p, `) = 1, αφού ο p είναι πρώτος
αριθµός.

΄Εχουµε ab = p`b = c2 και εποµένως

p | c2 =⇒ p | c =⇒ p2 | c2 = ab = p`b =⇒ p | `b
Αφού όµως (p, `) = 1, πρέπει p | b και γι΄ αυτό (a, b) 6= 1 που αντίκειται στην υπόθεση ότι (a, b) = 1. �

΄Ασκηση 18. ΄Εστω a, b δύο ϕυσικοί αριθµοί > 1 για τους οποίους ισχύει ότι :

a | b2, b2 | a3, a3 | b4, b4 | a5, . . . . (*)

Να δειχθεί ότι a = b.

Λύση. Θεωρούµε τις πρωτογενείς αναλύσεις των a, b:

a = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s & b = qβ11 q

β2
2 . . . qβtt

όπου s, t ∈ N και οι pi, 1 ≤ i ≤ s και qj , 1 ≤ j ≤ t είναι ανά δύο διαφορετικοί πρώτοι αριθµοί.
Παρατηρούµε ότι για τυχόντες ϕυσικούς αριθµούς n,m η πρωτογενής ανάλυση τού an είναι η

an = pnα1
1 pnα2

2 . . . pnαi
i . . . pnαs

s

και η πρωτογενής ανάλυση τού bm είναι η

bm = qmβ11 qmβ22 . . . q
mβj
j . . . qmβtt .

΄Εχουµε {p1, p2, . . . , ps} ⊆ {q1, q2, . . . , qt} διότι a | b2, και {q1, q2, . . . , qt} ⊆ {p1, p2, . . . , ps} διότι
b2 | a3. Εποµένως {p1, p2, . . . , ps} = {q1, q2, . . . , qt}. Συνεπώς s = t και επιπλέον µπορούµε να
υποθέσουµε, χωρίς περιορισµό τής γενικότητας, ότι pi = qi, ∀i, 1 ≤ i ≤ s.

΄Εστω pi οποιοσδήποτε από τους πρώτους αριθµούς τού συνόλου {p1, p2, . . . , ps}. Λόγω τής (*) έπεται
ότι

∀i, 1 ≤ i ≤ s : 2βi ≥ αi, 3αi ≥ 2βi, 4βi ≥ 3αi, 5αi ≥ 4βi, . . .

Συνεπώς, είναι
∀i, 1 ≤ i ≤ s, 5αi ≥ 4βi ≥ 3αi, 3αi ≥ 2βi ≥ αi.

Εποµένως,

∀i, 1 ≤ i ≤ s : (5αi − 3αi) ≥ (4βi − 2βi) ≥ (3αi − αi) ⇐⇒ 2αi ≥ 2βi ≥ 2αi =⇒ αi = βi

Επειδή οι αντίστοιχοι εκθέτες αi και βi των πρώτων pi που εµφανίζονται στις πρωτογενείς αναλύσεις
των αριθµών a και b είναι ίσοι ∀i, 1 ≤ i ≤ s, έπεται ότι οι a και b είναι ίσοι. �

΄Ασκηση 19. 1. Να δείξετε ότι
(
1147, 851

)
= 37 και ακολούθως να ϐρεθούν ακέραιοι x και y έτσι

ώστε :
37 = 1147x+ 851y

2. Να υπολογίσετε τον Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη d και το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο δ των αριθµών
1485 και 1745. Στη συνέχεια να ϐρεθούν ακέραιοι x και y έτσι ώστε :

d = 1485x+ 1745y
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Λύση. 1. ΄Εχουµε:

1147 = 851 · 1 + 296

851 = 296 · 2 + 259

296 = 259 · 1 + 37

259 = 37 · 7

και άρα πράγµατι
(
1147, 851

)
= 37. ΄Εχουµε

37 = 296− 259 · 1
= 296− 1 · (851− 296 · 2)
= 3 · 296− 851

= 3 · (1147− 851)− 851

= 1147 · 3 + 851 · (−4)

Εποµένως x = 3 και y = −4.
2. ΄Εχουµε:

1745 = 1 · 1485 + 260

1485 = 5 · 260 + 185

260 = 1 · 185 + 75

185 = 2 · 75 + 35

75 = 2 · 35 + 5

35 = 7 · 5

και άρα d =
(
1485, 1745

)
= 5. Για το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο δ των αριθµών a = 1485

και b = 1745 από γνωστό Θεώρηµα6 έπεται ότι

d · δ = |a · b| = a · b =⇒ δ =
1485 · 1745

5
= 518265

΄Εχουµε

5 = 75− 2 · 35
= 75− 2 · (185− 2 · 75)
= 5 · 75− 2 · 185
= 5 · (260− 1 · 185)− 2 · 185
= 5 · 260− 7 · 185
= 5 · 260− 7 · (1485− 5 · 260)
= 40 · 260− 7 · 1485
= 40 · (1745− 1 · 1485)− 7 · 1485
= −47 · 1485 + 40 · 1745

΄Αρα x = −47 και y = 40.
�

6 Υπενθυµίζουµε ότι αν a, b είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε :

(a, b)[a, b] = ab
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΄Ασκηση 20. Αν a, b είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :

(a, b) =
(
a+ b, [a, b]

)
Ως εφαρµογή, ϐρείτε δύο ϕυσικούς αριθµούς έτσι ώστε το άθροισµά τους να είναι 798 και το ελάχιστο
κοινό τους πολλαπλάσιο να είναι 10.780.

Λύση. ΄Εστω d = (a, b). Τότε a = da′ και b = db′ µε a′, b′ ακέραιους. ΄Εχουµε(
a+ b, [a, b]

)
=

(
da′ + db′, [da′, db′]

)
=

(
d(a′ + b′), d[a′, b′]

)
= d

(
a′ + b′, [a′, b′]

)
Επίσης

(a, b) = (da′, db′) = d(a′, b′)

και άρα αρκεί να δείξουµε ότι (
a′ + b′, [a′, b′]

)
= (a′, b′)

Γνωρίζουµε από τη Θεωρία ότι αν d = (a, b) τότε (ad ,
b
d) = 1. Εποµένως έχουµε ότι (a′, b′) = 1 και άρα

από τη παραπάνω σχέση αρκεί να δείξουµε ότι(
a′ + b′, [a′, b′]

)
= 1

΄Εχουµε (
a′ + b′, [a′, b′]

)
=
(
a′ + b′,

a′b′

(a′, b′)

)
=
(
a′ + b′, a′b′

)
Υποθέτουµε ότι

(
a′ + b′, a′b′

)
6= 1 και ϑα καταλήξουµε σε αντίφαση. Τότε υπάρχει πρώτος αριθµός p

έτσι ώστε p | a′ + b′ και
p | a′b′ =⇒ p | a′ ή p | b′

Αν p | a′ τότε  p | a′

p | a′ + b′
=⇒ p | b′ =⇒ p | (a′, b′) = 1

που είναι άτοπο. ΄Οµοια καταλήγουµε σε άτοπο αν p | b′. ΄Αρα
(
a′ + b′, a′b′

)
= 1 και εποµένως έχουµε

το Ϲητούµενο : (a, b) =
(
a+ b, [a, b]

)
.

• Εφαρµογή: Ψαχνουµε δύο ϕυσικούς αριθµούς a, b έτσι ώστε a + b = 798 και [a, b] = 10.780.
Μπορούµε να υποθέσουµε ότι a ≥ b. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

(
a + b, [a, b]

)
= (798, 10780) = 14 και

άρα (a, b) = 14. Εποµένως

(a, b) · [a, b] = a · b =⇒ a · b = 14 · 10780 = 150920

΄Αρα ψάχνουµε a, b έτσι ώστε  a+ b = 798

a · b = 150920

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα ϐρίσκουµε ότι a = 490 και b = 308. �

΄Ασκηση 21. Αν a, b, c είναι ϕυσικοί αριθµοί, να δείξετε ότι :

(a, b, c)[ab, ac, bc] = abc & [a, b, c](ab, ac, bc) = abc
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Λύση. Αν a = b = c = 1 τότε η πρόταση είναι ϕανερή. Υποθέτουµε ότι τουλαχιστον ένα από τα a, b, c
είναι µεγαλύτερο του 1. ΄Εστω p1, . . . , pk οι πρώτοι που διαιρούν τουλάχιστον ένα από τα a, b, c. Τότε
υπάρχουν ai, bi, ci ≥ 0 ώστε

a = pa11 p
a2
2 . . . pakk , b = pb11 p

b2
2 . . . pbkk , c = pc11 p

c2
2 . . . pckk

΄Εχουµε

ab = pa1+b11 pa2+b22 . . . pak+bkk , ac = pa1+c11 pa2+c22 . . . pak+ckk , bc = pb1+c11 pb2+c22 . . . pbk+ckk

και 
[a, b, c] = p

max{a1,b1,c1}
1 . . . p

max{ak,bk,ck}
k

(ab, ac, bc) = p
min{a1+b1,a1+c1,b1+c1}
1 . . . p

min{ak+bk,ak+ck,bk+ck}
k

Τότε

[a, b, c](ab, ac, bc) = p
max{a1,b1,c1}
1 . . . p

max{ak,bk,ck}
k p

min{a1+b1,a1+c1,b1+c1}
1 . . . p

min{ak+bk,ak+ck,bk+ck}
k

= pa1+b1+c11 · · · pak+bk+ckk

= abc

Για τη δεύτερη ισότητα παρατηρήστε ότι αν για παράδειγµα max{a1, b1, c1} = a1 τότε min{a1+b1, a1+
c1, b1 + c1} = b1 + c1.

Για τη πρώτη σχέση δουλεύοντας όπως παραπάνω έχουµε

(a, b, c)[ab, ac, bc] = p
min{a1,b1,c1}
1 . . . p

min{ak,bk,ck}
k p

max{a1+b1,a1+c1,b1+c1}
1 . . . p

max{ak+bk,ak+ck,bk+ck}
k

= pa1+b1+c11 · · · pak+bk+ckk

= abc

΄Αρα (a, b, c)[ab, ac, bc] = abc. �

΄Ασκηση 22. ΄Εστω Fn και Fn+1 δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας Fibonacci, όπου n ∈ N. ∆είξτε ότι(
Fn, Fn+1

)
= 1, ∀n ∈ N

και επιπλέον δείξτε ότι στον Ευκλείδειο Αλγόριθµο για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη (Fn+1, Fn+2)
= 1, n > 1, απαιτούνται ακριβώς n διαιρέσεις.

Λύση. ΄Εστω d = (Fn, Fn+1). Τότε
d | Fn και d | Fn+1 (1)

Αν n = 1 τότε F1 = 1, F2 = 1 και άρα (F1, F2) = 1. ΄Εστω n ≥ 2. Τότε Fn+1 = Fn + Fn−1 και από τη
σχέση (1) έπεται ότι

d | Fn−1 (2)

Αφού Fn = Fn−1 + Fn−2 τότε από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε ότι d | Fn−2. Συνεχίζοντας αυτή τη
διαδικασία έχουµε

d | F1 = 1 =⇒ d = 1 = (Fn, Fn+1)

Για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη (Fn+1, Fn+2) από τον Ευκλείδειο Αλγόριθµο έχουµε

Fn+2 = Fn+1 · 1 + Fn

Fn+1 = Fn · 1 + Fn−1

Fn = Fn−1 · 1 + Fn−2
...

F4 = F3 · 1 + F2

F3 = F2 · 2
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Συνεπώς έχουµε n το πλήθος διαιρέσεων και (Fn+2, Fn+1) = F2 = 1. �

΄Ασκηση 23. ΄Εστω
{
Fn
}
n≥1 η ακολουθία Fibonacci. Να δείξετε ότι :

(1)
Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn

(2)
n | m =⇒ Fn | Fm

(3)
(Fn, Fm) = F(n,m)

Λύση. (1) ΄Εστωm ≥ 1 σταθερό. Θα εφαρµόσουµε την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής ως προς
n ∈ N. ΄Εχουµε:
• n = 1:

Fm+1 = Fm + Fm−1

= Fm · 1 + Fm−1 · 1
= Fm · F2 + Fm−1 · F1

= Fm · F1+1 + Fm−1 · F1

Συνεπώς για n = 1 ισχύει.

• Επαγωγική Υπόθεση : Υποθέτουµε ότι

Fm+r = Fm · Fr+1 + Fm−1 · Fr
για κάθε r = 1, 2, · · · , k.
• Για r = k + 1 έχουµε

Fm+k+1 = Fm+k + Fm+k−1

= Fm · Fk+1 + Fm−1 · Fk + Fm · Fk + Fm−1 · Fk−1
= Fm · (Fk+1 + Fk) + Fm−1 · (Fk + Fk−1)

= Fm · Fk+2 + Fm−1 · Fk+1

Εποµένως για κάθε n,m ≥ 1 ισχύει : Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn.
(2) ΄Εστω n | m. Τότε υπάρχει k ∈ N έτσι ώστε m = n · k.

• k = 1: Τότε m = n και άρα Fn | Fm.

• k = 2: ΄Αρα m = 2n = n+ n και τότε

Fm = F2n = Fn+n = Fn · Fn+1 + Fn−1 · Fn = Fn · (Fn+1 + Fn−1) =⇒ Fn | Fm

• Επαγωγική Υπόθεση : Υποθέτουµε ότι m = n · k και Fn | Fm για k = 1, 2, · · · , k − 1.
Τότε έχουµε

Fm = Fnk = F(k−1)n+n = Fn · F(k−1)n+1 + Fn−1F(k−1)n

΄Οµως από την υπόθεση της επαγωγής έχουµε ότι Fn | F(k−1)n και άρα Fn | Fn−1F(k−1)n.
Εποµένως από τη παράπανω σχέση έπεται ότι Fn | Fm και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.

(3) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι m ≥ n. Εποµένως αρκεί να δείξουµε µε ισχυρή επαγωγή ότι
για κάθε m ≥ 1 η πρόταση P (m) ισχύει, όπου P (m) είναι η πρόταση: Αν 0 < n ≤ m τότε
(Fn, Fm) = F(n,m).

Η P (1) προφανώς ισχύει. Η P (2) επίσης ισχύει, γιατί τότε αναγκαστικά n = 1 ή n = 2 και
στις δύο περιπτώσεις

(Fn, Fm) = (1, 1) = 1 = F(n,m).
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΄Εστω m ≥ 3 και υποθέτουµε ότι οι P (1), P (2), . . . , P (m − 1) ισχύουν. Θα δείξουµε ότι
ισχύει η P (m). Αν m = n αυτό που ϑέλουµε να δείξουµε προφανώς ισχύει. Υποθέτουµε
m > n. Θέτουµε r0 = m, r1 = n και εφαρµόζουµε την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση:

r0 = r1q1 + r2 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2q2 + r3 0 ≤ r3 < r2
...

rt−2 = rt−1qt−1 + rt 0 ≤ rt < rt−1

rt−1 = rtqt

΄Αρα (m,n) = (r0, r1) = rt. Από το µέρος (1) της άσκησης έχουµε

Fm = Fr1q1+r2 = Fr1q1 · Fr2+1 + Fr1q1−1 · Fr2
΄Αρα

(Fm, Fn) = (Fr1q1+r2 , Fn) = (Fr1q1 · Fr2+1 + Fr1q1−1 · Fr2 , Fr1)
Από το µέρος (2) της άσκησης έπεται ότι Fr1 | Fr1q1 αφού r1 | r1q1. Τότε έχουµε

(Fm, Fn) = (Fr1q1−1 · Fr2 , Fr1) (1)

΄Εστω a ο µεγαλύτερος από τα r1 = n και r1q1 − 1. ΄Αφού r1q1 − 1 = r0 − r2 − 1 < r0 = m
και υποθέσαµε ότι m > n, έχουµε a < m. Εποµένως από την υπόθεση της επαγωγής η P (a)
ισχύει. Χρησιµοποιώντας ότι

(r1, r1q1 − 1) = (r1,−1) = (r1, 1) = 1

έχουµε από υπόθεση επαγωγής ότι (Fr1q1−1, Fr1) = F1 = 1. Εποµένως, η ισότητα (1) συνεπά-
γεται ότι

(Fm, Fn) = (Fr0 , Fr1) = (Fr1 , Fr2)

Παρόµοια για κάθε i έχουµε ότι

(Fri−1, Fri−2) = (Fri , Fri−1)

και άρα έπεται ότι

(Fm, Fn) = (Fr2 , Fr1) = · · · = (Frt , Frt−1) = Frt

Η τελευταία ισότητα ισχύει από το µέρος (2) της άσκησης διότι rt | rt−1. ΄Οµως rt = (m,n) και
άρα (Fm, Fn) = F(m,n). �


