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΄Ασκηση 1. Για κάθε n ∈ N, να προσδιορισθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:

251143

7
&

32n + 3n + 1

13
&

2n3 + 3n2 + n

6

Λύση. 1. Θα έχουµε 251 = 35 · 7 + 6. Εποµένως [251]7 = [6]7. Επειδή [6]7 = [−1]7, ϑα έχουµε
[251]7 = [−1]7 και τότε :

[251143]7 = [251]1437 = [−1]1437 = [(−1)143]7 = [−1]7 = [6]7

Εποµένως το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 6.
2. Ο αριθµός n ϑα έχει µια από τις παρακάτω µορφές : n = 3k, ή n = 3k + 1, ή n = 3k + 2.
− Υποθέτουµε πρώτα ότι n = 3k. Τότε :

32n + 3n + 1 = 32(3k) + 33k + 1 = 36k + 33k + 1 = (33)2k + (33)k + 1 = 272k + 27k + 1

Επειδή [27]13 = [1]13, ϑα έχουµε:

[32n+3n+1]13 = [272k+27k+1]13 = [27]2k13+[27]k13+[1]13 = [1]2k13+[1]k13+[1]13 = [1]13+[1]13+[1]13 = [3]13

και εποµένως, όταν n = 3k, το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 3.
− Υποθέτουµε ότι n = 3k + 1. Τότε :

32n + 3n + 1 = 32(3k+1) + 33k+1 + 1 = 36k32 + 33k3 + 1 = 9 · 36k + 3 · 33k + 1 = 9 · 272k + 3 · 27k + 1

Επειδή [27]13 = [1]13, ϑα έχουµε:

[32n + 3n + 1]13 = [9 · 272k + 3 · 27k + 1]13 = 9 · [27]2k13 + 3 · [27]k13 + [1]13 =

= 9 · [1]13 + 3 · [1]13 + [1]13 = 13[1]13 = [13]13 = [0]13

και εποµένως, όταν n = 3k + 1, το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 0.
− Υποθέτουµε ότι n = 3k + 2. Τότε :

32n + 3n + 1 = 32(3k+2) + 33k+2 + 1 = 36k34 + 33k32 + 1 = 81 · 36k + 9 · 33k + 1 = 9 · 272k + 3 · 27k + 1

Επειδή [81]13 = [3]13 και [27]13 = [1]13, ϑα έχουµε:

[32n + 3n + 1]13 = [81 · 272k + 9 · 27k + 1]13 = 3 · [27]2k13 + 9 · [27]k13 + [1]13 =

= 3 · [1]13 + 9 · [1]13 + [1]13 = 13[1]13 = [13]13 = [0]13

και εποµένως, όταν n = 3k + 1, το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 0.
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Συνοψίζουµε :

[32n + 3n + 1]13 =

 [3]13, αν 3 | n

[0]13, αν 3 - n
Εποµένως το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι 3 όταν 3 | n και 0 όταν 3 - n.

3. Αν n = 1, τότε 2n3 + 3n2 + n = 6, και αν n = 2, τότε 2n3 + 3n2 + n = 30. ΄Ετσι αν 1 ≤ n ≤ 2, τότε
6 | 2n3 + 3n2 + n. Αν n ≥ 3, τότε ϑα έχουµε:

2n3 + 3n2 + n = n · (2n2 + 3n+ 1) = n · (n+ 1) · (2n+ 1) =

= n · (n+ 1) · [(n+ 2) + (n− 1)] = (n− 1) · n · (n+ 1) + n · (n+ 1) · (n+ 2)

Επειδή1 το γινόµενο τριών διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από το 6, έπεται ότι 6 | (n − 1) · n · (n + 1)
και 6 | n · (n+ 1) · (n+ 2). Εποµένως 6 | 2n3 + 3n2 + n, δηλαδή

2n3 + 3n2 + n = 0 (mod 6)

και άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι ίσο µε 0. �

Σχόλιο 1. Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο των αντιστρεψίµων κλάσεων υπολοίπων modn είναι :

U(Zn) =
{
[a]n ∈ Zn | ∃ [b]n ∈ Zn : [a]n · [b]n = [1]n = [b]n · [a]n

}
και γνωρίζουµε ότι :

[a]n ∈ U(Zn) ⇐⇒ (a, n) = 1

΄Εστω [a]n ∈ U(Zn). Για την εύρεση της (µοναδικής) κλάσης ισοτιµίας [b]n έτσι ώστε [a]n · [b]n = [1]n,
δηλαδή της κλάσης [a]−1n , εργαζόµαστε ως εξής : Επειδή (a, n) = 1, έπεται ότι υπάρχουν ακέραιοι b, k
έτσι ώστε : a · b+ n · k = 1. Τότε :

a · b+ n · k = 1 =⇒ [a · b+ n · k]n = 1n =⇒ [a]n · [b]n + [n]n · [k]n = 1n =⇒ [a]n · [b]n = [1]n

Εποµένως [a]−1n = [b]n, όπου a · b+ k · n = 1.
Αν γνωρίζουµε το Θεώρηµα του Euler, τότε µπορούµε να υπολογίσουµε την κλάση [a]−1n ως εξής. Από

τη σχέση aϕ(n) ≡ 1 (modn), ϑα έχουµε

a · aϕ(n)−1 ≡ 1 (modn) =⇒ [a]−1n = [aϕ(n)−1]n = [a]ϕ(n)−1n

√

΄Ασκηση 2. 1. ∆είξτε ότι η κλάση υπολοίπων [10]21 είναι αντιστρέψιµη ως στοιχείο τουZ21, και ϐρείτε

την αντίστροφη κλάση της.

2. ∆είξτε ότι η κλάση [62]155 δεν είναι αντιστρέψιµη ως στοιχείο του Z155.

Λύση. 1. Επειδή (10, 21) = 1 έπεται ότι η κλάση υπολοίπων [10]21 είναι αντιστρέψιµη ως στοιχείο
του Z21. Για την εύρεση της αντίστροφης κλάσης [10]−121 , ϑα έχουµε:

21 = 2 · 10 + 1 =⇒ 1 = 1 · 21 + (−2) · 10
=⇒ [1]21 = [21]21 + [−2]21 · [10]21
=⇒ [1]21 = [−2]21 · [10]21
=⇒ [10]−121 = [−2]21
=⇒ [10]−121 = [19]21

Εποµένως η αντίστροφη κλάση της [10]21 είναι η [19]21.

1Υπενθυµίζουµε ότι αν A είναι το γινόµενο τριών διαδοχικών αριθµών, τότε 2 | A διότι ένας εκ των αριθµών είναι άρτιος,
και 3 | A διότι γνωρίζουµε ότι γενικά το γινόµενο k το πλήθος διαδοχικών αριθµών διαιρείται από το k. Εποµένως επειδή
(2, 3) = 1, έπεται ότι 6 | A.
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2. ΄Εχουµε
(62, 155) = (2 · 31, 5 · 31) = 31

Επειδή (62, 155) = 31 6= 1 έπεται ότι η κλάση [62]155 δεν αντιστρέφεται.
�

΄Ασκηση 3. ∆είξτε ότι αν a, n ∈ Z µε n ≥ 1 τότε το σύνολο

{a, a+ 1, . . . , a+ n− 1}
αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn.

Λύση. Αρκεί να δείξουµε ότι αν a+ i ≡ a+ j(modn) τότε i = j, όπου 0 ≤ i ≤ j ≤ n− 1. ΄Εχουµε

a+ i ≡ a+ j(modn) =⇒ n | a+ i− a− j =⇒ n | i− j =⇒ n | j − i
Αν j − i 6= 0 έχουµε n ≤ j − i, το οποίο ειναι αντίφαση, γιατί j < n και i ≥ 0. ΄Αρα i = j. Συνεπώς το
σύνολο {a, a+ 1, . . . , a+ n− 1} αποτελεί ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn. �

΄Ασκηση 4. ΄Εστω {a1, a2, · · · , ap} και {b1, b2, · · · bp} δύο πλήρη συστήµατα υπολοίπων mod p, όπου p
είναι ένας πρώτος. Να δείξετε ότι αν p > 2, τότε το σύνολο{

a1b1, a2b2, · · · , apbp
}

δεν είναι ποτέ πλήρες σύστηµα υπολοίπων mod p.

Λύση. Αφού {a1, a2, · · · , ap} και {b1, b2, · · · bp} είναι δύο πλήρη συστήµατα υπολοίπων mod p, τότε για
κάποια i, j ∈ {1, . . . , p} έχουµε ότι ai ≡ 0 (mod p) και bj ≡ 0 (mod p). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
υποθέτουµε ότι i = p, δηλαδή

ap ≡ 0 (mod p)

΄Εχουµε τότε δύο περιπτώσεις :
(1) Αν j 6= p, τότε ajbj ≡ 0 (mod p) και apbp ≡ 0 (mod p). Εποµένως ajbj ≡ apbp (mod p), και άρα

το σύνολο
{
a1b1, · · · , apbp

}
δεν είναι πλήρες σύστηµα υπολοίπων mod p.

(2) Υποθέτουµε τώρα ότι j = p. Επειδή {a1, a2, · · · , ap} είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπωνmod p,
υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

σ : {1, 2, . . . , p− 1} −→ {a1, a2, . . . , ap−1}, έτσι ώστε ai ≡ σ(i) (mod p)

Συνεπώς επειδή
p−1∏
i=1

ai =

p−1∏
i=1

σ(i) =

p−1∏
i=1

i = 1 · 2 · · · · · (p− 1)

από το Θεώρηµα Wilson έπεται ότι

a1 · a2 · · · ap−1 = 1 · 2 · · · p− 1 = (p− 1)! ≡ (−1) (mod p)

και όµοια έπεται ότι
b1 · b2 · · · bp−1 ≡ (−1) (mod p)

Τότε όµως
a1b1 · a2b2 · · · ap−1bp−1 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod p)

Εποµένως το σύνολο
{
a1b1, a2b2, · · · , apbp

}
δεν είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων mod p,

διότι αν ήταν τότε ϑα έπρεπε a1b1 · a2b2 · · · ap−1bp−1 ≡ −1 (mod p), που είναι άτοπο (επειδή
p > 2, έπεται ότι 1 6≡ −1 (mod p)).

΄Αρα σε κάθε περίπτωση το σύνολο
{
a1b1, · · · , apbp

}
δεν είναι πλήρες σύστηµα υπολοίπων mod p. �
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΄Ασκηση 5. (1) ∆είξτε ότι :

a ≡ b (modn1) & b ≡ c (modn2) =⇒ a ≡ c (mod(n1, n2))

(2) ∆είξτε ότι αν a, b, n1, . . . , nk ∈ Z µε ni ≥ 1 για κάθε i = 1, 2, · · · , k, τότε
a ≡ b (modni), για κάθε i = 1, 2, · · · , k ⇐⇒ a ≡ b (mod[n1, . . . , nk])

Λύση. (1) ΄Εχουµε  a ≡ b (modn1)

b ≡ c (modn2)
=⇒

 n1 | a− b

n2 | b− c
΄Εστω d = (n1, n2) ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των n1 και n2. Τότε d | n1 και d | n2 και άρα
έχουµε d | a− b

d | b− c
=⇒ d | a− b+ b− c =⇒ d | a− c =⇒ a ≡ c (mod d)

(2) ΄Εστω a ≡ b (modni) για κάθε i = 1, 2, · · · , k. Τότε

ni | a− b ∀ i = 1, . . . , k =⇒ [n1, . . . , nk] | a− b =⇒ a ≡ b (mod[n1, . . . , nk])

Υποθέτουµε αντίστροφα ότι a ≡ b (mod[n1, . . . , nk]). Τότε [n1, . . . , nk] | a− b και επειδή

n1 | [n1, . . . , nk], · · · , nk | [n1, . . . , nk]
έπεται ότι ni | a− b για κάθε i = 1, . . . , k. ΄Αρα a ≡ b (modni) για κάθε i = 1, 2, · · · , k. �

΄Ασκηση 6. Αν n > 1 είναι ένας ϑετικός ακέραιος, να δειχθεί ότι :

n : πρώτος ⇐⇒ (n− 2)! ≡ 1 (modn)

Λύση. «=⇒» ΄Εστω ότι ο αριθµός n είναι πρώτος. Από το Θεώρηµα του Wilson έπεται ότι (n − 1)! ≡
−1 (modn), και άρα n | (n−1)!+1. Επειδή (n−1)!+1 = (n−2)! ·(n−1)+1 = n ·(n−2)!−(n−2)!+1
και n | n · (n− 2)!, έπεται ότι

n | −(n− 2)! + 1 =⇒ n | (n− 2)!− 1 =⇒ (n− 2)! ≡ 1 (modn)

«⇐=» ΄Εστω ότι (n− 2)! ≡ 1 (modn), δηλαδή n | (n− 2)!− 1. Τότε :

n | (n− 1) · ((n− 2)!− 1) =⇒ n | (n− 1)!− (n− 1) (∗)
΄Εστω ο n δεν είναι πρώτος. Τότε n = a · b, όπου 1 < a, b < n. Επειδή a | n, από την (∗), έπεται ότι
a | (n− 1)!− (n− 1). Επειδή a < n, έπεται ότι a ≤ n− 1 και εποµένως a | (n− 1)!. Τότε προφανώς ϑα
έχουµε a | n − 1. Επειδή a | n, έπεται ότι a | 1, δηλαδή a = 1, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ο αριθµός n
είναι πρώτος. �

΄Ασκηση 7. ∆είξτε ότι

(1)
220 − 1 ≡ 0 mod 41

(2)
250 ≡ 4 mod 7

(3)
4165 ≡ 6 mod 7

(4)
1! + 2! + 3! + · · ·+ 100! ≡ 9 mod 12
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(5)

15 + 25 + 35 + · · ·+ 1005 ≡ 0 mod 4

Λύση. (1) ΄Εχουµε

25 = 32 ≡ −9 (mod 41) =⇒ (25)4 ≡ (−9)4 (mod 41)

=⇒ 220 ≡ 812 (mod 41)

=⇒ 220 ≡ (2 · 41− 1)2 (mod 41)

=⇒ 220 ≡ (−1)2 (mod 41)

=⇒ 220 ≡ 1 (mod 41)

=⇒ 220 − 1 ≡ 1− 1 (mod 41)

=⇒ 220 − 1 ≡ 0 (mod 41)

(2) ΄Εχουµε

25 = 32 ≡ 4 (mod 7) =⇒ (25)10 ≡ 410 (mod 7) =⇒ 250 ≡ 410 (mod 7)

΄Οµως

42 ≡ 2 (mod 7) =⇒ (42)5 ≡ 25 (mod 7) =⇒ 410 ≡ 4 (mod 7)

Εποµένως έπεται ότι 250 ≡ 410 ≡ 4 (mod 7).
(3) ΄Εχουµε

41 ≡ −1 (mod 7) =⇒ 4165 ≡ (−1)65 (mod 7) ≡ −1 (mod 7)

και άρα 4165 ≡ 6 mod 7.
(4) Παρατηρούµε ότι 

1! + 2! + 3! ≡ 9 (mod 12)

4! = 24 ≡ 0 (mod 12)

∀ k ≥ 4 : k! = 4! · 5 · 6 · · · k ≡ 0 (mod 12)

Τότε

1! + 2! + 3! + · · ·+ 100! ≡ 9 + 0 + 0 + · · ·+ 0 (mod 12) ≡ 9 (mod 12)

(5) ΄Εστω n = 2k όπου k = 1, . . . , 50. Τότε

n5 = (2k)5 = 25 · k5 = 22 · (23 · k5) = 4 · (23 · k5) ≡ 0 (mod 4)

και άρα

25 + 45 + 65 + · · ·+ 1005 ≡ 0 (mod 4) (∗)
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Για τους υπόλοιπους πενήντα όρους του αθροίσµατος, οι οποίοι είναι της µορφής (2k + 1)5,
0 ≤ k ≤ 49, έχουµε

1 ≡ 1 (mod 4) =⇒ 15 ≡ 1 (mod 4)

3 ≡ −1 (mod 4) =⇒ 35 ≡ (−1)5 ≡ −1 (mod 4)

5 ≡ 1 (mod 4) =⇒ 55 ≡ 15 ≡ 1 (mod 4)

7 ≡ −1 (mod 4) =⇒ 75 ≡ (−1)5 ≡ −1 (mod 4)

...
97 ≡ 1 (mod 4) =⇒ 975 ≡ 15 ≡ 1 (mod 4)

99 ≡ −1 (mod 4) =⇒ 995 ≡ (−1)5 ≡ −1 (mod 4)

΄Αρα έχουµε

15 + 35 + · · ·+ 975 + 995 ≡ [1 + (−1)] + · · ·+ [1 + (−1)] ≡ 0 + 0 + · · ·+ 0 ≡ 0 (mod 4) (∗∗)
Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) έπεται ότι2:

15 + 25 + 35 + · · ·+ 1005 ≡ 0 (mod 4) �

΄Ασκηση 8. Εαν οι a, b είναι ακέραιοι και p είναι ένας πρώτος αριθµός δείξτε ότι
3

(a+ b)p ≡ ap + bp (mod p)

Λύση. Από το διωνυµικό ανάπτυγµα έχουµε

(a+ b)p =

p∑
k=0

(
p
k

)
ap−kbk

=

(
p
0

)
· ap +

(
p
1

)
· ap−1 · b+ · · ·+

(
p

p− 1

)
· a · bp−1 +

(
p
p

)
· bp

= ap + bp +

p−1∑
k=1

(
p
k

)
· ap−k · bk

1ος Τρόπος: Γνωρίζουµε ότι
(
p
k

)
∈ N. Θέτουµε

A =

(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!
και τότε : p! = A · k! · (p− k)!

2
∆ιαφορετική Απόδειξη: Για κάθε n = 1, 2, · · · , 100:

(αʹ) ΄Οταν ο n είναι άρτιος, και άρα της µορφής n = 2k, τότε n5 = (2k)5 = 4k2 · 4k2 · 2k ≡ 0 (mod 4).
(ϐʹ) ΄Οταν ο n είναι περιττός, τότε προφανώς (n, 4) = 1. Τότε από το Θεώρηµα του Euler έπεται ότι nϕ(4) ≡ 1 (mod 4),

δηλαδή n2 ≡ 1 (mod 4). Τότε ϑα έχουµε n5 ≡ n (mod 4).
Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϑα έχουµε

100∑
k=1

k5 ≡
50∑
k=1

(2k)5 +

50∑
k=1

(2k − 1)5 ≡ 0 +

50∑
k=1

(2k − 1) ≡ 502 ≡ 4 · 252 ≡ 0 (mod 4)

όπου παραπάνω χρησιµοποιήσαµε τη σχέση
n∑
k=1

(2k − 1) = n2

ϐλέπε την ΄Ασκηση 4 του Φυλλαδίου 1.

3Παρατηρείστε ότι αν ο p δεν είναι πρώτος, τότε η παραπάνω σχέση δεν ισχύει, διότι για παράδειγµα

4 -
(
4
2

)
= 6
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Επειδή p | p!, έπεται ότι p | A · k! · (p− k)!. Αν p | k! = 1 · 2 · · · k, τότε επειδή ο p είναι πρώτος, από το
Λήµµα του Ευκλείδη έπεται ότι p | j για κάποιο j ≤ k ≤ p− 1, και άρα p ≤ j < p και αυτό είναι άτοπο.
Αν p | (p − k)! = 1 · 2 · · · (p − k), τότε επειδή ο p είναι πρώτος, από το Λήµµα του Ευκλείδη έπεται ότι
p | j για κάποιο j ≤ p− k ≤ p− 1, και άρα p ≤ j < p και αυτό είναι άτοπο. Εποµένως επειδή ο p είναι
πρώτος, από το Λήµµα του Ευκλείδη έπεται ότι αναγκαστικά ϑα έχουµε p | A =

(
p
k

)
, ∀k = 1, 2 · · · , p−1.

Τότε p |
∑p−1

k=1

(
p
k

)
= (a+ b)p − (ap + bp) και εποµένως (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).

2ος Τρόπος: Θα δείξουµε ότι

p |
(
p
k

)
=

p!

k! · (p− k)!
=

1 · 2 · · · p
(1 · 2 · · · k) · (1 · 2 · · · (p− k))

∈ N

για κάθε 1 ≤ k ≤ p− 1.
΄Εστω 1 · 2 · · · p = p · pa11 · · · pann η πρωτογενής ανάλυση του p! και έστω (1 · 2 · · · k) · (1 · 2 · · · p− k) =

qb11 · · · qbmm η πρωτογενής ανάλυση του αριθµού (1 · 2 · · · k) · (1 · 2 · · · p− k). ΄Οµως

p 6= p1, · · · , pn και p 6= q1, · · · , qm
διότι οι αριθµοί 1, 2, 3, · · · , p− 1 ≤ p και k, p− k ≤ p επίσης. ΄Αρα για να είναι ϑετικός ακέραιος ο(

p
k

)
ϑα πρέπει στη πρωτογενή του ανάλυση να έχουµε ότι κάθε qi είναι κάποιο pj και bi ≤ ai. Επειδή λοιπόν
ο πρώτος αριθµός p /∈ {q1, · · · , qm} έπεται ότι η πρωτογενής ανάλυση του(

p
k

)
ϑα περιέχει τον p και άρα

p |
(
p
k

)
Εποµένως (

p
k

)
≡ 0 (mod p) =⇒

p−1∑
k=1

(
p
k

)
· ap−k · bk ≡ 0 (mod p)

και άρα από το διωνυµικό ανάπτυγµα έχουµε το Ϲητούµενο : (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p). �

΄Ασκηση 9. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος.

1. Αν a ∈ Z και (a, n) = 1 = (a− 1, n), να δειχθεί ότι :

1 + a+ a2 + · · ·+ aφ(n)−1 ≡ 0 (modn)

2. Αν ο n είναι σύνθετος ακέραιος και n > 4, να δειχθεί ότι :

(n− 1)! ≡ 0 (modn)

Λύση. 1. Επειδή (a, n) = 1, από το Θεώρηµα του Euler έπεται ότι aφ(n) ≡ 1 (modn). Εποµένως
n | aφ(n) − 1. Επειδή aφ(n) − 1 = (a− 1) · (aφ(n)−1 + aφ(n)−2 + · · ·+ a+ 1) και (n, a− 1) = 1, από το
Λήµµα του Ευκλείδη έπεται ότι n | aφ(n)−1 + aφ(n)−2 + · · · a+ 1, και εποµένως :

1 + a+ a2 + · · ·+ aφ(n)−1 ≡ 0 (modn)

2. Αρκεί να δείξουµε ότι
n | (n− 1)!

Επειδή ο n είναι σύνθετος έχουµε ότι n = s · t, µε 1 � s, t ≤ n− 1. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :
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• ΄Εστω s 6= t και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι s < t. Τότε

(n− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · s · · · t · · ·n− 1 =⇒ n = s · t | (n− 1)!

• ΄Εστω s = t. Τότε n = s2 και άρα n − 1 = s2 − 1 = (s − 1) · (s + 1). Επειδή n = s2 > 4 έχουµε ότι
s > 2 και άρα

s− 1 ≥ 2 =⇒ n− 1 ≥ 2 · (s+ 1) = 2s+ 2 > 2s

΄Αρα s, 2s < n− 1, και συνεπώς οι αριθµοί s και 2s είναι παράγοντες του (n− 1)!, δηλαδή

(n− 1)! = 1 · 2 · · · s · · · 2s · · ·n− 1 =⇒ n = s2 | (n− 1)!

΄Ετσι σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι n | (n− 1)!. �

΄Ασκηση 10. ΄Εστω X =
{
x1, x2, · · · , xn

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn, όπου n > 1 είναι

περιττός ϕυσικός. ∆είξτε ότι :

n∑
i=1

xi ≡ 0 (modn)

Λύση. Το σύνολο Y = {1, 2, . . . , n} είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn. Τότε όπως γνωρίζου-
µε :

{
[1]n, [2]n, · · · , [n]n

}
=
{
[x1]n, [x2]n, · · · , [xn]n

}
, και άρα υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

σ :
{
[1]n, [2]n, · · · , [n]n

}
−→

{
[x1]n, [x2]n, · · · , [xn]n

}
έτσι ώστε [xi]n = [σ(i)]n, ∀i = 1, 2, · · · , n. Ισοδύ-

ναµα, υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση σ : Y −→ X έτσι ώστε

xi ≡ σ(i) (modn)

για κάθε 1 ≤ i ≤ n.
Τότε

n∑
i=1

xi ≡
n∑
i=1

σ(i) (modn) (∗)

΄Οµως
n∑
i=1

σ(i) =

n∑
j=1

j = 1 + 2 + · · ·+ n =
n · (n+ 1)

2

(∗)
=⇒

n∑
i=1

xi ≡
n · (n+ 1)

2
(modn) (1)

Επειδή ο αριθµός n > 1 είναι περιττός ϕυσικός έχουµε ότι n+1
2 ∈ N και άρα

n | n · (n+ 1)

2
(2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι
∑n

i=1 xi ≡ 0 (modn). �

΄Ασκηση 11. ΄Εστω X =
{
x0, x1, · · · , xm−1

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modm και έστω Y ={

y0, y1, · · · , yn−1
}

ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn. Αν (n,m) = 1, δείξτε ότι το σύνολο

Z =
{
nxi +myj ∈ N | 0 ≤ i ≤ m− 1 & 0 ≤ j ≤ n− 1

}
ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modmn.

Λύση. Αρκεί να δείξουµε ότι
nxi +myj 6≡ nxk +myλ (modmn)

για κάθε 0 ≤ i 6= k ≤ m− 1 και για κάθε 0 ≤ j 6= λ ≤ n− 1.
΄Εστω nxi +myj ≡ nxk +myλ (modmn). Τότε

n · (xi − xk) +m · (yj − yλ) ≡ 0(modmn) =⇒ mn | n · (xi − xk) +m · (yj − yλ)
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Αφού m | mn τότε από τη παραπάνω σχέση έχουµε m | n · (xi − xk) +m · (yj − yλ)

m | m · (yj − yλ)
=⇒ m | n · (xi − xk)

(m,n)=1
=⇒ m | xi − xk

=⇒ xi ≡ xk (modm)

Παρόµοια δείχνουµε ότι
yj ≡ yλ (modn)

και επειδή το σύνολο X =
{
x0, x1, · · · , xm−1

}
είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modm και το

σύνολο Y =
{
y0, y1, · · · , yn−1

}
είναι ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modn έπεται ότι

i = k και j = λ

΄Αρα το σύνολο Z =
{
nxi +myj ∈ N | 0 ≤ i ≤ m − 1 & 0 ≤ j ≤ n − 1

}
είναι ένα πλήρες σύστηµα

υπολοίπων modmn. �

΄Ασκηση 12. ΄Εστω X =
{
x1, x2, · · · , xφ(m)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modm

και έστω Y =
{
y1, y2, · · · , yφ(n)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπωνmodn. Αν (n,m) = 1,

δείξτε ότι το σύνολο

Z =
{
nxi +myj ∈ N | 1 ≤ i ≤ φ(m) & 1 ≤ j ≤ φ(n)

}
ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modmn.

Λύση. Για να είναι το σύνολο Z ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modmn ϑα πρέπει
να δείξουµε ότι  (1) : nxi +myj ≡ nxk +myl (modmn) ⇐⇒ (i, j) = (k, l)

(2) : (nxi +myj ,mn) = 1, ∀ 1 ≤ i ≤ φ(m), 1 ≤ j ≤ φ(n)

(1) : ΄Εστω nxi +myj ≡ nxk +myl (modmn). Τότε
mn | n(xi − xk) +m(yj − yl)

m | mn

n | mn

=⇒

 m | n(xi − xk) +m(yj − yl)

n | n(xi − xk) +m(yj − yl)
=⇒

 m | n(xi − xk)

n | m(yj − yl)

(m,n)=1
=⇒

 m | xi − xk

n | yj − yl
=⇒

 xi ≡ xk (modm)

yj ≡ yl (modn)

΄Αρα (i, j) = (k, l) διότιX =
{
x1, x2, · · · , xφ(m)

}
είναι ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων

modm και Y =
{
y1, y2, · · · , yφ(n)

}
είναι ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modn.

(2) : Αφού (n,m) = 1 τότε

(nxi +myj ,mn) = (nxi +myj ,m) · (nxi +myj , n)
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΄Εστω d = (nxi +myj ,m). Τότε για κάθε i = 1, . . . , φ(m) έχουµε d | nxi +myj

d | m
=⇒

 d | nxi

d | mxi
=⇒ d | (nxi,mxi) =⇒ d | (n,m)xi =⇒ d | xi

Συνεπώς d | (xi,m) = 1 διότι το X είναι ένα παναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modm, και
άρα d = 1. Παρόµοια δείχνουµε ότι (nxi +myj , n) = 1 και άρα το (2) ισχύει. �

΄Ασκηση 13. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος αριθµός και n ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε :

2n 6≡ 1 (mod p)

Να δειχθεί ότι :

1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n ≡ 0 (mod p)

Λύση. Προφανώς το σύνολο
{
1, 2, · · · , p − 1

}
είναι ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων

mod p. Επειδή ο p είναι περιττός πρώτος, ϑα έχουµε (2, p) = 1, και άρα4 το σύνολο
{
2 · 1, 2 · 2, · · · , 2 ·

(p− 1)
}
=
{
2, 4, · · · , 2 · (p− 1)

}
είναι επίσης ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων mod p.

Αυτό σηµαίνει ότι {
[2]p, [4]p, · · · , [2 · (p− 1)]p

}
=
{
[1]p, [2]p, · · · , [p− 1]p

}
και άρα υπάρχει µια µετάθεση σ των κλάσεων ισοτιµίας [k]p, 1 ≤ k ≤ p− 1 έτσι ώστε :

[2k]p = [σ(k)]p, 1 ≤ k ≤ p− 1 =⇒ 2k ≡ σ(k) (mod p), 1 ≤ k ≤ p− 1

Τότε :
2k ≡ σ(k) (mod p) =⇒ (2k)n ≡ σ(k)n (mod p), 1 ≤ k ≤ p− 1

Προσθέτοντας τις παραπάνω ισοτιµίες, ϑα έχουµε:
p−1∑
k=1

(2k)n ≡
p−1∑
k=1

σ(k)n (mod p) =⇒ 2n+4n+· · ·+(2(p−1))n ≡ σ(1)n+σ(2)n+· · ·+σ(p−1)n (mod p)

Επειδή τα στοιχεία σ(1), σ(2), · · · , σ(p−1) είναι τα στοιχεία 1, 2, · · · , p−1, ενδεχοµένως µε διαφορετική
σειρά, έπεται ότι :

σ(1)n + σ(2)n + · · ·+ σ(p− 1)n = 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n

και εποµένως

2n + 4n + · · ·+ (2(p− 1))n ≡ 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n (mod p) =⇒ 2n
p−1∑
k=1

kn ≡
p−1∑
k=1

kn (mod p)

Επειδή 2n 6≡ 1 (mod p), έπεται ότι p - 2n − 1. Τότε ϑα έχουµε:

p | 2n
p−1∑
k=1

kn −
p−1∑
k=1

kn =⇒ p | (2n − 1)
( p−1∑
k=1

kn
) (∗)

=⇒ p |
p−1∑
k=1

kn =⇒
p−1∑
k=1

kn ≡ 0 (mod p)

όπου στην συνεπαγωγή (∗) χρησιµοποιήσαµε ότι επειδή ο p είναι πρώτος και p - 2n − 1, αναγκαστικά
ϑα έχουµε p |

∑p−1
k=1 k

n. Εποµένως : 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n ≡ 0 (mod p). �

΄Ασκηση 14. 1. ΄Εστω m,n δύο ϕυσικοί αριθµοί έτσι ώστε : (m,n) = 1. ∆είξτε ότι :

mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (modmn)

4Υπενθυµίζουµε ότι αν {x1, x2, · · · , xφ(n)} είναι ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modn και a ∈ Z, όπου
(a, n) = 1, τότε το σύνολο {ax1, ax2, · · · , axφ(n)} είναι ένα αναγµένο (περιορισµένο) σύστηµα υπολοίπων modn.
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2. ΄Εστω p, q δύο πρώτοι, όπου p 6= q. ∆είξτε ότι :

(αʹ)
pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq)

(ϐʹ)
p− 1 | q − 1 & (a, pq) = 1 =⇒ aq−1 ≡ 1(mod pq)

Λύση. 1. Από το Θεώρηµα του Euler έχουµε : mφ(n) ≡ 1 (modn)

nφ(m) ≡ 1 (modm)

=⇒

 n | mφ(n) − 1

m | nφ(m) − 1

=⇒ m · n | (mφ(n) − 1) · (nφ(m) − 1)

=⇒

 m · n |
(
mφ(n) · nφ(m) − (mφ(n) + nφ(m) − 1)

)
m · n | mφ(n) · nφ(m)

=⇒ m · n | mφ(n) + nφ(m) − 1

=⇒ mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 (modmn)

2. (αʹ) Αφού p 6= q έχουµε (p, q) = 1 και άρα από το ερώτηµα (1) έπεται ότι

pφ(q) + qφ(p) ≡ 1 (mod pq) =⇒ pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq)

(ϐʹ) ΄Εστω ότι p− 1 | q− 1 και (a, pq) = 1. Τότε q− 1 = (p− 1) · k για κάποιο k ∈ N, και επειδή
(p, q) = 1 έχουµε

(a, pq) = 1 =⇒ (a, p)(a, q) = 1 =⇒ (a, p) = 1 και (a, q) = 1

=⇒ p - a και q - a
Από το Θεώρηµα του Fermat έχουµε ap−1 ≡ 1 (mod p)

aq−1 ≡ 1 (mod q)
=⇒ a(p−1)k ≡ 1k (mod p) =⇒ aq−1 ≡ 1 (mod p)

=⇒

 aq−1 ≡ 1 (mod p)

aq−1 ≡ 1 (mod q)

=⇒

 p | aq−1 − 1

q | aq−1 − 1

(p,q)=1
=⇒ pq | aq−1 − 1

Εποµένως aq−1 ≡ 1(mod pq). �

΄Ασκηση 15. ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N, ο αριθµός

1

5
n5 +

1

3
n3 +

7

15
n

είναι ακέραιος.
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Λύση. ΄Εχουµε

A =
1

5
n5 +

1

3
n3 +

7

15
n =

3n5 + 5n3 + 7n

15

και άρα:

A ∈ Z ⇐⇒ 15 | 3n5 + 5n3 + 7n

• ΄Εστω B = 3n5 + 5n3 + 7n. Τότε το B γράφεται ως εξής :

B = 3 · (n5 + 2n3 + 2n)− (n3 − n) (1)

Επειδή ο αριθµός 3 είναι πρώτος τότε για κάθε n ∈ Z έχουµε

n3 ≡ n (mod 3) =⇒

 3 | n3 − n

3 | 3 · (n5 + 2n3 + 2n)

(1)
=⇒ 3 | B (2)

• Επίσης το B γράφεται και ως

B = 5 · (n5 + n3 + n)− 2 · (n5 − n) (3)

΄Οµοια µε παραπάνω, επειδή ο αριθµός 5 είναι πρώτος τότε για κάθε n ∈ Z έχουµε

n5 ≡ n (mod 5) =⇒

 5 | n5 − n

5 | 5 · (n5 + n3 + n)

(3)
=⇒ 5 | B (4)

Από τις σχέσεις (2) και (4) και επειδή (3, 5) = 1 έπεται ότι

15 | B =⇒ 15 | 3n5 + 5n3 + 7n =⇒ A =
3n5 + 5n3 + 7n

15
∈ N �

΄Ασκηση 16. 1. ∆είξτε ότι : 11 | 10! + 1 και 13 | 12! + 1
2. Να ϐρεθούν τα υπόλοιπα των διαιρέσων:

16!

19
&

5!25!

31
&

7 · 8 · 9 · 15 · 16 · 17 · 23 · 24 · 25 · 43
11

&
5100

7
&

62000

11

Λύση. 1. ΄Εχουµε5

10! + 1 = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 + 1

= 1 · (2 · 6) · (3 · 4) · (5 · 9) · (7 · 8) · 10 + 1

= 1 · 12 · 12 · 45 · 56 · 10 + 1

≡ 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · (−1) + 1 (mod 11)

≡ 0 (mod 11)

=⇒ 11 | 10! + 1

5∆ιαφορετικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρήµα του Wilson:

p : πρώτος =⇒ (p− 1)! ≡ −1 (mod p)

- Επειδή ο αριθµός 11 είναι πρώτος, έπεται ότι (11−1)! ≡ −1 (mod 11), δηλαδή 10!+1 ≡ 0 (mod 11) και άρα 11 | 10!+1.
- Επειδή ο αριθµός 13 είναι πρώτος, έπεται ότι (13−1)! ≡ −1 (mod 13), δηλαδή 12!+1 ≡ 0 (mod 13) και άρα 13 | 12!+1.
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Επίσης έχουµε

12! + 1 = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 + 1

= 1 · (2 · 7) · (3 · 9) · (4 · 10) · (5 · 8) · (6 · 11) · 12 + 1

= 1 · 14 · 27 · 40 · 40 · 66 · 12 + 1

≡ 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · (−1) + 1 (mod 13)

≡ 0 (mod 13)

=⇒ 13 | 12! + 1

2. Από το Θεώρηµα του Wilson γνωρίζουµε ότι αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, τότε :

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)

• 16!

19
: Για p = 19 έχουµε

18! ≡ −1 (mod 19) =⇒ 18! ≡ 18 (mod 19)

=⇒ 18 ≡ 18! ≡ 16! · 17 · 18 ≡ 16! · (−2) · (−1) ≡ 16! · 2 (mod 19)

=⇒

 9 · 2 ≡ 16! · 2 (mod 19)

(2, 19) = 1

=⇒ 9 ≡ 16! (mod 19)

Τότε 9− 16! = 19 · k και άρα 16! = (−k) · 19+ 9. Εποµένως το υπόλοιπο της διαίρεσης 16!
19

είναι 9.

• 5!25!

31
: ΄Εχουµε

5! · 25! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 25!
≡ (−30) · (−29) · (−28) · (−27) · (−26) · 25! (mod 31)

=⇒ 5! · 25! ≡ (−1)5 · 30! (mod 31)
Wilson
=⇒ 5! · 25! ≡ (−1)5 · (−1) (mod 31)

=⇒ 5! · 25! ≡ 1 (mod 31)

΄Αρα το υπόλοιπο της διαίρεσης 5!25!
31 είναι 1.

• 7 · 8 · 9 · 15 · 16 · 17 · 23 · 24 · 25 · 43
11

: ΄Εχουµε

7 · 8 · 9 · 15 · 16 · 17 · 23 · 24 · 25 · 43 ≡ 7 · 8 · 9 · 4 · 5 · 6 · 1 · 2 · 3 · 10 (mod 11)

= 10! (mod 11)

Από το Θεώρηµα Wilson έχουµε ότι 10! ≡ (−1) (mod 11) ≡ 10 (mod 11) και άρα

7 · 8 · 9 · 15 · 16 · 17 · 23 · 24 · 25 · 43 ≡ 10 (mod 11)

Συνεπώς το υπόλοιπο της διαίρεσης 7·8·9·15·16·17·23·24·25·43
11 είναι 10.
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• 5100

7
: Από το Θεώρηµα του Fermat έχουµε

5100 = 56·16+4 = (56)16 · 54 ≡ 116 · 54 ≡ 54 ≡ 252 ≡ 42 ≡ 16 ≡ 2 (mod 7)

και άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης 5100

7 είναι 2.

• 62000

11
: Από το Θεώρηµα του Fermat έχουµε

610 ≡ 1(mod 11) =⇒ (610)200 ≡ 1(mod 11) =⇒ 62000 ≡ 1(mod 11)

΄Αρα το υπόλοιπο της διαίρεσης 62000

11 είναι 1.
�

΄Ασκηση 17. ∆είξτε ότι :

3999999999 ≡ −1 (mod 7) & 21000000 ≡ 1 (mod 17)

Λύση. ΄Εχουµε

999999999− 3 = 999999996 = 166666666 · 6 =⇒ 999999999 ≡ 3 (mod 6)

΄Αρα από το Θεώρηµα του Fermat έχουµε

3999999999 = 36·166666666+3 =
(
36
)166666666 · 33 ≡ 1166666666 · 27 (mod 7) ≡ (−1) (mod 7)

και άρα 3999999999 ≡ −1 (mod 7).
Για το δεύτερο ερώτηµα παρατηρούµε ότι 1000000 = 16 · 62500. Τότε από το Θεώρηµα του Fermat

έχουµε

217−1 ≡ 1 (mod 17) =⇒ 216 ≡ 1 (mod 17)

=⇒
(
216
)62500 ≡ 162500 (mod 17)

=⇒
(
216
)62500 ≡ 1 (mod 17)

=⇒ 21000000 ≡ 1 (mod 17)

και άρα έχουµε το Ϲητούµενο. �

Σχόλιο 2. Το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο ενός αριθµού a > 1 είναι προφανώς το µικρότερο δυνατό
µη-αρνητικό υπόλοιπο a0 της διαίρεσης του αριθµού a µε το 10, και τότε [a]10 = [a0]10. Πράγµατι, έστω

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, όπου am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m
έστω η δεκαδική του παράσταση του a. Τότε προφανώς: [a]10 = [a0]10. Εποµένως για να προσδιορίσουµε
το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο ενός αριθµού a υπολογίζουµε την κλάση υπολοίπων του a (mod 10).

΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο των αριθµών:

31000 & 7999999 & 93333333

Λύση. 1. Επειδή (3, 10) = 1, από το Θεώρηµα του Euler έπεται ότι : 3φ(10) ≡ 1 (mod 10), και άρα,
επειδή φ(10) = 4, ϑα έχουµε: 34 ≡ 1 (mod 10). Τότε :

31000 = 34·250 = (34)250 ≡ 1250 ≡ 1 (mod 10) =⇒ [31000]10 = [1]10

΄Αρα το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο τιυ αριθµού 31000 είναι 1.
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2. Επειδή (7, 10) = 1, από το Θεώρηµα του Euler έπεται ότι : 7φ(10) ≡ 1 (mod 10), και άρα, επειδή
φ(10) = 4, ϑα έχουµε: 74 ≡ 1 (mod 10). Τότε, από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του 999999 µε τον αριθµό
4 ϑα έχουµε 999999 = 4 · 249999 + 3, και εποµένως :

7999999 = 74·249999+3 = (74)249999 · 73 ≡ 124999949 · 7 ≡ 63 ≡ 3 (mod 10) =⇒ [7999999]10 = [3]10

΄Αρα το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο τιυ αριθµού 7999999 είναι 3.
3. Επειδή (9, 10) = 1, από το Θεώρηµα του Euler έπεται ότι : 9φ(10) ≡ 1 (mod 10), και άρα, επειδή

φ(10) = 4, ϑα έχουµε: 94 ≡ 1 (mod 10). Τότε, από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του 3333333 µε τον αριθµό
4 ϑα έχουµε 3333333 = 4 · 833333 + 1, και εποµένως :

93333333 = 94·833333+1 = (94)833333 · 91 ≡ 18333339 ≡ 9 (mod 10) =⇒ [93333333]10 = [9]10

΄Αρα το τελευταίο δεκαδικό ψηφίο του αριθµού 93333333 είναι 9. �

΄Ασκηση 19. ∆είξτε ότι, ∀n ∈ N:

42 | n7 − n & 30 | n9 − n

Λύση. 1. Η πρωτογενής ανάλυση του 42 είναι 42 = 2 · 3 · 7. ΄Ετσι αρκεί να δείξουµε ότι οι αριθµοί
2, 3, 7 διαιρούν τον αριθµό 42.

΄Εστω n ∈ N. Αν ο n είναι άρτιος τότε ο αριθµός n7 είναι άρτιος και άρα ο n7 − n είναι επίσης
άρτιος. Συνεπώς σε αυτή τη περίπτωση έχουµε n7 ≡ n (mod 2). Αν τώρα ο n είναι περιττός τότε ο
αριθµός n7 είναι περιττός και άρα ο n7−n είναι άρτιος. Εποµένως πάλι έχουµε n7 ≡ n (mod 2).
΄Αρα για κάθε n ∈ N ισχύει

n7 ≡ n (mod 2) =⇒ 2 | n7 − n (1)

Επειδή ο αριθµός 3 είναι πρώτος τότε

n3 ≡ n (mod 3)

και άρα

n7 = (n3)2 · n ≡ n2 · n ≡ n3 ≡ n (mod 3) =⇒ n7 ≡ n (mod 3) =⇒ 3 | n7 − n (2)

Επίσης επειδή ο αριθµός 7 είναι πρώτος τότε

n7 ≡ n (mod 7) =⇒ 7 | n7 − n (3)

Επειδή οι αριθµοί 2, 3, 7 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, από τις σχέσεις (1), (2) και (3) έπεται
ότι

2 · 3 · 7 = 42 | n7 − n
2. Η πρωτογενής ανάλυση του 30 είναι 30 = 2 · 3 · 5. ΄Ετσι αρκεί να δείξουµε ότι οι αριθµοί 2, 3, 5

διαιρούν τον αριθµό 30.
Επειδή n3 ≡ n (mod 3) και n5 ≡ n (mod 5) τότε έχουµε

n9 − n ≡ (n3)3 − n ≡ n3 − n ≡ 0 (mod 3) =⇒ 3 | n9 − n (1′)

και
n9 − n ≡ n5 · n4 − n ≡ n5 − n ≡ 0 (mod 5) =⇒ 5 | n9 − n (2′)

΄Οπως παραπάνω έχουµε ότι ο αριθµός n9 − n είναι άρτιος για κάθε n ∈ N. ΄Αρα

n9 − n ≡ 0 (mod 2) =⇒ 2 | n9 − n (3′)

Επειδή οι αριθµοί 2, 3, 5 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, από τις σχέσεις (1′), (2′) και (3′)
έπεται ότι

2 · 3 · 5 = 30 | n9 − n �
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΄Ασκηση 20. 1. Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης

987654321123456789

19
2. Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

2013
2014

2015

3. Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

31000 + 2 · 7999999

Λύση. 1. Εκτελώντας την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του 987654321 µε το 19, ϑα έχουµε:

987654321 = 19 · 51981806 + 7

Εποµένως ϑα έχουµε:

987654321 ≡ 7 (mod 19) =⇒ 987654321123456789 ≡ 7123456789 (mod 19)

Επειδή (7, 19) = 1, από το Θεώρηµα του Euler, έπεται ότι 7ϕ(19) ≡ 1 (mod 19). Επειδή ο αριθµός
19 είναι πρώτος, έπεται ότι ϕ(19) = 18, ϑα έχουµε:

718 ≡ 1 (mod 19)

Εκτελώντας την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του 123456789 µε το 18, ϑα έχουµε:

123456789 = 18 · 6858710 + 9

Εποµένως ϑα έχουµε

7123456789 = 718·6858710+9 = (718)6858710 · 79 (mod 19) ≡ 16858710 · 79 (mod 19) ≡ 79 (mod 19) ≡
≡ (7 · 7) · (7 · 7) · (7 · 7) · (7 · 7) · 7 ≡ 49 · 49 · 49 · 49 · 7 ≡ 11 · 11 · 11 · 11 · 7 ≡ 121 · 121 · 7 ≡

≡ 7 · 7 · 7 ≡ 49 · 7 ≡ 11 · 7 ≡ 77 ≡ 1 (mod 19)

΄Αρα:
987654321123456789 ≡ 1 (mod 19)

και εποµένως :

Το Υπόλοιπο της ∆ιαίρεσης
987654321123456789

19
είναι ίσο µε 1

2. Το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 2013
2014

2015

είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθµού
αυτού µε το 10.

Προφανώς 2013 ≡ 3 (mod 10), και τότε 2013
2014

2015

≡ 3
2014

2015

(mod 10). ΄Αρα, ισοδύναµα,
Ϲητάµε το υπόλοιπο της διαίρεσης

3
2014

2015

10
Επειδή (3, 10) = 1, από το Θεώρηµα του Euler, έπεται ότι 3ϕ(10) ≡ 1 (mod 10). Επειδή ϕ(10) =
4, ϑα έχουµε:

34 ≡ 1 (mod 10)

΄Ετσι για τις δυνάµεις του 3, ϑα έχουµε:

31 ≡ 3 (mod 10), 32 ≡ 9 (mod 10), 33 ≡ 27 ≡ 7 (mod 10), 34 ≡ 1 (mod 10)

Με τι είναι ίση η n-οστή δύναµη του 3 (mod 10) (∀n ≥ 1) ;
Για να απαντήσουµε σ΄ αυτό το ερώτηµα (και µετά να ϑέσουµε n = 20142015), εξετάζουµε τα

πιθανά υπόλοιπα της διαίρεσης του ϑετικού ακέραιου n µε το 4, τα οποία γνωρίζουµε ότι είναι
0, 1, 2, 3. ΄Ετσι ϑα έχουµε:
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(αʹ) Αν n = 4k, τότε :
3n = 34k = (34)k ≡ 1k ≡ 1 (mod 10)

(ϐʹ) Αν n = 4k + 1, τότε :

3n = 34k+1 = (34)k · 31 ≡ 1k · 3 ≡ 3 (mod 10)

(γʹ) Αν n = 4k + 2, τότε :

3n = 34k+2 = (34)k · 32 ≡ 1k · 9 ≡ 9 (mod 10)

(δʹ) Αν n = 4k + 3, τότε :

3n = 34k+3 = (34)k · 33 ≡ 1k · 27 ≡ 7 (mod 10)

Επειδή προφανώς 2014 = 4 ·503+2, έπεται ότι ο αριθµός και 2014 είναι της µορφής 4k+2.
Επειδή τότε προφανώς ο αριθµός 20142 ϑα είναι της µορφής 4k, έπεται ότι και ο αριθµός
2014r, ∀r ≥ 2, άρα και ιδιαίτερα ο αριθµός 20142015, ϑα είναι της µορφής 4k. Σύµφωνα µε
τα παραπάνω, έπεται ότι

3
2014

2015

≡ 1 (mod 10) =⇒ 2013
2014

2015

≡ 1 (mod 10)

΄Αρα

Το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 2013
2014

2015

είναι 1

3. (Βλέπε και την ΄Ασκηση 18) Το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 31000+2 · 7999999 είναι το υπόλοιπο
της διαίρεσης του αριθµού αυτού µε το 10.
(αʹ) Υπολογίζουµε τον αριθµό 31000 (mod 10). Επειδή (3, 10) = 1, από το Θεώρηµα του Euler,

έπεται ότι 3ϕ(10) ≡ 1 (mod 10). Επειδή ϕ(10) = 4, ϑα έχουµε:

34 ≡ 1 (mod 10)

Εποµένως :
31000 = 34·250 = (34)250 ≡ 1250 ≡ 1 (mod 10)

(ϐʹ) Υπολογίζουµε τον αριθµό 2 · 7999999 (mod 10). Επειδή (7, 10) = 1, από το Θεώρηµα του
Euler, έπεται ότι 7ϕ(10) ≡ 1 (mod 10). Επειδή ϕ(10) = 4, ϑα έχουµε:

74 ≡ 1 (mod 10)

Εκτελώντας την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση 999999
4 ϑα έχουµε: 999999 = 4 · 249999 + 3, και τότε :

7999999 = 74·249999+3 = (74)249999 · 73 ≡ 1249999 · 72 · 7 ≡ 49 · 7 ≡ 9 · 7 ≡ 63 ≡ 3 (mod 10)

Εποµένως :
2 · 7999999 ≡ 2 · 3 ≡ 6 (mod 10)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω µέρη (α΄) και (ϐ΄), ϑα έχουµε τελικά:

31000 + 2 · 7999999 ≡ 1 + 6 ≡ 7 (mod 10)

΄Αρα
Το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 31000 + 2 · 7999999 είναι 7 �

΄Ασκηση 21. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός.

1. Για κάθε ακέραιο a να δειχθεί ότι

p | ap + a(p− 1)!

2. Αν ο p είναι περιττός, για κάθε k, όπου 0 < k < p, να δειχθεί ότι :

(p− k)!(k − 1)! ≡ (−1)kmod p
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Λύση. 1. Από το µικρό Θεώρηµα του Fermat έπεται ότι

ap ≡ a (mod p)

Από το Θεώρηµα του Wilson έπεται ότι :

(p− 1)! ≡ −1 (mod p) =⇒ a(p− 1)! ≡ −a (mod p)

Προσθέτοντας τις παραπάνω ισοτιµίες, έχουµε:

ap + a(p− 1)! = 0 (mod p)

και εποµένως p | ap + a(p− 1)!.
2. Επειδή

p− k ≡ −k (mod p), p− k + 1 ≡ k − 1 (mod p), · · · , 1 ≡ −(p− 1) (mod p)

ϑα έχουµε:

(p− k)!(k − 1)! ≡ 1 · 2 · · · (p− k) · (k − 1)! ≡ (−k) · (−(k + 1)) · · · (−(p− 1)) · (k − 1)! ≡

≡ (−1)p−k · k · (k + 1) · · · (p− 1)(k − 1)! ≡ (−1)p−k(p− 1)!
(∗)
≡ (−1)p−k · (−1) ≡ (−1)p−k+1 =

= (−1)p−1 · (−1)k
(†)
≡ (−1)k (mod p)

όπου στην ισοτιµία (∗) χρησιµοποιήσαµε το Θεώρηµα του Wilson: (p − 1)! ≡ −1 (mod p), και στην
ισοτιµία (†) χρησιµοποιήσαµε ότι ο αριθµός p− 1 είναι άρτιος διότι ο πρώτος p είναι περιττός. �

΄Ασκηση 22. Να δειχθεί ότι, ∀n ≥ 2:

2n 6≡ 1modn

Λύση. Θα δείξουµε ισοδύναµα ότι : n - 2n − 1.
− ΄Εστω ότι ο n είναι άρτιος : 2 | n. Τότε ο αριθµός 2n − 1 είναι περιττός και εποµένως δεν µπορεί αν

διαιρείται από τον n (αν n | 2n − 1, τότε επειδή 2 | n, καταλήγουµε στο άτοπο 2 | 2n − 1).
− ΄Εστω ότι ο n είναι περιττός και έστω n | 2n − 1. ΄Εστω p ο µικρότερος πρώτος ο οποίος διαιρεί τον

n. Τότε p | 2n− 1 και προφανώς ο p είναι περιττός ≥ 3 διότι ο n είναι περιττός. Τότε ο p− 1 είναι άρτιος
και άρα (n, p− 1) = 1. Εποµένως υπάρχουν ακέραιοι a, b έτσι ώστε an+ b(p− 1) = 1. Τότε

2an − 1 = (2n)a − 1 = (2n − 1) · (2n(a−1) + 2n(a−2) + · · ·+ 2n + 1) =⇒ 2n − 1 | 2an − 1

Επειδή p | 2n − 1 και 2n − 1 | 2an − 1, έπεται ότι p | 2an − 1, δηλαδή:

2an ≡ 1 (mod p) (∗)

Από το µικρό Θεώρηµα του Fermat, επειδή (2, p) = 1, έπεται ότι

2p−1 ≡ 1 (mod p) =⇒ (2p−1)b ≡ 1b ≡ 1 (mod p) =⇒ 2b(p−1) ≡ 1 (mod p) (∗∗)

Πολλαπλασιάζοντας τις ισοτιµίες (∗) και (∗∗) και χρησιµοποιώντας ότι an+ b(p− 1) = 1, ϑα έχουµε:

2 = 21 = 2an+b(p−1) = 2an · 2b(p−1) ≡ 1 · 1 = 1 (mod p)

δηλαδή p | 2− 1 = 1 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα n - 2n − 1, δηλαδή ισοδύναµα: n - 2n − 1. �

΄Ασκηση 23. Να δειχθεί για κάθε ϑετικό ακέραιο n > 2 και για κάθε ακέραιο x, ισχύει ότι :

xn ≡ xn−φ(n) (modn)
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Λύση. ΄Εστω n = pa1pa22 · · · parr η πρωτογενής ανάλυση του αριθµού n. Θα δείξουµε ότι

∀i = 1, 2, · · · , r : paii | x
n−φ(n)(xφ(n) − 1)

− Αν για κάποιο i = 1, 2, · · · , r, έχουµε (pi, x) = 1, τότε (x, paii ) = 1, και από το Θεώρηµα του Euler
ϑα έχουµε xφ(p

ai
i ) ≡ 1 (mod paii ), δηλαδή

paii | x
φ(p

ai
i ) − 1 (∗)

Επειδή φ(n) = φ(paii ) · k, όπου k = φ(pa11 ) · · ·φ(pai−1

i−1 ) · φ(pai+1

i+1 ) · · ·φ(parr ), ϑα έχουµε:

xφ(n)− 1 = xφ(p
ai
i )·k− 1 = (xφ(p

ai
i ))k− 1 = (xφ(p

ai
i )− 1) ·

(
(xφ(p

ai
i ))k−1+(xφ(p

ai
i ))k−2+ · · ·+xφ(p

ai
i )+1

)
Εποµένως

xφ(p
ai
i ) − 1 | xφ(n) − 1 (∗∗)

Από τις (∗) και (∗∗) έπεται ότι :

(pi, x) = 1 =⇒ paii | x
φ(n) − 1 =⇒ paii | x

n−φ(n) · (xφ(n) − 1) (†)

− Επειδή, ∀i = 1, 2, · · · , r: pai−1i | n, και επειδή

φ(n) = pa1−11 pa2−12 · · · par−1r (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pr − 1) =⇒ pai−1i | φ(n), 1 ≤ i ≤ r
έπεται ότι :

∀i = 1, 2, · · · , r : pai−1i ≤ n− φ(n)
Επειδή pi ≥ 2, έπεται ότι6: pai−1i ≥ ai. Εποµένως

ai ≤ pai−1i ≤ n− φ(n) (∗ ∗ ∗)
Εποµένως αν (x, pi) > 1, τότε pi | x και άρα χρησιµοποιώντας την (∗ ∗ ∗), ϑα έχουµε

paii | p
n−φ(n)
i =⇒ paii | x

n−φ(n) =⇒ paii | x
n−φ(n) · (xφ(n) − 1) (††)

Από τις σχέσεις (†) και (†), έπεται ότι

∀i = 1, 2, · · · , r : paii | x
n−φ(n) · (xφ(n) − 1) =⇒ n = pa1pa22 · · · p

ar
r | xn−φ(n) · (xφ(n) − 1)

Εποµένως
xn−φ(n) · (xφ(n) − 1) ≡ 0 (modn) =⇒ xn = xn−φ(n) (modn) �

Σχόλιο 3. Η ισοτιµία xn ≡ xn−φ(n) (modn) της ΄Ασκησης 23 είναι αληθής και στην περίπτωση n = 1 ή
2.

Πράγµατι, για n = 1, ϑα έχουµε xn = x και xn−φ(n) = x1−1 = x0 = 1. Επειδή 1 | x− 1, έπεται ότι η
ισοτιµία xn ≡ xn−φ(n) (modn) είναι αληθής, όταν n = 1.

Αν n = 2, ϑα έχουµε xn = x2 και xn−φ(n) = x2−φ(2) = x2−1 = x1 = x, και x2 ≡ x (mod 2) διότι
2 | x2 − x, ∀x ∈ Z. Πράγµατι αν ο αριθµός x είναι άρτιος, τότε και ο αριθµός x2 είναι άρτιος και τότε
και η διαφορά x2 − x είναι άρτιος αριθµός, δηλαδή 2 | x2 − x. Αν ο αριθµός x είναι περιττός, τότε και ο
αριθµός x2 είναι περιττός και τότε η διαφορά x2 − x είναι άρτιος αριθµός, δηλαδή 2 | x2 − x. ΄Ετσι σε
κάθε περίπτωση 2 | x2 − x και εποµένως x2 ≡ x (mod 2), δηλαδή η ισοτιµία xn ≡ xn−φ(n) (modn) είναι
αληθής, όταν n = 2.

√

6∆είχνουµε µε επαγωγή ότι για κάθε m ≥ 2 και για κάθε k ≥ 1, ισχύει ότι : mk−1 ≥ k.
− Αν k = 1, τότε mk−1 = m1−1 = m0 = 1 και ο ισχυρισµός είναι αληθής.
− Υποθέτουµε ότι mk−1 ≥ k.
− ϑα έχουµε: mk−1 ≥ k =⇒ mk ≥ m ·k ≥ k+1, και η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι αν m ·k < k+1, τότε ϑα είχαµε

k(m− 1) < 1 το οποίο είναι άτοπο διότι m ≥ 2 και m, k ∈ N. ΄Αρα mk ≥ k + 1, και εποµένως mk−1 ≥ k, ∀m ≥ 2, ∀k ≥ 1.



20

΄Ασκηση 24. ΄Εστω p και q δύο περιττοί πρώτοι, όπου p 6= q. Αν a είναι ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε

(a, pq) = 1, τότε να δειχθεί ότι :

a
φ(pq)

2 ≡ 1 (mod pq)

Λύση. Επειδή p 6= q, έπεται ότι (p, q) = 1, και εποµένως : φ(pq) = φ(p)φ(q) = (p− 1) · (q − 1).
Επειδή οι πρώτοι p και q είναι περιττοί, ϑα έχουµε ότι οι αριθµοί p − 1 και q − 1 είναι άρτιοι και

εποµένως µπορούµε να γράψουµε: p− 1 = 2n και q− 1 = 2m, για κάποιους ϑετικούς ακεραίους n και
m. Τότε :

m =
q − 1

2
& n =

p− 1

2
(∗)

Επειδή (a, pq) = 1, και (p, q) = 1, ϑα έχουµε:

1 = (a, pq) = (a, p)(a, q) =⇒ (a, p) = 1 = (a, q)

Από το µικρό Θεώρηµα του Fermat, τότε ϑα έχουµε:

aφ(p) ≡ 1 (mod p) =⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p) =⇒ a(p−1)m ≡ 1m (mod p)
(∗)
=⇒ a

(p−1)(q−1)
2 ≡ 1 (mod p)

Παρόµοια

aφ(q) ≡ 1 (mod q) =⇒ aq−1 ≡ 1 (mod q) =⇒ a(q−1)n ≡ 1n (mod q)
(∗)
=⇒ a

(p−1)(q−1)
2 ≡ 1 (mod q)

Οι δύο τελευταίες σχέσεις δίνουν :

p | a
(p−1)(q−1)

2 − 1 & q | a
(p−1)(q−1)

2 − 1

Επειδή (p, q) = 1, έπεται ότι ϑα έχουµε:

pq | a
(p−1)(q−1)

2 − 1 =⇒ a
φ(pq)

2 = a
(p−1)(q−1)

2 ≡ 1 (mod pq) �


