
ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ

Τµηµα Β΄

Λυσεις Ασκησεων - Φυλλαδιο 8

∆ιδασκων: Α. Μπεληγιάννης

Ιστοσελιδα Μαθηµατος :
http://users.uoi.gr/abeligia/NumberTheory/NT2016/NT2016.html

Πέµπτη 22 ∆εκεµβρίου 2016

Σχόλιο 1. Υπενθυµίζουµε ότι αν a ∈ Z και n ∈ N είναι τέτοιοι ώστε (a, n) = 1, τότε η γραµµική ισοτιµία

ax ≡ b (modn) (∗)
έχει µοναδική λύση

x ≡ bk (modn), όπου k ∈ Z και ak + ln = 1

(ένας τέτοιος αριθµός k υπάρχει διότι (a, n) = 1).
Ισοδύναµα, ϐλέποντας την παραπάνω γραµµική ισοτιµία ως εξίσωση

[a]n · x = [b]n

στον δακτύλιο Zn, ϑα έχουµε ότι η παραπάνω εξίσωση έχει µοναδική λύση στο Zn
x = [b]n · [a]−1n , όπου [a]−1 = [k]n

και όπου: ak + ln = 1.
√

Σχόλιο 2. ΄Οπως προκύπτει από το Σχόλιο 1, η επίλυση µιας γραµµικής ισοτιµίας

ax ≡ b (modn), όπου (a, n) = 1 (∗)
ανάγεται στον προσδιορισµό της αντίστροφης κλάσης [a]−1n της κλάσης ισοτιµίας [a]n, διότι τότε η µονα-
δική λύση x0 (modn) της (∗) είναι η x0 ≡ bc (modn), όπου [a]−1n = [c]n.

Επειδή (a, n) = 1,από το Θεώρηµα του Euler, έπεται ότι

aφ(n) ≡ 1 (modn) =⇒ aφ(n)−1 · a ≡ 1 (modn) =⇒ [a]φ(n)−1n · [a]n = [1]n

και άρα:
[a]−1n = [a]φ(n)−1n = [aφ(n)−1]n

Εποµένως η µοναδική λύση της (∗) είναι :

x0 ≡ b · aφ(n)−1 (modn)

Γενικότερα αν ar ≡ 1 (modn) για κάποιον ϑετικό ακέραιο r, τότε η µοναδική λύση της (∗) είναι :

x0 ≡ b · ar−1 (modn)

΄Ενας τέτοιος ακέραιος r υπάρχει πάντα, για παράδειγµα ο φ(n). Αλλά µπορεί να υπάρχουν και άλλοι
ακέραιοι µε αυτή την ιδιότητα οι οποίοι µπορεί να είναι µικρότεροι του φ(n). Για παράδειγµα: επειδή
(3, 8) = 1, ϑα έχουµε 3φ(8) ≡ 1 (mod 8), δηλαδή 34 ≡ 1 (mod 8). ΄Οµως 32 = 9 ≡ 1mod 8). Και στις δύο
περιπτώσεις [3]−18 = [33]8 = [27]8 = [3]8 = [3]−18 .
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Προφανώς, για την απλούστευση των αναγκαίων πράξεων, στην αναζήτηση ϑετικού ακεραίου r έτσι
ώστε ar ≡ 1 (modn), αναζητούµε τον µικρότερο δυνατό ϑετικό ακέραιο r µε αυτή την ιδιότητα. ΄Οπως
ϑα δούµε αργότερα, ισχύει : r | φ(n).

√

Σχόλιο 3. Τέλος υπενθυµίζουµε επίσης ότι γενικά η γραµµική ισοτιµία (∗) έχει λύση αν και µόνον αν
d | b, όπου d = (a, n).

Αν x0 είναι µια λύση της (∗), τότε υπάρχουν ακριβώς d το πλήθος λύσεις (modn) της (∗), οι εξής :

x0, x0 + 2
n

d
, x0 + 3

n

d
, · · · , x0 + (d− 1)

n

d

Η λύση x0 (modn) προκύπτει από τη µοναδική λύση x0(mod n
d ) της γραµµικής ισοτιµίας

a

d
· x ≡ b

d
mod

n

d
(∗∗)

Η ισοτιµία (∗∗) έχει µοναδική λύση διότι (ad ,
n
d ) = 1, και προφανώς η λύση x0 (mod n

d ) είναι και λύση
της (∗).

√

• • •

΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις των παρακάτω ισοτιµιών :

1. 13x ≡ 71 (mod 380)
2. 91x ≡ 419 (mod 440).

Λύση. 1. Η πρωτογενής ανάλυση του 380 είναι 380 = 22 · 5 · 19. Ιδιαίτερα (380, 13) = 1. Εποµένως η
ισοτιµία 13x ≡ 71 (mod 380) έχει µοναδική λύση:

x = [71]380 · [13]−1380

Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, εύκολα ϐλέπουµε ότι

1 = (−4) · 380 + (117) · 13 =⇒ [1]380 = [117]380 · [13]380 =⇒ [13]−1380 = [117]380

Τότε ϑα έχουµε:
x = [71]380 · [13]−1380 = [71]380 · [117]380 = [8307]380 = [327]380

Εποµένως η µοναδική λύση της εξίσωσης [13]380 ·x = [71]380 είναι η x = [327]380. Ισοδύναµα η µοναδική
λύση (mod 380) της ισοτιµίας 13x ≡ 71 (mod 380) είναι η

327 (mod 380)

2. Οι πρωτογενείς αναλύσεις των 440 και 91 είναι 440 = 23 · 5 · 11 και 91 = 7 · 13. Ιδιαίτερα
(440, 91) = 1. Εποµένως η ισοτιµία 91x ≡ 419 (mod 440) έχει µοναδική λύση:

x = [419]440 · [91]−1440

Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, εύκολα ϐλέπουµε ότι

1 = 6 · 440 + (−29) · 91 =⇒ [1]440 = [−29]440 · [91]440 =⇒ [91]−1440 = [−29]440 = [411]440

Τότε ϑα έχουµε:

x = [419]440 · [91]−1440 = [419]440 · [411]440 = [172209]440 = [169]440

Εποµένως η µοναδική λύση της εξίσωσης [91]440 · x = [419]440 είναι η x = [169]440. Ισοδύναµα η
µοναδική λύση (mod 440) της ισοτιµίας 91x ≡ 419 (mod 440) είναι η

169 (mod 440) �
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΄Ασκηση 2. Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις των παρακάτω ισοτιµιών :

1. 15x ≡ 9 (mod 25).
2. 987x ≡ 610 (mod 1597)
3. 980x ≡ 1500 (mod 1600).

Λύση. 1. Επειδή (15, 25) = 5 - 9, έπεται ότι η γραµµική ισοτιµία 15x ≡ 9 (mod 25) δεν έχει καµµία
λύση.

2. Υπολογίζουµε εύκολα τις πρωτογείς αναλύσεις των αριθµών 987 και 1597:

987 = 3 · 7 · 47 & 1597 = 1597 =⇒ (987, 1597) = 1

Εποµένως η γραµµική ισοτιµία 987x ≡ 610 (mod 1597) έχει µοναδική λύση x0 (mod 1597) την οποί-
α προσδιορίζουµε ως εξής : Θα έχουµε x0 ≡ 610 · c (mod 1597), όπου [c]1597 = [987]−11597. Για τον
προσδιορισµό του ακεραίου c, εργαζόµαστε ως εξής :

Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, γράφουµε τον αριθµό 1 ως ακέραιο γραµµικό συνδυασµό
των αριθµών 987 και 1597:

1 = (−377) · 1597 + 610 · 987

και τότε ϑα έχουµε [987]1597 · [610]1597 = [1]1597. Εποµένως [987]−11597 = [610]1597 και άρα η µοναδική
λύση της ισοτιµίας είναι :

x0 ≡ 610 · 610 (mod 1597) ≡ 372100 (mod 1597) ≡ 1596 (mod 1597)

3. Υπολογίζουµε εύκολα τις πρωτογείς αναλύσεις των αριθµών 980 και 1600:

980 = 22 · 5 · 72 & 1600 = 26 · 52 =⇒ (980, 1600) = 22 · 5 = 20

Επειδή 20 | 1500, έπεται ότι η γραµµική ισοτιµία 980x ≡ 1500 (mod 1600) έχει ακριβώς 20 ανα δύο
ανισότιµες λύσεις (mod 1600).

Θα προσδιορίσουµε αυτές τις λύσεις. Η γραµµική ισοτιµία (∗) είναι ισοδύναµη µε την

980

20
· x ≡ 1500

20
(mod

1600

20
) =⇒ 49 · x ≡ 75 (mod 80) (∗∗)

η οποία έχει µοναδική λύση x0(mod 80) την οποία προσδιορίζουµε ως εξής : Θα έχουµε x0 ≡ 75 ·
c (mod 80), όπου [c]80 = [49]−180 . Για τον προσδιορισµό του ακεραίου c, εργαζόµαστε ως εξής :

Με χρήση του αλγόριθµου του Ευκλείδη, γράφουµε τον αριθµό 1 ως ακέραιο γραµµικό συνδυασµό
των αριθµών 49 και 80:

1 = 19 · 80 + (−31) · 49

και τότε ϑα έχουµε [49]−180 = [−31]80 = [49]80. Εποµένως η µοναδική λύση της (∗∗) ϑα είναι

x0 = 75 · 49 (mod 80) = 3675 (mod 80) = 75 (mod 80)

΄Αρα οι λύσεις της αρχικής ισοτιµίας είναι

75, 75 +
1600

20
, 75 + 2

1600

20
, · · · , 75 + 19

1600

20
(mod 1600)

δηλαδή οι εξής :
75, 155, 235, · · · , 1595 (mod 1600) �

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις των παρακάτω ισοτιµιών :

1. 2x ≡ 5 (mod 7)
2. 3x ≡ 6 (mod 9).
3. 19x ≡ 30 (mod 40)
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Λύση. 1. − Πρώτος τρόπος: Επειδή (2, 7) = 1 | 5 έπεται ότι η ισοτιµία 2x ≡ 5 (mod 7) έχει
µοναδική λύση (mod 7). ΄Αµεσα παρατηρούµε ότι 2 · 6 = 12 ≡ 5 (mod 7) και άρα η µοναδική
λύση είναι η

x ≡ 6 (mod 7)

− ∆εύτερος τρόπος: ΄Εχουµε

7 = 2 · 3 + 1 =⇒ 1 = (−3) · 2 + 1 · 7
=⇒ [1]7 = [−3]7 · [2]7 + [1]7 · [7]7

=⇒ [1]7 = [−3]7 · [2]7

=⇒ [2]7 · [4]7 = [1]7

=⇒ [2]−17 = [4]7

Τότε
x = [2]−17 · [5]7 =⇒ x = [4]7 · [5]7 = [20]7 =⇒ x = [6]7

Εποµένως η µοναδική λύση της ισοτιµίας 2x ≡ 5 (mod 7) είναι η x ≡ 6 (mod 7).

− Τρίτος τρόπος: Θα εφαρµόσουµε την διαδικασία στο Σχόλιο 1. Επειδή (2, 7) = 1, από το
Θεώρηµα του Euler, ϑα έχουµε

2φ(7) ≡ 1 (mod 7) =⇒ 26 ≡ 1 (mod 7) =⇒ [2]−17 · [2]57 =⇒ [2]−17 · [2
5]7 = [32]7 = [4]7

και τότε όπως και πριν, η µοναδική λύση της γραµµικής ισοτιµίας είναι :

x = 5 · 4, (mod 7) = 20 (mod 7) = 6 (mod 7)

2. Επειδή (3, 9) = 3 | 6 έπεται ότι η ισοτιµία 3x ≡ 6 (mod 9) έχει 3 λύσεις (mod 9). Αν x0 είναι µια
λύση της 3x ≡ 6 (mod 9) τότε όλες οι λύσεις είναι οι ακόλουθες :

x0 (mod 9), x0 + 1 · 9

3
= x0 + 3 (mod 9), x0 + 2 · 9

3
= x0 + 6 (mod 9)

Παρατηρούµε ότι η x0 = 2 είναι προφανώς µια λύση. Εποµένως όλες οι λύσεις της ισοτιµίας
3x ≡ 6 (mod 9) είναι οι εξής :

x0 ≡ 2 (mod 9), x1 ≡ 5 (mod 9), x2 ≡ 8 (mod 9)

3. − Πρώτος τρόπος: Επειδή (19, 40) = 1 | 30 έπεται ότι η ισοτιµία 19x ≡ 30 (mod 40) έχει
µοναδική λύση (mod 40). ΄Αµεσα παρατηρούµε ότι 19 · 10 = 190 = 4 · 40 + 30 ≡ 30 (mod 40) και
άρα η µοναδική λύση είναι η x ≡ 10 (mod 40).
− ∆εύτερος τρόπος: ΄Εχουµε

19 = 2 · 9 + 1 =⇒ 1 = 19− 2 · 9
=⇒ 1 = 19− 9 · (40− 2 · 19)

=⇒ 1 = −9 · 40 + 19 · 19

=⇒ [1]40 = [−9]40 · [40]40 + [19]40 · [19]40

=⇒ [1]40 = [19]40 · [19]40

=⇒ [19]−140 = [19]40

Τότε
x = [19]−140 · [30]40 =⇒ x = [19]40 · [30]40 = [570]40 = [10]40

Συνεπώς η µοναδική λύση της ισοτιµίας 19x ≡ 30 (mod 40) είναι η

x ≡ 10 (mod 40) �
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΄Ασκηση 4. Να ϐρεθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι b, όπου 0 ≤ b < 1001, για τους οποίους η γραµµική

ισοτιµία

154 · x ≡ b (mod 1001) (∗)
έχει λύση. ΄Οταν υπάρχει τουλάχιστον µια λύση, πόσες ανισότιµες (mod 1001) λύσεις υπάρχουν ;

Λύση. Επειδή οι πρωτογενείς αναλύσεις των αριθµών 154 και 1001 είναι 154 = 2 · 7 · 11 και 1001 =
7 · 11 · 13, έπεται ότι : (154, 1001) = 77.

Εποµένως η γραµµική ισοτιµία (∗) έχει λύση αν και µόνον αν 77 | b, δηλαδή αν και µόνον αν b = 77·k.
Επειδή 0 ≤ b < 1001, ϑα πρέπει 0 ≤ 77 · k < 1001 και άρα: 0 ≤ k < 13. Εποµένως :

η ισοτιµία (∗) έχει λύση ⇐⇒ b = 77 · k, k = 0, 1, 2, · · · , 12

Επειδή (154, 1001) = 77, για κάθε µια από τις παραπάνω 13 τιµές του b, υπάρχουν ακριβώς 77 ανισότιµες
(mod 1001) λύσεις της (∗).

Θα προσδιορίσουµε αυτές τις λύσεις, υποθέτοντας ότι b = 77 · k, όπου 0 ≤ k ≤ 12. Η γραµµική
ισοτιµία (∗) είναι ισοδύναµη µε την

154

77
· x ≡ b

77
(mod

1001

77
) =⇒ 2 · x ≡ k (mod 13) (∗∗)

Η γραµµική ισοτιµία (∗∗) έχει µοναδική λύση x0(mod 13) την οποία προσδιορίζουµε ως εξής. Θα έχουµε
x0 = k · c (mod 13), όπου [2]−113 = [c]13. Από το Θεώρηµα του Euler, ϑα έχουµε:

2φ(13) ≡ 1 (mod 13) =⇒ 212 ≡ 1 (mod 13) =⇒ [2]−113 = [211]13

[211]13 = [25 · 25 · 2]13 = [32 · 32 · 2]13 = [32]13 · [32]13 · [2]13 = [6]13 · [6]13 · [2]13 =

= [36]13 · [2]13 = [10]13 · [2]13 = [20]13 = [7]13

΄Αρα η µοναδική λύση της (**) είναι η
x0 ≡ k · 7 (mod 13)

Τότε, για κάθε k = 0, 1, 2, · · · , 12, οι λύσεις της (∗) (ανα δύο ανισότιµες (mod 1001)) είναι :

7k, 7k + 2
1001

77
, 7k + 3

1001

77
, · · · , 7k + 76

1001

77

δηλαδή:
7k, 7k + 2 · 13, 7k + 3 · 13, · · · , 7k + 76 · 13 (mod 1001) �

• • •

Σχόλιο 4. Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)


x ≡ a1 (modn1)
x ≡ a2 (modn2)

...
x ≡ ak (modnk)

Αν (ni, nj) = 1, όπου 1 ≤ i 6= j ≤ k, τότε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων πιστοποιεί ότι το (Σ) έχει
µοναδική λύση x0 (modn1 · n2 · · ·nk).

Υπενθυµίζουµε τη διαδικασία εύρεσης της µοναδική λύσης x0 (modn1 · n2 · · ·nk):
Θέτουµε :

M = n1 · n2 · · ·nk, & M1 =
M

n1
, M2 =

M

n2
, · · · , Mk =

M

nk
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Θεωρούµε τις γραµµικές ισοτιµίες : 
M1 · x ≡ 1 (modn1)
M2 · x ≡ 1 (modn2)

...
Mk · x ≡ 1 (modnk)

Επειδή (Mi, ni) = 1, ∀i = 1, 2, · · · , k, κάθε µια από τις παραπάνω ισοτιµίες έχει µοναδική λύση

bi (modni), όπου 1 ≤ i ≤ k

Τότε η µοναδική λύση (modn1 · n2 · · ·nk) του (Σ) είναι η :

M1 · b1 · a1 +M2 · b2 · a2 + · · ·+Mk · bk · ak (modn1 · n2 · · ·nk)
√

• • •

΄Ασκηση 5. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

 x ≡ 1 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 3 (mod 7)

Λύση. Επειδή οι αριθµοί 5, 6, και 7 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, µπορούµε να εφαρµόσουµε το
Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων για την επίλυση του (Σ). Θα έχουµε:

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3

n1 = 5, n2 = 6, n3 = 7 & M = 5 · 6 · 7 = 210

M1 =
M

n1
=

210

5
= 42, M2 =

M

n2
=

210

6
= 35, M3 =

M

n3
=

210

7
= 30

Σύµφωνα µε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση x0 (mod 210), την
οποία ϐρίσκουµε ως εξής :

Θεωρούµε τις γραµµικές ισοτιµίες :

M1 · x ≡ 1 (modn1) =⇒ 42 · x ≡ 1 (mod 5) =⇒ 2 · x ≡ 1 (mod 5)

M2 · x ≡ 1 (modn2) =⇒ 35 · x ≡ 1 (mod 6) =⇒ 5 · x ≡ 1 (mod 6)

M3 · x ≡ 1 (modn3) =⇒ 30 · x ≡ 1 (mod 7) =⇒ 2 · x ≡ 1 (mod 7)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι : 42 ≡ 2 (mod 5), 35 ≡ 5 (mod 6), και 30 ≡ 2 (mod 7).
Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι µοναδικές λύσεις των παραπάνω ισοτιµιών είναι αντίστοιχα:

b1 ≡ 3 (mod 5), b2 ≡ 5 (mod 6), b3 ≡ 4 (mod 7)

Εποµένως η µοναδική λύση (mod 210) του (Σ) είναι :

x0 ≡ M1b1a1 +M2b2a2 +M3b3a3 (mod 210)

≡ 42 · 3 · 1 + 35 · 5 · 2 + 30 · 4 · 3 (mod 210)

≡ 836 (mod 210)

≡ 206 (mod 210) �

΄Ασκηση 6. Να ϐρεθούν όλοι οι ακέραιοι αριθµοί οι οποίοι δίνουν υπόλοιπα 1, 2, και 3, όταν διαιρεθούν

µε τους αριθµούς 4, 3, και 5, αντίστοιχα.
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Λύση. Το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση του ακόλουθου συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ)

 x ≡ 1 (mod 4)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)

Επειδή οι αριθµοί 4, 3, και 5 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Κινέζικο
Θεώρηµα Υπολοίπων για την επίλυση του (Σ). Θα έχουµε:

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3

n1 = 4, n2 = 3, n3 = 5 & M = 4 · 3 · 5 = 60

M1 =
M

n1
=

60

4
= 15, M2 =

M

n2
=

60

3
= 20, M3 =

M

n3
=

60

5
= 12

Σύµφωνα µε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση x0 (mod 210), την
οποία ϐρίσκουµε ως εξής :

Θεωρούµε τις γραµµικές ισοτιµίες :

M1 · x ≡ 1 (modn1) =⇒ 15 · x ≡ 1 (mod 4) =⇒ 3 · x ≡ 1 (mod 4)

M2 · x ≡ 1 (modn2) =⇒ 20 · x ≡ 1 (mod 3) =⇒ 2 · x ≡ 1 (mod 3)

M3 · x ≡ 1 (modn3) =⇒ 12 · x ≡ 1 (mod 5) =⇒ 2 · x ≡ 1 (mod 5)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι : 15 ≡ 3 (mod 4), 29 ≡ 2 (mod 3), και 12 ≡ 2 (mod 5).
Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι µοναδικές λύσεις των παραπάνω ισοτιµιών είναι αντίστοιχα:

b1 ≡ 3 (mod 4), b2 ≡ 2 (mod 3), b3 ≡ 3 (mod 5)

Εποµένως η µοναδική λύση (mod 60) του (Σ) είναι :

x0 ≡ M1b1a1 +M2b2a2 +M3b3a3 (mod 60)

≡ 15 · 3 · 1 + 20 · 2 · 2 + 12 · 3 · 3 (mod 60)

≡ 233 (mod 60)

≡ 53 (mod 60)

΄Αρα οι ακέραιοι οι οποίοι δίνουν υπόλοιπα 1, 2, και 3, όταν διαιρεθούν µε τους αριθµούς 4, 3, και 5,
αντίστοιχα, είναι όλοι οι ακέραιοι της µορφής:

53 + k · 60, k ∈ Z �

΄Ασκηση 7. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ) :



x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 4 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 11)

Λύση. Επειδή οι αριθµοί 2, 3, 5, 7, 11 είναι ανα δυο πρώτοι µεταξύ τους, τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα
Υπολοίπων έπεται ότι το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λυση

x0 (modM) = x0 (mod 2 · 3 · 5 · 7 · 11) = x0 (mod 2310)

Θα έχουµε:
a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4, a5 = 5
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n1 = 2, n2 = 3, n3 = 5, n4 = 7, n5 = 11 & M = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 = 2310

M1 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

2
= 3 · 5 · 7 · 11 = 1155

M2 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

3
= 2 · 5 · 7 · 11 = 770

M3 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

5
= 2 · 3 · 7 · 11 = 462

M4 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

7
= 2 · 3 · 5 · 11 = 330

M5 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

11
= 2 · 3 · 5 · 7 = 210

και ϑεωρούµε τις ισοτιµίες : 

1155x ≡ 1 (mod 2)

770x ≡ 1 (mod 3)

462x ≡ 1 (mod 5)

330x ≡ 1 (mod 7)

210x ≡ 1 (mod 11)

Επειδή 1155 = 2 · 577 + 1, 770 = 3 · 256 + 2, 462 = 5 · 92 + 2, 330 = 7 · 47 + 1 και 210 = 11 · 19 + 1, το
παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο:

x ≡ 1 (mod 2)

2x ≡ 1 (mod 3)

2x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

=⇒



b1 ≡ 1 (mod 2)

b2 ≡ 2 (mod 3)

b3 ≡ 3 (mod 5)

b4 ≡ 1 (mod 7)

b5 ≡ 1 (mod 11)

΄Αρα η µοναδική λύση (mod 2310) του (Σ) είναι

x0 =
5∑
i=1

Mibiai

= 1155 · 1 · 1 + 770 · 2 · 2 + 462 · 3 · 3 + 330 · 1 · 4 + 210 · 1 · 5
= 1155 + 3080 + 4158 + 1320 + 1050

= 10763

≡ 1523 (mod 2310) �

΄Ασκηση 8. Βρείτε έναν αριθµό ο οποίος είναι πολλαπλάσιο του 11 και δίνει υπόλοιπο 1 όταν διαιρεθεί

µε τους αριθµούς 2, 3, 5, και 7.
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Λύση. Το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση του παρακάτω συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ) :



x ≡ 0 (mod 11)

x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 7)

Επειδή οι αριθµοί 2, 3, 5, 7, 11 είναι ανα δυο πρώτοι µεταξύ τους, τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοί-
πων έπεται ότι το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λυση

x0 (modM) = x0 (mod 2 · 3 · 5 · 7 · 11) = x0 (mod 2310)

Υπολογίζουµε

M1 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

2
= 3 · 5 · 7 · 11 = 1155

M2 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

3
= 2 · 5 · 7 · 11 = 770

M3 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

5
= 2 · 3 · 7 · 11 = 462

M4 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

7
= 2 · 3 · 5 · 11 = 330

M5 =
2 · 3 · 5 · 7 · 11

11
= 2 · 3 · 5 · 7 = 210

και ϑεωρούµε τις ισοτιµίες : 

1155x ≡ 1 (mod 2)

770x ≡ 1 (mod 3)

462x ≡ 1 (mod 5)

330x ≡ 1 (mod 7)

210x ≡ 1 (mod 11)

Επειδή 1155 = 2 · 577 + 1, 770 = 3 · 256 + 2, 462 = 5 · 92 + 2, 330 = 7 · 47 + 1 και 210 = 11 · 19 + 1, το
παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο:

x ≡ 1 (mod 2)

2x ≡ 1 (mod 3)

2x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

=⇒



b1 ≡ 1 (mod 2)

b2 ≡ 2 (mod 3)

b3 ≡ 3 (mod 5)

b4 ≡ 1 (mod 7)

b5 ≡ 1 (mod 11)
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΄Αρα η µοναδική λύση (mod 2310) του (Σ) είναι

x0 =

5∑
i=1

Mibiai

= 1155 · 1 · 1 + 770 · 2 · 1 + 462 · 3 · 1 + 330 · 1 · 1 + 210 · 1 · 0
= 1155 + 1540 + 1386 + 330

= 4411

≡ 2101 (mod 2310)

Συνεπώς ο Ϲητούµενος αριθµός είναι ο 2101. Παρατηρείστε ότι πράγµατι 2101 = 11 · 191, δηλαδή ο
αριθµός 2101 είναι πολλαπλάσιο του 11. �

΄Ασκηση 9. ∆είξτε ότι για κάθε k ≥ 2, υπάρχουν k το πλήθος διαδοχικοί ακέραιοι, κάθε ένας από τους

οποίους διαιρείται από τετράγωνο αριθµού > 1.

Λύση. ΄Εστω p1, p2, · · · , pk διαφορετικοί πρώτοι αριθµοί k σε πλήθος, για παράδειγµα µπορούµε να
ϑεωρήσουµε τους πρώτους k πρώτους αριθµούς. Θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ) :



x ≡ 0 (mod p21)

x ≡ −1 (mod p22)

x ≡ −2 (mod p23)
...

x ≡ −k + 1 (mod p2k)

Επειδή (p2i , p
2
j ) = 1 για κάθε 1 ≤ i 6= j ≤ k, από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων έχουµε ότι το σύστηµα

(Σ) έχει µοναδική λύση mod(p1 · · · pk)2. ΄Εστω N η λύση του (Σ). Τότε

N ≡ 0 (mod p21)

N ≡ −1 (mod p22)

N ≡ −2 (mod p23)
...

N ≡ −k + 1 (mod p2k)

=⇒



p21 | N

p22 | N + 1

p23 | N + 2
...

p2k | N + k − 1

Συνεπώς οι k διαδοχικοί ακέραιοι N,N + 1, . . . , N + k− 1 έχουν την ιδιότητα ότι κάθε ένας από αυτούς
διαιρείται από τετράγωνο αριθµού > 1. �

΄Ασκηση 10. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)


x ≡ 65 (mod 99)
x ≡ 2 (mod 98)
x ≡ 51 (mod 97)
x ≡ 10 (mod 95)

Λύση. Οι πρωτογενείς αναλύσεις των αριθµών 99, 98, 97, και 95, είναι

99 = 32 · 11, 98 = 2 · 72, 97 = 97, 95 = 5 · 13



11

και άρα οι αριθµοί 99, 98, 97, και 95 είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους. Εποµέµνως µπορούµε να
εφαρµόσουµε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, για την επίλυση του (Σ). Θα έχουµε:

n1 = 99, n2 = 98, n3 = 97, n4 = 95

M = 99 · 98 · 97 · 95 = 89.403.930

M1 =
99 · 98 · 97 · 9

99
= 903.070, M2 =

99 · 98 · 97 · 9
98

= 912.285,

M3 =
99 · 98 · 97 · 9

97
= 921.690, M4 =

99 · 98 · 97 · 9
95

= 941.094

Θεωρούµε τις γραµµικές ισοτιµίες :

M1 · x ≡ 1 (modn1) =⇒ 903.070 · x ≡ 1 (mod 99)

M2 · x ≡ 1 (modn2) =⇒ 912.285 · x ≡ 1 (mod 98)

M3 · x ≡ 1 (modn3) =⇒ 921.690 · x ≡ 1 (mod 97)

M4 · x ≡ 1 (modn4) =⇒ 941.094 · x ≡ 1 (mod 95)

Επειδή:

903.070 = 99·9121+91, 912.285 = 98·9309+3, 921.690 = 97·9501+93, 941.094 = 95·9906+24

οι παραπάνω ισοτιµίες γράφονται ισοδύναµα:

91 · x ≡ 1 (mod 99), 3 · x ≡ 1 (mod 98), 93 · x ≡ 1 (mod 97), 24 · x ≡ 1 (mod 95),

Οι µοναδικές λύσεις των παραπάνω ισοτιµιών (οι οποίες ϐρίσκονται µε την γνωστή διαδικασία) είναι
αντίστοιχα:

b1 ≡ 37 (mod 99), b2 ≡ 35 (mod 98), b3 ≡ 24 (mod 97), b4 ≡ 4 (mod 95)

Εποµένως η µοναδική λύση (mod 99 · 98 · 97 · 95) = (mod 89.403.930) του (Σ) είναι :

x0 ≡ M1b1a1 +M2b2a2 +M3b3a3 +M4b4a4 (mod 89.403.930)

≡ 903.070 · 37 · 65 + 912.285 · 35 · 2 + 921.690 · 24 · 51 + 941.094 · 4 · 10 (mod 89.403.930)

≡ 3.397.886.480 (mod 89.403.930)

≡ 537.140 (mod 89.403.930) �

΄Ασκηση 11. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

{
51x ≡ 2 (mod 38)
3x ≡ 6 (mod 9)

Λύση. Επειδή (51, 38) = 1, έπεται ότι η ισοτιµία 51x ≡ 2 (mod 38) έχει µοναδική λύση x0 (mod 38), η
οποία προσδιορίζεται ως εξής. Θα έχουµε: x0 ≡ 2·c (mod 38), όπου [c]38 = [51]−138 . ΄Οµως [51]38 = [13]38
και άρτα αναζητούµε την αντίστροφή κλάση [13]−138 . Παρατηρούµε ότι [1]38 = [39]38 = [3 · 13]38 =

[3]38 · [13]38 και εποµένως [13]−138 = [3]38. Τότε η µοναδική λύσης της ισοτιµίας 51x ≡ 2 (mod 38) είναι :

2 · 3 (mod 38) ≡ 6 (mod 38) (†)
Για την δεύτερη ισοτιµία 3x ≡ 6 (mod 9), ϑα έχουµε. Επειδή (3, 9) = 3 | 6, έπεται ότι υπάρχουν 3
ανισότιµες (mod 9) λύσεις, οι οποίες όπως µπορούµε να προσδιορόισουµε εύκολα είναι οι εξής :

2 (mod 9), 5 (mod 9), (8 (mod 9) (††)
Εποµένως για να ϐρούµε τις λύσεις του αρχικού συτήµατος (Σ), από τις σχέσεις (†) και (††), αρκεί να
ϐρούµε τις λύσεις των εξής συστηµάτων:

(Σ1)

{
x ≡ 6 (mod 38)
x ≡ 2 (mod 9)

, (Σ2)

{
x ≡ 6 (mod 38)
x ≡ 5 (mod 9)

, (Σ3)

{
x ≡ 6 (mod 38)
x ≡ 8 (mod 9)
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Για το (Σ1): Επειδή (38, 9) = 1, µπορούµε να εφαρµόσουµε Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων. Θα
έχουµε:

a1 = 6, a2 = 2 & n1 = 38, n2 = 9

M = 38 · 9 = 342, M1 =
M

n1
= 9, M2 =

M

n2
= 38

Θαωρούµε τις ισοτιµίες :{
M1 · x ≡ 1 (modn1)
M2 · x ≡ 1 (modn2)

=⇒
{

9 · x ≡ 1 (mod 38)
38 · x ≡ 1 (mod 9)

=⇒
{

9 · x ≡ 1 (mod 38)
2 · x ≡ 1 (mod 9)

κάθε µία εκ των οποίων έχει µοναδική λύση. Για την δεύτερη η µοναδική λύση mod 9 είναι προφανώς
η b2 (mod 9) = 5 (mod 9). Για την πρώτη, υπολογίζουµε εύκολα ότι [9]−138 = [17]38, διότι [9]38 · [17]38 =
[9 · 17]38 = [153]389 = [38 · 4 + 1]38 = [1]38. ΄Αρα

b1 = 17 & b2 = 5

Η µοναδική λύση (mod 38 · 9) του συστήµατος (Σ1) είναι :

x0 ≡M1·b1·a1+M2·b2·a2 (modn1·n2) ≡ 9·17·6+38·5·2 (mod 342) ≡ 1298 (mod 342) ≡ 272 (mod 342)

Για το (Σ2): Παρόµοια ϐρίσκουµε ότι η µοναδική λύση (mod 342) του (Σ2) είναι η :

x1 ≡ 158 (mod 342)

Για το (Σ3): Παρόµοια ϐρίσκουµε ότι η µοναδική λύση (mod 342) του (Σ3) είναι η :

x2 ≡ 44 (mod 342)

Εποµένως το αρχικό σύστηµα ισοτιµιών (Σ) έχει ακριβώς τρείς λύσεις (mod 342), τις εξής :

272 (mod 342), 158 (mod 342), 44 (mod 342)

�

• • •

Σχόλιο 5. Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)


x ≡ a1 (modn1)
x ≡ a2 (modn2)

...
x ≡ ak (modnk)

Υπενθυµίζουµε ότι το σύστηµα (Σ) έχει λύση αν και µόνον αν :

dij := (ni, nj) | ai − aj , 1 ≤ i 6= j ≤ k
Αν οι παραπάνω σχέσεις διαιρετότητας ικανοποιούνται, τότε το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση

(mod[n1, n2, · · · , nk])
√

• • •

΄Ασκηση 12. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

 x ≡ 32 (mod 21)
x ≡ −6 (mod 10)
x ≡ 2 (mod 12)
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Λύση. − Πρώτος τρόπος: ΄Εχουµε n1 = 21 = 3 · 7, n2 = 10 = 2 · 5, n3 = 12 = 22 · 3, b1 = 32,
b2 = −6, b3 = 2 και

(n1, n2) = 1 | b1 − b2
(n1, n3) = 3 | b1 − b3
(n2, n3) = 2 | b2 − b3

΄Αρα από τη Θεωρία το σύστηµα (Σ) έχει λύση στο Z και είναι ισοδύναµο µε το παρακάτω σύστηµα:

x ≡ 32 (mod 3)

x ≡ 32 (mod 7)

x ≡ −6 (mod 2)

x ≡ −6 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 22)

x ≡ 2 (mod 3)

⇐⇒



x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 4 (mod 7)

x ≡ 0 (mod 2)

x ≡ −1 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 4)

x ≡ 2 (mod 3)

Επειδή η πρώτη ισοτιµία συµπίπτει µε την έκτη, και η πέµπτη ισοτιµία συνεπάγεται την τρίτη (πραγ-
µατικά: αν x ≡ 2 (mod 4), τότε 4 | x − 2, απ΄ όπου εύκολα ϐλέπουµε ότι 2 | x, δηλαδή x ≡ 0 (mod 2)),
και τέλος επειδή το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθµών 3, 7, 2, 5, 4 συµπίπτει µε το ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο των αριθµών 3, 7, 5, 4, έπεται ότι το παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο
σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών : 

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 4)

x ≡ −1 (mod 5)

x ≡ 4 (mod 7)

Επειδή οι αριθµοί 3, 4, 5, 7 είναι ανα δυο πρώτοι µεταξύ τους, τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων
έπεται ότι το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λυση

x0 (modM) = x0 (mod 3 · 4 · 5 · 7) = x0 (mod 420)

Ακολουθώντας το συνηθισµένο τρόπο λύσης ϐρίσκουµε ότι : x0 ≡ 74 (mod 420).

− ∆εύτερος Τρόπος: Αφού x ≡ 2 (mod 3) έχουµε ότι υπάρχει κάποιο t1 έτσι ώστε x = 3t1 + 2. Τότε
αντικαθιστώντας στην ισοτιµία x ≡ 2 (mod 22) έχουµε

3t1 + 2 ≡ 2 (mod 22) =⇒ 3t1 ≡ 0 (mod 4) =⇒ t1 ≡ 0 (mod 4) =⇒ t1 = 4t2

και άρα x = 12t2 + 2. Από την εξίσωση x ≡ −1 (mod 5) έχουµε

12t2 + 2 ≡ −1 (mod 5) =⇒ 2t2 ≡ −3 (mod 5) =⇒ 2t2 ≡ 2 (mod 5) =⇒ t2 ≡ 1 (mod 5)

Συνεπώς t2 = 5t3 + 1 και άρα x = 60t3 + 14. Τέλος, αντικαθιστώντας στην x ≡ 4 (mod 7) έχουµε

60t3 + 14 ≡ 4 (mod 7) =⇒ 4t3 ≡ 4 (mod 7)

Για t3 = 1 έχουµε τη λύση x = 60 · 1 + 14 = 74.
Πράγµατι έχουµε

[74]3 = [60 + 14]3 = [14]3 = [2]3

[74]4 = [34]4 = [32 + 2]4 = [2]4
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[74]5 = [75− 1]5 = [−1]5

[74]7 = [70 + 4]7 = [4]7
Συνεπώς η µοναδική λύση του συστήµατος (Σ) είναι η x0 ≡ 74 (mod 420).

− Τρίτος Τρόπος: Επειδή 32 ≡ 11 (mod 21), και −6 ≡ 4 (mod 10), το αρχικό σύστηµα είναι
προφανώς ισοδύναµο µε το

(Σ′)

 x ≡ 11 (mod 21)
x ≡ 4 (mod 10)
x ≡ 2 (mod 12)

΄Οπως και προηγουµένως το (Σ′) έχει λύση η οποία είναι µοναδική mod 420. Θεωρούµε τις δύο πρώτες
ισοτιµίες

(Σ′1)

{
x ≡ 11 (mod 21)
x ≡ 4 (mod 10)

Επειδή (21, 10) = 1, από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, το σύστηµα (Σ′1) έχει µοναδική λύση
mod 210. Εργαζόµενοι όπως στην ΄Ασκηση 5, ϐλέπουµε εύκολα ότι η µοναδική λύση mod 210 του
(Σ′1) είναι η x ≡ 74 (mod 210). Επειδή προφανώς το (Σ′) είναι ισοδύναµο µε το συστηµα

(Σ′2)

{
x ≡ 74 (mod 210)
x ≡ 2 (mod 12)

έπεται ότι η µοναδική λύση του (Σ′2), mod[210, 12] = mod 420, είναι η µοναδική λύση του (Σ) mod 420.
Παρατηρούµε ότι το x0 = 74 ικανοποιεί την x ≡ 2 (mod 12), διότι 74− 2 = 6 · 12. Εποµένως η µοναδική
λύση του (Σ) είναι η

x ≡ 74 (mod 74) �

΄Ασκηση 13. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

 3x ≡ 6 (mod 12)
2x ≡ 5 (mod 7)
3x ≡ 1 (mod 5)

Λύση. Η πρώτη ισοτιµία 3x ≡ 6 (mod 12) είναι προφανώς ισοδύναµη µε την x ≡ 6 (mod 4). Εποµένως
το αρχικό σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα

(Σ′)

 x ≡ 2 (mod 4)
2x ≡ 5 (mod 7)
3x ≡ 1 (mod 5)

− Επειδή (2, 7) = 1, η δεύτερη ισοτιµία έχει µοναδική λύση (mod 7) και αυτή η λύση είναι προφανώς
η x ≡ 6 (mod 7).
− Επειδή (3, 5) = 1, η τρίτη ισοτιµία έχει µοναδική λύση (mod 5) και αυτή η λύση είναι προφανώς η

x ≡ 2 (mod 5).
Εποµένως το σύστηµα (Σ′) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα

(Σ′′)

 x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 6 (mod 7)
x ≡ 2 (mod 5)

στο οποίο µπορούµε να εφαρµόσουµε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, και έτσι το (Σ′′) έχει µοναδική
λύση (mod 4 · 7 · 5) = (mod 140). Θα έχουµε:

a1 = 2, a2 = 6, a3 = 2 & n1 = 4, n2 = 7, n3 = 5

M = n1 · n2 · n3 = 4 · 7 · 5 = 140
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M1 =
M

n1
=

140

4
= 35

M2 =
M

n2
=

140

7
= 20

M3 =
M

n3
=

140

5
= 28

Θεωρούµε τις ακόλουθες ισοτιµίες :
35 · x ≡ 1 (mod 4)

20 · x ≡ 1 (mod 7)

28 · x ≡ 1 (mod 5)

=⇒


3 · x ≡ 1 (mod 4)

6 · x ≡ 1 (mod 7)

3 · x ≡ 1 (mod 5)

=⇒


x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 6 (mod 7)

x ≡ 2 (mod 5)

Εποµένως :
b1 = 3, b2 = 6, b3 = 2

και άρα η µοναδική λύση (mod 140) του συστήµατος (Σ′′) είναι η

x0 ≡ M1 · b1 · a1 +M2 · b2 · a2 +M3 · b3 · a3 (mod 140)

= 35 · 3 · 2 + 20 · 6 · 6 + 28 · 2 · 2 (mod 140)

≡ 1042 (mod 140)

≡ 62 (mod 140)

Εποµένως το αρχικό σύστρηµα (Σ) έχει µοναδική λύση (mod 14), την εξής :

62 (mod 140) �

΄Ασκηση 14. Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z για τα σύστηµατα γραµµικών ισοτιµιών

(Σ)

 2x ≡ 4 (mod 6)
4x ≡ 8 (mod 12)
5x ≡ 10 (mod 25)

& (Σ′)


x ≡ 7 (mod 9)
x ≡ 2 (mod 10)
x ≡ 3 (mod 12)
x ≡ 6 (mod 15)

Λύση. 1. Επειδή (2, 6) = 2 | 4, (4, 12) = 4 | 8 και (5, 25) = 5 | 10, έπεται ότι :

2x ≡ 4 (mod 6) ⇐⇒ x ≡ 2 (mod 3)

4x ≡ 8 (mod 12) ⇐⇒ x ≡ 2 (mod 3)

5x ≡ 10 (mod 25) ⇐⇒ x ≡ 2 (mod 5)

Εποµένως το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών :
x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 5)

⇐⇒

 x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 5)

Προφανώς η µοναδική λύση (mod 15) του τελευταίου συστήµατος, άρα και του αρχικού, είναι η

x0 ≡ 2 (mod 15)

2. Επειδή m13 = (9, 12) = 3 - a1 − a3 = 7 − 3 = 4, έπεται ότι το σύστηµα (Σ′) δεν έχει ακέραιες
λύσεις. �
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΄Ασκηση 15. (Πρόβληµα του Branmagupta, 7ος αιώνας µ.Χ.) ΄Οταν παίρνουµε αυγά από ένα καλάθι ανά:

2, 3, 4, 5, 6 κάθε ϕορά, τότε µένουν αντίστοιχα 1, 2, 3, 4, 5 αυγά στο καλάθι. ΄Οταν όµως παίρνουµε ανά 7
τότε δεν µένει κανένα. Να υπολογισθεί ο ελάχιστος αριθµός αυγών που ϑα πρέπει να περιέχει το καλάθι.

Λύση. − Πρώτος τρόπος: Η απάντηση στο Πρόβληµα του Branmagupta είναι η ελάχιστη ϑετική
λύση του παρακάτω συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ) :



x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 0 (mod 7)

Η ισοτιµία x ≡ 5 (mod 6) είναι ισοδύναµη1 µε το σύστηµα ισοτιµιών x ≡ 5 (mod 2)

x ≡ 5 (mod 3)

δηλαδή ισοδύναµη µε το σύστηµα  x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 3)

Οι παραπάνω δυο ισοτιµίες υπάρχουν ήδη στο γραµµικό σύστηµα (Σ) και άρα µπορούν να παραλη-
ϕθούν. Παρατηρούµε επίσης ότι η ισοτιµία x ≡ 1 (mod 2) προκύπτει από την x ≡ 3 (mod 4) και άρα
µπορεί να παραληφθεί. Πράγµατι αφού x ≡ 3 (mod 4) έπεται ότι ο x είναι περιττός και άρα η εξίσωση
x ≡ 1 (mod 2) ισχύει. Συνεπώς το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ′) :



x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 0 (mod 7)

Επειδή οι αριθµοί 3, 4, 5, 7 είναι ανα δυο πρώτοι µεταξύ τους, τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων
έπεται ότι το σύστηµα (Σ′), και άρα και το (Σ), έχει µοναδική λυση

x0 (modM) = x0 (mod 3 · 4 · 5 · 7) = x0 (mod 420)

Ακολουθώντας το συνηθισµένο τρόπο λύσης (ϐλέπε ΄Ασκηση 7) ϐρίσκουµε ότι x0 = 119.

− ∆εύτερος τρόπος: Από την x ≡ 2 (mod 3) έχουµε ότι x = 3t1 + 2 και άρα από την x ≡ 3 (mod 4)
έπεται ότι

3t1 + 2 ≡ 3 (mod 4) =⇒ 3t1 ≡ 1 (mod 4) =⇒ 3 · (3t1) ≡ 3 (mod 4) =⇒ t1 ≡ 3 (mod 4)

1Γενικά, αν (n1, n2) = 1, τότε : x ≡ a (modn1) & x ≡ a (modn2) ⇐⇒ x ≡ a (modn1n2)
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Εποµένως t1 = 4t2 + 3 και άρα x = 3 · (4t2 + 3) + 2 = 12t2 + 11. Τότε από την εξίσωση x ≡ 4 (mod 5)
έπεται ότι

12t2 + 11 ≡ 4 (mod 5) =⇒ 2t2 + 1 ≡ 4 (mod 5)

=⇒ 2t2 ≡ 3 (mod 5)

=⇒ 3 · (2t2) ≡ 9 (mod 5)

=⇒ t2 ≡ 4 (mod 5)

=⇒ t2 = 5t3 + 4

και άρα x = 12 · (5t3 + 4) + 11 = 60t3 + 59. Τέλος από την εξίσωση x ≡ 0 (mod 7) έπεται ότι

60t3 + 59 ≡ 0 (mod 7) =⇒ 4t3 ≡ −3 (mod 7) =⇒ 4t3 ≡ 4 (mod 7) =⇒ t3 ≡ 1 (mod 7)

Εποµένως t3 = 7t4 + 1 και άρα

x = 420t4 + 60 + 59 = 420t4 + 119.

Φανερά, για ακέραιο t4 η ελάχιστη ϑετική τιµή που παίρνει το x είναι 119 για t4 = 0. Συνεπώς ο
ελάχιστος αριθµός αυγών που ϑα πρέπει να περιέχει το καλάθι είναι 119. �

΄Ασκηση 16. Σε ένα πάρτυ, κάποιος Ϲητάει από έναν γνωστό του να διαλέξει στην τύχη έναν αριθµό από

το 1 µέχρι το 100, και ακολούθως χωρίς να του αναφέρει το αριθµό, του Ϲητάει να του πει τα υπόλοιπα των

διαιρέσεων του αριθµού µε τους αριθµούς 3, 5, και 7. Γνωρίζοντας τα υπόλοιπα αυτών των διαιρέσεων,

µπορείτε να ϐρείτε τον κρυφό αριθµό ;

Λύση. ΄Εστω a1 το υπόλοιπο της διαίρεσης του x0 µε το 3, a2 το υπόλοιπο της διαίρεσης του x0 µε το 5
και a3 το υπόλοιπο της διαίρεσης του x0 µε το 7. Τότε ο κρυφός αριθµός x0, όπου 1 ≤ x0 ≤ 100, είναι
η λύση του συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ) :


x ≡ a1 (mod 3)

x ≡ a3 (mod 5)

x ≡ a3 (mod 7)

Επειδή οι αριθµοί 3, 5, 7 είναι ανα δυο πρώτοι µεταξύ τους, τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων
έπεται ότι το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λυση

x0 (modM) = x0 (mod 3 · 5 · 7) = x0 (mod 105)

Υπολογίζουµε

M1 =
3 · 5 · 7

3
= 35

M2 =
3 · 5 · 7

5
= 21

M3 =
3 · 5 · 7

7
= 15

και έχουµε τις παρακάτω εξισώσεις :
35x ≡ 1 (mod 3)

21x ≡ 1 (mod 5)

15x ≡ 1 (mod 7)

=⇒


2x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 7)

=⇒


x ≡ −1 (mod 3)

x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 7)
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΄Αρα b1 = −1, b2 = 1, b3 = 1 και η λύση είναι η

x0 = M1b1a1 +M2b2a2 +M3b3a3

= 35 · (−1) · a1 + 21 · 1 · a2 + 15 · 1 · a3
= −35a1 + 21a2 + 15a3

Εποµένως ο Ϲητούµενος κρυφός αριθµός είναι το µικρότερο ϑετικό υπόλοιπο (mod 105) του αριθµού:

−35a1 + 21a2 + 15a3 �

΄Ασκηση 17. Επτά ληστές προσπαθούν να µοιράσουν δίκαια τα κλοπιµαία τα οποία αποτελούνται από

ϱάβδους χρυσού. Μετά τη µοιρασιά 6 ϱάβδοι χρυσού περίσσεψαν και στη διαµάχη που ακολούθησε ένας

ληστής σκοτώθηκε. Οι υπόλοιποι έξι ληστές δοκίµασαν να µοιράσουν πάλι τους ϱάβδους, αλλά πάλι δεν

τα κατάφεραν διότι αυτή τη ϕορά περίσσεψαν 2 ϱάβδοι. Στη διαµάχη που ακολούθησε ένας ακόµα ληστής

σκοτώθηκε. Στη νέα µοιρασιά που ακολούθησε περίσσεψε µια ϱάβδος χρυσού και µετά τον ϑάνατο ενός

ακόµα ληστή, τελικά οι εναποµείναντες ληστές κατάφεραν να µοιράσουν στα ίσια τους ϱάβδους χρυσού.

Ποιός είναι ο ελάχιστος αριθµός ϱάβδων χρυσού που έκλεψαν οι ληστές ;

Λύση. ΄Εστω x ο Ϲητούµενος αριθµός ϱάβδων χρυσού που έκλεψαν οι ληστές. ΄Εχουµε

• Επτά ληστές − Πρώτη µοιρασιά : x ≡ 6 (mod 7)

• ΄Εξι ληστές − ∆εύτερη µοιρασιά : x ≡ 2 (mod 6)

• Πέντε ληστές − Τρίτη µοιρασιά : x ≡ 1 (mod 5)

• Τέσσερις ληστές − Τελευταία µοιρασιά : x ≡ 0 (mod 4)

΄Αρα ο Ϲητούµενος αριθµός ϱάβδων χρυσού είναι η (µοναδική) λύση (mod 7 · 6 · 5 · 4) του συστήµατος
γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ) :



x ≡ 6 (mod 7)

x ≡ 2 (mod 6)

x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 0 (mod 4)

Ελέγχουµε ότι πράγµατι το παραπάνω σύστηµα έχει λύση:

a1 = 6, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 0

m12 = (7, 6) = 1 | a1 − a2 = 4

m13 = (7, 5) = 1 | a1 − a3 = 6

m14 = (7, 4) = 1 | a1 − a4 = 6

m23 = (6, 5) = 1 | a2 − a3 = 2

m24 = (6, 4) = 2 | a2 − a4 = 2

m34 = (5, 4) = 1 | a3 − a4 = 1

Θεωρούµε το σύστηµα

(Σ′) :


x ≡ 6 (mod 7)

x ≡ 2 (mod 6)

x ≡ 1 (mod 5)
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και υπολογίζουµε
a1 = 6, a2 = 2, a3 = 1

M = 7 · 6 · 5 = 210, M1 =
7 · 6 · 5

7
= 30, M2 =

7 · 6 · 5
6

= 35, M3 =
7 · 6 · 5

5
= 42,

Τότε έχουµε τις παρακάτω εξισώσεις :
30x ≡ 1 (mod 7)

35x ≡ 1 (mod 6)

42x ≡ 1 (mod 5)

=⇒


2x ≡ 1 (mod 7)

5x ≡ 1 (mod 6)

2x ≡ 1 (mod 5)

=⇒


x ≡ 4 (mod 7)

x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 3 (mod 5)

Εποµένως ϑα έχουµε:
b1 = 4, b2 = 5, b3 = 3

και τότε από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων έπεται ότι η µοναδική λύση (mod 210) του (Σ′) είναι η

y0 = M1b1a1 +M2b2a2 +M3b3a3

= 30 · 4 · 6 + 35 · 5 · 2 + 42 · 3 · 1
= 720 + 350 + 126

≡ 1196 (mod 210)

≡ 146 (mod 210)

Από το σύστηµα (Σ) και την παραπάνω λύση του (Σ′) έχουµε το παρακάτω σύστηµα : x ≡ 146 (mod 210)

x ≡ 0 (mod 4)

Από τη δεύτερη εξίσωση έπεται ότι x = 4t και άρα από τη πρώτη έχουµε

4t ≡ 146 (mod 210) =⇒ 2t ≡ 73 (mod 105)

=⇒ t = [2]−1105 · [73]105 = [53]105 · [73]105 = [3869]105 = [89]105

Συνεπώς ο ελάχιστος αριθµός ϱάβδων χρυσού που έκλεψαν οι ληστές είναι

x = 4 · 89 = 356 �

΄Ασκηση 18. Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις του συστήµατος (όχι απαραίτητα γραµµικών) ισοτιµιών :

(Σ)

{
x2 ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 4)

Λύση. Για την πρώτη ισοτιµία, ϑα έχουµε:

x2 ≡ 1 (mod 3) ⇐⇒ 3 | x2 − 1 ⇐⇒ 3 | (x− 1) · (x+ 1) ⇐⇒ 3 | x− 1 ή 3 | x+ 1 ⇐⇒

⇐⇒ x ≡ 1 (mod 3) ή x ≡ −1 (mod 3) ⇐⇒ x ≡ 1 (mod 3) ή x ≡ 2 (mod 3)

Εποµένως το αρχικό σύστηµα ισοτιµιών (Σ) είναι ισοδύναµο µε το Ϲεύγος συστηµάτων

(Σ1)

{
x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 4)

& (Σ2)

{
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 4)

Για την επίλυση των συστηµάτων (Σ1) και (Σ2) µπορούµε να εφαρµόσουµε Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοί-
πων, και να έχουµε ότι η µοναδική λύση (mod 12) του (Σ1) είναι :

10 (mod 12)



20

και η µοναδική λύση (mod 12) του (Σ2) είναι :

2 (mod 12)

΄Αρα οι µοναδικές λύσεις (mod 12) του αρχικού συστήµατος (Σ) είναι :

10 (mod 12) & 2 (mod 12) �

΄Ασκηση 19. Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις του συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ)

 x ≡ 2 (mod 14)
x ≡ 16 (mod 21)
x ≡ 10 (mod 30)

Λύση. Θα έχουµε:
a1 = 2, a2 = 16, a3 = 10

m12 = (14, 21) = 7 | a1 − a2 = −14

m13 = (14, 30) = 2 | a1 − a3 = −28

m23 = (21, 30) = 3 | a2 − a3 = 6

Εποµένως το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση (mod[14, 21, 30]) = (mod 210).
Από την πρώτη ισοτιµία, έχουµε:

x ≡ 2 (mod 14) =⇒ 14 | x− 2 =⇒ ∃ k ∈ Z : x = 14 · k + 2 (1)

Με χρήση της (1), από την δεύτερη ισοτιµία, έχουµε:

x ≡ 16 (mod 21) =⇒ 14 ·k+2 ≡ 16 (mod 21) =⇒ 14 ·k ≡ 14 (mod 21) =⇒ 2 ·k ≡ 2 (mod 3)

Η µοναδική λύση (mod 3) της τελευταίας ισοτιµίας είναι η k ≡ 1 (mod 3) και εποµένως :

k ≡ 1 (mod 3) =⇒ 3 | k − 1 =⇒ ∃λ ∈ Z : k = 3 · λ+ 1 (2)

Με χρήση της (2), η σχέση (1) δίνει :

x = 14 · (3 · λ+ 1) + 2 = 42 · λ+ 16 (3)

Με χρήση της (3), από την τρίτη ισοτιµία, έχουµε:

x ≡ 10 (mod 30) =⇒ 42·λ+16 ≡ 10 (mod 30) =⇒ 42·λ+6 ≡ 0 (mod 30) =⇒ 30 | 42·λ+6 =⇒

∃µ ∈ Z : 42 ·λ+ 6 = 30 ·µ =⇒ 7 ·λ+ 1 = 5 ·µ =⇒ 7 ·λ ≡ −1 (mod 5) =⇒ 2 ·λ ≡ 4 (mod 5)

Η µοναδική λύση της τελευταίας ισοτιµίας είναι λ ≡ 2 (mod 5), και άρα:

λ ≡ 2 (mod 5) =⇒ 5 | λ− 2 =⇒ ∃ ν ∈ Z : λ = 5 · ν + 2 (4)

Τότε η (3), µε χρήση της (4), δίνει :

x = 42 · λ+ 16 = 42 · (5 · ν + 2) + 16 = 210 · ν + 100 =⇒ x ≡ 100 (mod 210)

είναι η µοναδική λύση (mod 210) του αρχικού συστήµατος. �

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις του συστήµατος γραµµικών ισοτιµιών :

(Σ)


x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 4 (mod 8)
x ≡ 2 (mod 14)
x ≡ 14 (mod 15)
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Λύση. Θα έχουµε:
a1 = 2, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 14

m12 = (6, 8) = 2 | a1 − a2 = −2

m13 = (6, 14) = 2 | a1 − a3 = 0

m14 = (6, 15) = 1 | a1 − a4 = −12

m23 = (8, 14) = 2 | a2 − a3 = 2

m24 = (8, 15) = 1 | a2 − a4 = −10

m34 = (14, 15) = 1 | a3 − a4 = −12

Εποµένως το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση (mod[6, 8, 14, 15]) = (mod 840).
Θεωρούµε τις δύο τελευταίες ισοτιµίες :

(Σ1)

{
x ≡ 2 (mod 14)
x ≡ 14 (mod 15)

Για την επίλυση του συστήµατος (Σ1) µπορούµε να εφαρµόσουµε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων, και
τότε µπορούµε να δούµε εύκολα ότι η µοναδική λύση (mod 14 · 15) = (mod 210) του (Σ1) είναι :

x ≡ 2774 (mod 210) =⇒ x ≡ 44 (mod 210) (1)

Θεωρούµε τις δύο πρώτες ισοτιµίες :

(Σ2)

{
x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 4 (mod 8)

η πρώτη εκ των οποίων δίνει :

x ≡ 2 (mod 6) =⇒ 6 | x− 2 =⇒ ∃ k ∈ Z : x = 6 · k + 2 (2)

Με χρήση της (2), η πρώτη ισοτιµία δίνει :

x ≡ 4 (mod 8) =⇒ 6 · k + 2 ≡ 4 (mod 8) =⇒ 6 · k ≡ 2 (mod 8) =⇒ 3 · k ≡ 1 (mod 4)

Η µοναδική λύση της τελευταίας ισοτιµίας είναι

k ≡ 3 (mod 4) =⇒ 4 | k − 3 =⇒ ∃λ ∈ Z : k = 4 · λ+ 3 (3)

Τότε από τις (2) και (3) ϑα έχουµε:

x = 6 · k + 2 =⇒ x = 6 · (4 · λ+ 3) + 2 =⇒ x = 24 · λ+ 20 (4)

Εποµένως η µοναδική λύση (mod[6, 8]) = (mod 24) του (Σ2) είναι η

x ≡ 20 (mod(24) (5)

Θεωρούµε το σύστηµα το οποίο προκύπτει από τις (1) και (5):

(Σ3)

{
x ≡ 44 (mod 210)
x ≡ 20 (mod 24)

η µοναδική λύση του οποίου (mod[210, 24]) = (mod 840) είναι προφανώς η 44 (mod 840), διότι ικανο-
ποιεί και τις δύο ισοτιµίες του (Σ3). Εποµένως η µοναδική λύση (mod 840) του αρχικού συστήµατος
είναι :

44 (mod 840) �


