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Μέρος 1. ∆ιαιρετότητα Ακεραίων

1. Αρχή Καλής ∆ιάταξης και Μαθηµατική Επαγωγή

Στην Θεωρία Αριθµών µεγάλο ϱόλο στην ανάπτυξη της ϑεωρίας αλλά και σε αποδεικτικές µεθόδους
διαδραµατίζουν διάφορες αρχές αξιωµατικού χαρακτήρα. Οι σηµαντικότερες από αυτές τις αρχές είναι
οι εξής :

(ΑΚ∆) Αρχη Καλης ∆ιαταξης: Κάθε µη κενό υποσύνολο του συνόλου N έχει ελάχιστο στοιχείο.
(ΑΜΕ) Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης: ΄Εστω S ένα υποσύνολο του συνόλου N για το οποίο ισχύουν τα

εξής :
(α) 1 ∈ S.
(β) ∀k ∈ N: k ∈ S =⇒ k + 1 ∈ S.

Τότε : S = N.
(ΑΜΕ)1 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης1: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό

αριθµό n ∈ N, για την οποία ισχύουν τα εξής :
(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.
(β) ∀k ∈ N: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (k + 1) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N.
(ΑΜ) Αρχη Μεγιστου: Κάθε µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου N έχει µέγιστο στοιχείο.

Υπενθυµίζουµε ότι αν S είναι ένα σύνολο, τότε ένα ελάχιστο στοιχείο του συνόλου S είναι ένα
στοιχείο s0 ∈ S για το οποίο ισχύει ότι : s0 ≤ s, ∀s ∈ S. Προφανώς αν s0, s1 είναι ελάχιστα στοιχεία
του συνόλου S, τότε επειδή ισχύει ότι s0 ≤ s1 (επειδή το s0 είναι ελάχιστο στοιχείο του S και s1 ∈ S)
και s1 ≤ s0 (επειδή το s1 είναι ελάχιστο στοιχείο του S και s0 ∈ S), έπεται ότι s0 = s1. ΄Αρα ένα
ελάχιστο στοιχείο ενός συνόλου S, αν υπάρχει, είναι µοναδικό και συµβολίζεται συνήθως µε : minS.

΄Εστω S ⊆ N ένα υποσύνολο του N. ΄Ενα άνω ϕράγµα για το S είναι ένας ϕυσικός αριθµός m ∈ N
για τον οποίο ισχύει ότι : s ≤ m, ∀s ∈ S. Το υποσύνολο S ⊆ N καλείται άνω ϕραγµένο αν υπάρχει
ένα άνω ϕράγµα για το S.

Θα δείξουµε ότι οι παραπάνω αρχές είναι µεταξύ τους ισοδύναµες.

Θεώρηµα 1.1. Οι ακόλουθες αρχές είναι ισοδύναµες :

1. (ΑΚ∆): Κάθε µη κενό υποσύνολο του συνόλου N έχει ελάχιστο στοιχείο.
2. (ΑΜΕ): ΄Εστω S ένα υποσύνολο του συνόλου N για το οποίο ισχύουν τα εξής :

(α) 1 ∈ S.
(β) ∀k ∈ N: k ∈ S =⇒ k + 1 ∈ S.

Τότε : S = N.
3. (ΑΜΕ)1: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό n ∈ N, για την οποία

ισχύουν τα εξής :
(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.
(β) ∀k ∈ N: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (k + 1) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N.
4. (ΑΜ): Κάθε µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου N έχει µέγιστο στοιχείο.

Απόδειξη. • (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜΕ) Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης, και έστω S ένα
υποσύνολο του N έτσι ώστε 1 ∈ S, και k ∈ S =⇒ k + 1 ∈ S.
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Υποθέτουµε ότι S 6= N. Τότε το σύνολο N\S είναι µη-κενό. Επόµενως από την αρχή καλής διάταξης
έπεται ότι το N \ S έχει ελάχιστο στοιχείο :

` = min(N \ S), δηλαδή ` ∈ N \ S και ` ≤ x, ∀x ∈ N \ S

Αν ` = 1, τότε 1 ∈ N \ S το οποίο είναι άτοπο διότι από την υπόθεση έχουµε 1 ∈ S. ΄Αρα ` > 1 και
εποµένως 1 ≤ `− 1 < `.

Τότε το στοιχείο ` − 1 ϑα ανήκει στο S διότι διαφορετικά ` − 1 ∈ N \ S κάτι το οποίο είναι άτοπο
διότι ` − 1 < ` και το ` είναι το ελάχιστο στοιχείο του N \ S. Απο την ιδιότητα (β) του συνόλου S ϑα
έχουµε τότε : 1 ∈ S, και `− 1 ∈ S =⇒ ` ∈ S. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι εκ΄ κατασκευής ` ∈ N \ S,
δηλαδή ` /∈ S.

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι S 6= N. Εποµένως ϑα έχουµε S = N, και άρα ισχύει η
πρώτη εκδοχή (ΑΜΕ) της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.
• (ΑΜΕ) =⇒ (ΑΜΕ)1 Υποθέτουµε ότι ισχύει η πρώτη εκδοχή (ΑΜΕ) της Αρχής Μαθηµατικής

Επαγωγής και έστω η πρόταση P (n), n ∈ N, για την οποία ικανοποιούνται οι συνθήκες του µέρους 3..
Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο

S =
{
n ∈ N | η πρόταση P (n) είναι αληθής

}
Προφανώς τότε για το υποσύνολο S ικανοποιούνται οι συνθήκες (α) και (β) του µέρους 2.. Εποµένως
ϑα έχουµε ότι S = N, το οποίο σηµαίνει ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής για κάθε n ∈ N. ΄Αρα ισχύει
η δεύτερη εκδοχή (ΑΜΕ)1 της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.
• (ΑΜΕ)1 =⇒ (ΑΚ∆) Υποθέτουµε ότι ισχύει η δεύτερη εκδοχή (ΑΜΕ)1 της Αρχής Μαθηµατικής

Επαγωγής και έστω S ⊆ N ένα µη-κενό υποσύνολο του N.
Υποθέτουµε ότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. Για κάθε n ∈ N, ϑεωρούµε την πρόταση

P (n) : για κάθε k ∈ N έτσι ώστε 1 ≤ k ≤ n, ισχύει ότι : k /∈ S

Η πρόταση P (1), δηλαδή ο ισχυρισµός ότι 1 /∈ S, είναι αληθής. Πράγµατι, αν 1 ∈ S τότε προφανώς το
1 είναι ελάχιστο στοιχείο του S κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής, δηλαδή κανένας από τους αριθµούς 1, 2, · · · , n δεν
ανήκει στο S. Αν το n+ 1 ανήκει στο S, τότε επειδή k /∈ S, όπου 1 ≤ k ≤ n, έπεται άµεσα ότι το n+ 1
είναι ελάχιστο στοιχείο του S κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. ΄Αρα ϑα
έχουµε ότι n+ 1 /∈ S. Αυτό όµως σηµαίνει ότι η πρόταση P (n+ 1) είναι αληθής.

Από την δεύτερη εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, έπεται τότε ότι η πρόταση P (n) είναι
αληθής για κάθε n ∈ N, και εποµένως ∀n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n =⇒ k /∈ S. Με άλλα λόγια ∀n ∈ N,
n /∈ S. Αυτό όµως, επεισδή S ⊆ N, σηµαίνει ότι S = ∅ κάτι το οποίο είναι άτοπο από την αρχική µας
υπόθεση.

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι το µη-κενό υποσύνολο S του N δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.
΄Αρα το S έχει ελάχιστο στοιχείο και εποµένως ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης.
− ΄Ετσι έχουµε δείξει ότι οι τρεις πρώτες αρχές (ΑΚ∆), (ΑΜΕ), (ΑΜΕ)1 είναι ισοδύναµες. Ολοκλη-

ϱώνουµε την απόδειξη δείχνοντας ότι : (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜ) =⇒ (ΑΜΕ)1.
• (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜ) Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης, και έστω T ⊆ N ένα µη-κενό και

άνω ϕραγµένο υποσύνολο του N. ΄Εστω b ∈ N ένα άνω ϕράγµα του T , δηλαδή:

b ∈ N και t ≤ b, ∀t ∈ T

Ορίζουµε ένα νέο σύνολο, το σύνολο όλων των άνω ϕραγµάτων του T στο N:

S =
{
s ∈ N | t < s, ∀t ∈ T

}
Το σύνολο S είναι µη κενό διότι ∀t ∈ T : t ≤ b < b+ 1, και άρα b+ 1 ∈ S.
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Από την Αρχή Καλής ∆ιάταξης, έπεται ότι το σύνολο S έχει έλάχιστο στοιχείο, έστω ότι αυτό είναι το
s0:

s0 = minS, δηλαδή s0 ∈ S και s0 ≤ s, ∀s ∈ S
Από το ορισµό του συνόλου S, έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο t0 ∈ T έτσι ώστε : s0−1 ≤ t0. Πράγµατι,
αν s0 − 1 > t, ∀t ∈ T , τότε ϑα είχαµε ότι s0 − 1 ∈ S κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι s0 − 1 < s0 και το
s0 είναι ένα ελάχιστο στοιχείο του S.

΄Αρα πράγµατι υπάρχει ένα στοιχείο t0 ∈ T έτσι ώστε : s0− 1 ≤ t0. Επειδή όµως έχουµε και t0 < s0,
έπεται ότι ϑα έχουµε s0 − 1 = t0 ∈ T . Ισχυριζόµαστε ότι :

t0 = maxT, δηλαδή το t0 είναι µέγιστο στοιχείο του T

Πράγµατι, το t0 ανήκει εκ΄ κατασκευής στο T και επιπλέον επειδή από τον ορισµό του συνόλου S
έχουµε t < s0, ∀t ∈ T , έπεται ότι t ≤ s0 − 1 = t0, ∀t ∈ T . ∆ηλαδή t0 = maxT .
• (ΑΜ) =⇒ (ΑΜΕ)1 Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Μεγίστου και έστω P (n) µια πρόταση η οποία

εξαρτάται από το n ∈ N, για την οποία ισχύει ότι η P (1) είναι αληθής, και για κάθε ϕυσικό αριθµό n:
P (n) είναι αληθής =⇒ P (n+ 1) είναι αληθής.

΄Εστω ότι υπάρχει m ∈ N έτσι ώστε η πρόταση P (m) δεν είναι αληθής. Ορίζουµε τότε ένα σύνολο T
ως εξής :

T =
{
t ∈ N | η πρόταση P (n) είναι αληθής ∀n ∈ N : 1 ≤ n ≤ t

}
Επειδή η πρόταση P (1) είναι αληθής, έπεται ότι 1 ∈ T και άρα T 6= ∅. Επιπρόσθετα ο ϕυσικός
αριθµός m είναι προφανώς ένα άνω ϕράγµα για το σύνολο T . Πράγµατι αν k ∈ N και m ≤ k, τότε
k /∈ T , διότι διαφορετικά αν k ∈ T , τότε ϑα είχαµε ότι η P (m) είναι αληθής κάτι το οποίο δεν ισχύει.

΄Ετσι το T είναι ένα µη-κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο τουN. Εποµένως από την Αρχή Μεγίστου,
το σύνολο T έχει ένα µέγιστο στοιχείο, έστω ότι αυτό είναι το t0:

t0 = maxT, δηλαδή t0 ∈ T και t ≤ t0, ∀t ∈ T
Από τον ορισµό του συνόλου T ϑα έχουµε ότι η πρόταση P (t0) είναι αληθής. Τότε από την υπόθεση
ϑα έχουµε και ότι η πρόταση P (t0 + 1) είναι αληθής. Αυτό όµως σηµαίνει ότι η πρόταση P (n) είναι
αληθής για κάθε n ∈ N έτσι ώστε : 1 ≤ n ≤ t0 + 1, και εποµένως ο αριθµός t0 + 1 ανήκει στο σύνολο
T . Αυτό όµως είναι άτοπο διότι t0 < t0 + 1 και το t0 είναι µέγιστο στοιχείο τπυ T .

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι υπάρχειm ∈ N έτσι ώστε η πρόταση P (m) δεν είναι αληθής.
΄Αρα η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N, και εποµένως ισχύει η δεύτερη εκδοχή (ΑΜΕ)1 της Αρχής
Μαθηµατικής Επαγωγής. �

Παρατήρηση 1.2. Είδαµε στο Θεώρηµα 1.1 ότι οι αρχές (ΑΜΕ) και (ΑΜΕ)1 είναι ισοδύναµες, δείχνο-
ντας πρώτα άµεσα ότι (ΑΜΕ) =⇒ (ΑΜΕ)1 και κατόπιν δείχνοντας µε έµµεσο τρόπο ότι (ΑΜΕ)1 =⇒
(ΑΜΕ).

Εδώ δείχνουµε άµεσα ότι (ΑΜΕ)1 =⇒ (ΑΜΕ).
΄Εστω ότι ισχύει η (ΑΜΕ)1, και υποθέτουµε ότι S ⊆ N είναι ένα υποσύνολο του N για το οποίο

γνωρίζουµε ότι 1 ∈ S και ότι η συνθήκη n ∈ S συνεπάγεται τη συνθήκη n + 1 ∈ S. Θα δείξουµε ότι
S = N, χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ισχύει η (ΑΜΕ)1. Θεωρούµε την Πρόταση1

∀n ∈ N : P (n) : οι αριθµοί 1, 2, · · · , n ανήκουν στο σύνολο S

1Θέτοντας, ∀n ∈ N:
Nn =

{
1, 2, · · · , n

}
η Πρόταση P (n) µπορεί να γραφεί ως εξής :

P (n) : Nn ⊆ S
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Επειδή 1 ∈ S, έπεται ότι η Πρόταση P (1) είναι αληθής. Υποθέτουµε n > 1 και ότι η πρόταση P (n)
είναι αληθής, δηλαδή οι αριθµοί 1, 2, · · · , n ∈ S. Επειδή από την υπόθεσή µας n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S,
έπεται ότι οι αριθµοί 1, 2, · · · , n, n+ 1 ∈ S. Αυτό σηµαίνει ότι η Πρόταση P (n+ 1) είναι αληθής. Από
την (ΑΜΕ)1 έπεται ότι η η Πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N. Με άλλα λόγια για κάθε ϕυσικό αριθµό
n, οι αριθµοί 1, 2,′ · · · , n ανήκουν στο S. Αυτό σηµαίνει ότι N ⊆ S και εποµένως, επειδή S ⊆ N, ϑα
έχουµε τελικά S = N. ΄Ετσι δείξαµε ότι ισχύει η (ΑΜΕ).

Η Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής έχει πολλές εκδοχές, και στο Θεώρηµα 1.1 είδαµε δύο από αυτές.
Πολύ χρλησιµες στις εφαρµογές είναι και οι ακόλουθες εκδοχές της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής:

(ΑΜΕ)2 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης2: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό
αριθµό n ∈ N, για την οποία ισχύουν τα εξής :
(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.
(β) ∀m ∈ N, όπου 2 ≤ m < n: η πρόταση P (m) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (n) είναι

αληθής.
Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N.

(ΑΜΕ)3 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης3: ΄Εστω n0 ∈ N και P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από
τον ϕυσικό αριθµό n ∈ N, ∀n ≥ n0, για την οποία ισχύουν τα εξής :
(α) Η πρόταση P (n0) είναι αληθής.
(β) ∀n ∈ N, όπου n > n0: η πρόταση P (n) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (n + 1) είναι

αληθής.
Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ≥ n0.

(ΑΜΕ)4 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης4: ΄Εστω n0 ∈ N και P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από
τον ϕυσικό αριθµό n ∈ N, ∀n ≥ n0, για την οποία ισχύουν τα εξής :
(α) Η πρόταση P (n0) είναι αληθής.
(β) ∀m ∈ N, όπου n0 ≤ m < n: η πρόταση P (m) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (n) είναι

αληθής.
Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ≥ n0.

Οι εκδοχές (ΑΜΕ)1, (ΑΜΕ)3 της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής είναι γνωστές ως Αρχές της απλής
Μαθηµατικής Επαγωγής και οι εκδοχές (ΑΜΕ)2, (ΑΜΕ)4 της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής είναι
γνωστές ως Αρχές της ισχυρής Μαθηµατικής Επαγωγής.

΄Ασκηση 1.3. Γνωρίζοντας ότι ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης, ή ισοδύναµα µια από τις αρχές (ΑΜΕ) ή
(ΑΜΕ)1, να αποδειχθεί ότι ισχύουν και οι εκδοχές (ΑΜΕ)k, όπου k = 2, 3, 4.

− Από τώρα και στο εξής στο µάθηµα και στη συνέχεια των σηµειώσεων, ϑα υποθέτουµε ότι
ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης (ΑΚ∆), και εποµένως ϑα ισχύει η Αρχή Μεγίστου (ΑΜ) καθώς και
όλες οι εκδοχές της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής (ΑΜΕ), (ΑΜΕ)1, (ΑΜΕ)2, (ΑΜΕ)3, (ΑΜΕ)4.
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2. Η m-αδική αναπαράσταση ενός ϕυσικού αριθµού

Σκοπός της παρούσης ενότητας είναι η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2 που δίνει, δοθέντων ακεραίων
n ≥ 1 και m ≥ 2, την m-αδική αναπαράσταση του n.

Χρειαζόµαστε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 2.1. ΄Εστω m,n ϑετικοί ακέραιοι µε m ≥ 2. Τότε υπάρχει µοναδικός µη αρνητικός ακέραιος k
ώστε mk ≤ n < mk+1.

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουµε µε µαθηµατική επαγωγή ότι

ms ≥ 1 + s (2.1)

για κάθε ακέραιο s ≥ 1. Πράγµατι, για s = 1 ισχύει αφού m ≥ 2. Υποθέτουµε ότι για κάποιο s ≥ 1
ισχύει ms ≥ 1 + s. Τότε

ms+1 = m ·ms ≥ m(1 + s) = (1 + s) + (m− 1)(1 + s) ≥ (1 + s) + 1 = 1 + (s+ 1)

Εποµένως απο την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής η ανισότητα (2.1) ισχύει για κάθε s ≥ 1. Σαν
συνέπεια της ανισότητας mn > n.

Ορίζουµε S = {s ∈ N : ms > n}. Αφού όπως δείξαµε n ∈ S, το S είναι µη κενό σύνολο ϕυσικών
αριθµών. ΄Αρα από την αρχή του ελαχίστου έχει ελάχιστο στοιχείο s0 το οποίο γράφεται στην µορφή
s0 = k+1 για κάποιον µη αρνητικό ακέραιο k. Τότε, k /∈ S άραmk ≤ n και k+1 ∈ S άρα n < mk+1.

Θα δείξουµε τώρα την µοναδικότητα του k. Υποθέτουµε

mk ≤ n < mk+1 και ml ≤ n < ml+1

για ακέραιους k, l και ϑα δείξουµε ότι k = l. Εστω ότι δεν ισχύει, και έχουµε k < l. ΄Αρα k + 1 ≤ l,
συνεπώς

n < mk+1 ≤ ml ≤ n
που είναι αντίφαση. �

Στο ακόλουθο Θεώρηµα η έκφραση (2.2) λέγεται m-αδική αναπαράσταση του n και οι ακέραιοι ai
είναι τα ψηφία του n µε ϐάση τον m.

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω m ένας ακέραιος µε m ≥ 2. Κάθε ακέραιος n ≥ 1 αναπαρίσταται κατά µοναδικό
τρόπο στη µορφή

n = a0 + a1m+ a2m
2 + . . . + akm

k, (2.2)
όπου k είναι ο (µοναδικός) µη αρνητικός ακέραιος για τον οποίο mk ≤ n < mk+1 και οι a0, a1, . . . , ak
είναι ακέραιοι που ικανοποιούν τις 1 ≤ ak ≤ m− 1 και 0 ≤ ai ≤ m− 1 για κάθε i = 0, 1, . . . , k − 1.

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουµε την ύπαρξη των k και a0 . . . , ak. Για k ≥ 0 συµβολίζουµε µε P (k) την εξής
πρόταση: κάθε ϕυσικός n µε mk ≤ n < mk+1 έχει m-αδική αναπαράσταση. Θα αποδείξουµε ότι η
P (k) ισχύει για κάθε k ≥ 0 µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

Πρώτα δείχνουµε την P (0). ΄Εστω 1 ≤ n < m. Θέτουµε a0 = n. Τότε η a0 είναι µια m-αδική
αναπαράσταση του n.

΄Εστω k ≥ 1 και ας υποθέσουµε ότι ισχύουν οι προτάσεις P (0), P (1), . . . , P (k− 1). Θα δείξουµε ότι
ισχύει η P (k). ΄Εστω mk ≤ n < mk+1. Από την ταυτότητα της διαίρεσης του n µε mk, υπάρχουν ak
και r µε 0 ≤ r < mk έτσι ώστε

n = akm
k + r. (2.3)
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Τότε,
0 < mk − r ≤ n− r = akm

k ≤ n < mk+1.

∆ιαιρώντας αυττή την ανισότητα µε mk παίρνουµε 0 < ak < m. Αφού οι m και ak είναι ακέραιοι,
ϐλέπουµε ότι

1 ≤ ak ≤ m− 1.

Αν r = 0, τότε η n = akm
k είναι µια m-αδική αναπαράσταση του n. Αν r ≥ 1 τότε από το Λήµµα 2.1

έχουµε ml ≤ n < ml+1 για κάποιον µη αρνητικό ακέραιο l. Αφού r < mk ισχύει l < k. Από την
επαγωγική υπόθεση η P (l) ισχύει, άρα ο r έχει µια m-αδική αναπαράσταση της µορφής

r = a0 + a1m+ · · ·+ ak−1m
k−1,

όπου 0 ≤ ai ≤ m− 1 για κάθε i = 0, 1, . . . , k − 1. Τότε ο n αναπαρίσταται στη µορφή

n = a0 + a1m+ · · ·+ ak−1m
k−1 + akm

k.

Από το Λήµµα 2.1 κάθε ϕυσικός αριθµός n ανήκει σε κάποιο διάστηµα της µορφής [mk,mk+1),
άρα προκύπτει ότι κάθε ϑετικός ακέραιος έχει m-αδική γραφή.

Τώρα ϑα δείξουµε την µοναδικότητα της m-αδικής γραφής. Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει και ϑα
καταλήξουµε σε αντίφαση. ΄Εστω n ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος για τον οποιό η m-αδική γραφή δεν
είναι µοναδική και

n = b0 + b1m+ · · ·+ bsm
s (2.4)

µια άλλη διαφορετική από την (2.2) m-αδική αναπαράσταση του n, όπου 0 ≤ bj ≤ m − 1 για κάθε
j = 0, 1, . . . , s και bs ≥ 1. Αν s ≥ k + 1, τότε

n < mk+1 ≤ bsms ≤ n,
το οποίο δεν µπορεί να συµβαίνει. ΄Αρα k ≤ s. Με ανάλογο επιχείρηµα δείχνουµε s ≤ k. ΄Αρα, k = s.
Αν ak < bk, τότε

n = a0 + a1m+ · · ·+ ak−1m
k−1 + akm

k

≤ (m− 1) + (m− 1)m+ · · ·+ (m− 1)mk−1 + akm
k

= (mk − 1) + akm
k

< (ak + 1)mk ≤ bkm
k ≤ n,

το οποίο είναι αδύνατο. ΄Αρα, bk ≤ ak. Με ανάλογο επιχείρηµα δείχνουµε ότι ak ≤ bk, άρα ak = bk.
Τότε

n− akmk = a0 + a1m+ a2m
2 + · · ·+ ak−1m

k−1

= b0 + b1m+ b2m
2 + · · ·+ bk−1m

k−1

Αφού n− akmk < n και ο n έχει επιλεγεί σαν ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος που δεν έχει µοναδική m-
αδική γραφή έχουµε ai = bi για κάθε i = 0, 1, . . . , k − 1. Αυτό όµως είναι αντίφαση, γιατί υποθέσαµε
ότι οι m-αδικές αναπαραστασεις (2.4) και (2.2) του n είναι διαφορετικές µεταξύ τους. �

Παράδειγµα 2.3. (1) 2-αδική αναπαράσταση του 100:
΄Εχουµε

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32, 26 = 64, 27 > 100.

Εποµένως
100 = 26 + 36 = 26 + 25 + 4 = 26 + 25 + 22.

Σαν συνέπεια τα 2-δικά ψηφία του 100 είναι (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0).
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(2) 3-αδική αναπαράσταση του 100:
΄Εχουµε

31 = 3, 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, 35 > 100.

Εποµένως
100 = 34 + 19 = 34 + 2 · 32 + 1 = 34 + 2 · 32 + 30.

Σαν συνέπεια τα 3-δικά ψηφία του 100 είναι (1, 0, 2, 0, 1).
√

Στην επόµενη ενότητα ϑα µας απασχολήσουν κριτήρια διαιρετότητας ακέραιων αριθµών και σ΄ αυτό
το πλαίσιο ϑα χρησιµοποιήσουµε την δεκαδική παράσταση ενός ακέραιου αριθµού.
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3. Το Λήµµα του Ευκλείδη

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε µια ενδιαφέρουσα απόδειξη του Λήµµατος του Ευκλείδη.

Θεώρηµα 3.1 (Λήµµα του Ευκλείδη). ΄Εστω a, b ∈ Z και p ενας πρώτος αριθµός. Τότε :

p | ab =⇒ p | a ή p | b

Απόδειξη. Προφανώς το συµπέρασµα ισχύει αν a = 0 ή b = 0. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε
ότι a 6= 0 6= b.

Επειδή για έναν ακέραιο x ισχύει : p | x αν και µόνον αν p | |x|, µπορούµε να υποθέσουµε ότι
a, b ∈ N.

Θεωρούµε το σύνολο των ϑετικών ακεραίων x των οποίων το πολλαπλάσιο µε τον a διαιρείται από
τον πρώτο p:

X =
{
x ∈ N | p | ax

}
Επειδή από την υπόθεση p | ab, έπεται ότι b ∈ X και άρα το σύνολο X είναι ένα µη-κενό υποσύνολο
του N.

Από την Αρχή Καλής ∆ιάταξης, έπεται ότι το X έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω θ:

θ := minX, δηλαδή: p | aθ και x ∈ N & p | ax =⇒ θ ≤ x
Θα δείξουµε ότι ∀x ∈ X: θ | x. Πράγµατι από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του x µε το θ, ϑα έχουµε:

x = θq + r, 0 ≤ r < θ

Τότε ax = aθq + ar. Επειδή x ∈ X, ϑα έχουµε p | ax. Επειδή θ ∈ X, ϑα έχουµε p | aθ και εποµένως
p | aθq. Τότε :

p | ax & p | aθq =⇒ p | ax− aθq = ar

Αν r 6= 0, τότε επειδή p | ar, ϑα έχουµε r ∈ X και εποµένως θ ≤ r το οποίο είναι άτοπο διότι r < θ.
΄Αρα r = 0 και εποµένως x = θq και άρα θ | x, ∀x ∈ X.

Ιδιαίτερα θ | p διότι p ∈ X. Επειδή ο p είναι πρώτος, έπεται ότι είτε θ = 1 ή θ = p. Αν θ = 1, τότε
επειδή p | aθ, ϑα έχουµε p | a. Αν p = θ, τότε επειδή θ | x, ∀x ∈ X και b ∈ X, έπεται ότι p | b. �

Ως άµεση συνέπεια έχουµε το ακόλουθο πόρισµα το οποίο είναι επίσης γνωστό ως Λήµµα του
Ευκλείδη.

Πόρισµα 3.2. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και a, b ∈ Z. Τότε :

p | ab & (p, a) = 1 =⇒ p | b
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4. Κριτήρια ∆ιαιρετότητας

΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m

στο δεκαδικό σύστηµα. Θέτοντας

a∗ = am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1

έχουµε τα ακόλουθα κριτήρια διαιρετότητας :

Θεώρηµα 4.1. Αν a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0 είναι όπως παραπάνω, τότε :

1.

2 | a ⇐⇒ 2 | a0
2.

3 | a ⇐⇒ 3 | a0 + a1 + · · ·+ am

3.

4 | a ⇐⇒ 4 | a110 + a0

4.

5 | a ⇐⇒ 5 | a0
5.

6 | a ⇐⇒ 2 | a0 & 3 | a0 + a1 + · · ·+ am

6.

7 | a ⇐⇒ 7 | a∗ − 2a0

7.

8 | a ⇐⇒ 8 | a2102 + a110 + a0

8.

9 | a ⇐⇒ 9 | a0 + a1 + · · ·+ am

9.

10 | a ⇐⇒ a0 = 0

10.

11 | a ⇐⇒ 11 | a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)mam
11.

13 | a ⇐⇒ 13 | 9a0 − a∗

12.

25 | a ⇐⇒ 25 | a110 + a0

Απόδειξη. 1. Επειδή 2 | 10k, ∀k ≥ 1, έπεται ότι

2 | am10m + am−110
m−1 + · · ·+ a110

και εποµένως :

2 | a ⇐⇒ 2 | a− (am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110) ⇐⇒ 2 | a0
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2. Επειδή 10k = (9 + 1)k =
∑k

i=0

(
k
i

)
9i = 9xk + 1, όπου xk =

∑k
i=1

(
k
i

)
9i−1. Εποµένως :

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0

= am(9xm + 1) + am−1(9xm−1 + 1) + · · ·+ a1(9x1 + 1) + a0

= 9A+ (am + am−1 + · · ·+ a1 + a0), όπου A = amxm + am−1xm−1 + · · · a1x1
Εποµένως, επειδή 3 | 9A, ϑα έχουµε:

3 | a ⇐⇒ 3 | am + am−1 + · · ·+ a1 + a0

3. Επειδή 100 = 4 · 25, έπεται ότι 4 | 102 και άρα 4 | 10k, ∀k ≥ 2. Εποµένως 4 | am10m +
am−110

m−1 + · · · + a210
2. Θέτοντας A = am10

m + am−110
m−1 + · · · + a210

2, ϑα έχουµε
a = A+ a110 + a0, και επειδή 4 | A, ϑα έχουµε:

4 | a ⇐⇒ 4 | a−A ⇐⇒ 4 | a110 + a0

4. Επειδή 5 | 10k, ∀k ≥ 1, έπεται ότι

5 | am10m + am−110
m−1 + · · ·+ a110

και εποµένως :

5 | a ⇐⇒ 5 | a− (am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110) ⇐⇒ 5 | a0
5. Αν 6 | a, τότε προφανώς 2 | a και 3 | a, και από τα 1. και 2. ϑα έχουµε ότι 2 | a0 και

3 | am + am−1 + · · · + a1 + a0. Αντίστροφα αν 2 | a0 και 3 | am + am−1 + · · · + a1 + a0, τότε
2 | a και 3 | a και άρα a = 2κ = 3λ. Προφανώς τότε ο αριθµός λ είναι άρτιος και εποµένως
λ = 2µ. Τότε a = 6µ και άρα 6 | a.

6. Βλέπε την Πρόταση 4.2 παρακάτω.
7. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του κριτηρίου διαιρετότητας µε το 4. Επειδή

1000 = 8 · 25, έπεται ότι 8 | 10k, ∀k ≥ 3. Εποµένως 4 | am10m + am−110
m−1 + · · · + a310

3.
Θέτοντας A = am10

m + am−110
m−1 + · · ·+ a310

3, ϑα έχουµε a = A+ a210
3 + a110 + a0, και

επειδή 4 | A, ϑα έχουµε:

8 | a ⇐⇒ 8 | a−A ⇐⇒ 4 | a2103 + a110 + a0

8. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του κριτηρίου διαιρετότητας µε το 3. Στο 2. δείξαµε
ότι a = 9A + (am + am−1 + · · · + a1 + a0), όπου A = amxm + am−1xm−1 + · · · a1x1. ΄Ετσι,
επιειδή 9 | 9A, έπεται ότι ϑα έχουµε:

9 | a ⇐⇒ 9 | am + am−1 + · · ·+ a1 + a0

9. Η απόδειξη είναι άµεση.
10. Για την απόδειξη, ϐλέπε την Πρόταση 4.3 παρακάτω.
11. Για την απόδειξη, ϐλέπε την Πρόταση 4.4 παρακάτω.
12. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη των κριτηρίων διαιρετότητας µε το 4ή το 8 χρησι-

µοποιώντας ότι, επειδή 100 = 4 · 25, έχουµε 25 | 10k, ∀k ≥ 2. �

Οι ακόλουθες τρεις προτασεις είναι αφιερωµένες στην απόδειξη των κριτηρίων διαιρετότητας µε τυς
αριθµούς 7, 11, και 13.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m
στο δεκαδικό σύστηµα. Τότε :

7 | a ⇐⇒ 7 | a∗ − 2a0
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όπου :

a∗ = am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι
a = 10 · a∗ + a0

• Υποθέτουµε πρώτα ότι 7 | a∗ − 2a0. Τότε a∗ − 2a0 = 7k, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k και
εποµένως

10 · a∗ − 20a0 = 710k =⇒ 10 · a∗ + a0 − 21a0 = 7(10k) =⇒ a = 7(10k) + 21a0 =⇒

=⇒ a = 7(10k + 3a0) =⇒ 7 | a
• Υποθέτουµε ότι 7 | a. Τότε a = am10

m + am−110
m−1 + · · ·+ a110 + a0 = 7b, για κάποιον ϑετικό

ακέραιο b, και εποµένως :

10(am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1) + a0 = 7b =⇒ 10a∗ = 7b− a0 =⇒

=⇒ 10a∗ = 7b+ 20a0 − 21a0 =⇒ 10a∗ − 20a0 = 7(b− 3a0) =⇒ 10(a∗ − 2a0) = 7(b− 3a0)

Επειδή ο 7 είναι πρώτος και, όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, 7 | 10(a∗ − 2a0), και επειδή
7 - 10, από το Λήµµα του Ευκλείδη ϑα έχουµε 7 | a∗ − 2a0. �

Πρόταση 4.3. 1. Για κάθε περιττό ϕυσικό αριθµό n ισχύει :

11 | 10n + 1

2. Για κάθε άρτιο ϕυσικό αριθµό n:

11 | 10n − 1

3. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m

στο δεκαδικό σύστηµα. Τότε :

11 | a ⇐⇒ 11 | a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)mam

Απόδειξη. 1. Γράφουµε n = 2k + 1 όπου k ≥ 0. ΄Εχουµε 10n + 1 = 102k+1 + 1. Θα χρησιµοποι-
ήσουµε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής. Ορίζουµε P (k) να είναι η Πρόταση

11 | 102k+1 + 1

΄Εχουµε ότι η P (0) ισχύει, γιατί το 11 διαιρεί το 11. Υποθέτουµε ότι k ≥ 0 και ότι η P (k) ισχύει,
δηλαδή ότι το 11 διαιρεί το 102k+1 + 1. Θα δείξουµε την P (k + 1), δηλαδή ότι το 11 διαιρεί το
10(2(k+1)+1) + 1 = 102k+3 + 1. Πράγµατι, έχουµε

102k+3 + 1 = 100 · 102k+1 + 1 = (99 + 1) · 102k+1 + 1 = 11 · (9 · 102k+1) + (102k+1 + 1)

Χρησιµοποιώντας ότι το 11 διαιρεί το 102k+1 + 1 έχουµε ότι το 11 διαιρεί 102k+3 + 1. ΄Αρα η
P (k+1) ισχύει. Εποµένως σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής αυτό που ϑέλουµε
να δείξουµε ισχύει για κάθε k ≥ 0.

2. Γράφουµε n = 2k όπου k ≥ 1. ΄Εχουµε 10n − 1 = 102k − 1. Θα χρησιµοποιήσουµε την Αρχή
Μαθηµατικής Επαγωγής. Ορίζουµε Q(k) την Πρόταση

11 | 102k − 1



15

΄Εχουµε ότι η Q(1) ισχύει, γιατί το 11 διαιρεί το 102 − 1 = 99. Υποθέτουµε ότι k ≥ 1 και ότι η
Q(k) ισχύει, δηλαδή ότι το 11 διαιρεί το 102k − 1. Θα δείξουµε την Q(k + 1), δηλαδή ότι το 11

διαιρεί το 102(k+1) − 1 = 102k+2 − 1. Πράγµατι, έχουµε

102k+2 − 1 = 100 · 102k − 1 = (99 + 1) · 102k − 1 = 11 · (9 · 102k) + (102k − 1)

Χρησιµοποιώντας ότι το 11 διαιρεί το 102k − 1 έχουµε ότι το 11 διαιρεί 102k+2 − 1. Συνεπώς
η Q(k + 1) ισχύει. ΄Αρα σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής αυτό που ϑέλουµε να
δείξουµε ισχύει για κάθε k ≥ 1.

3. Θέτουµε
A = a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)mam

΄Εχουµε

a = a0 + a1 · 10 + a1 − a1 + a2 · 102 + a2 − a2 + · · · · · ·+ am · 10m + am − am
= A+ a1(10 + 1) + a2(10

2 − 1) + a3(10
3 + 1) + · · ·+ am(10

m − (−1)m+1))

Χρησιµοποιώντας τα µέρη 1. και 2. έχουµε ότι ο 11 διαιρεί τον

a1(10 + 1) + a2(10
2 − 1) + a3(10

3 + 1) + · · ·+ am(10
m − (−1)m))

Εποµένως ο 11 διαιρεί τον a αν και µόνο αν διαιρεί τον A. �

Πρόταση 4.4. ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω η παράσταση του

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m
στο δεκαδικό σύστηµα. Τότε :

13 | a ⇐⇒ 13 | a∗ − 9a0

όπου :
a∗ = am10

m−1 + am−110
m−2 + · · ·+ a210 + a1

Απόδειξη. ΄Οπως και στην Πρόταση 4.2, παρατηρούµε ότι : Παρατηρούµε ότι

a = 10 · a∗ + a0

• Υποθέτουµε πρώτα ότι 13 | a∗ − 9a0. Τότε a∗ − 9a0 = 13k, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k και
εποµένως

10 · a∗ − 90a0 = 1310k =⇒ 10 · a∗ + a0 − 91a0 = 13(10k) =⇒ a = 13(10k) + 91a0 =⇒

=⇒ a = 13(10k + 7a0) =⇒ 13 | a
• Υποθέτουµε ότι 13 | a. Τότε a = am10

m+am−110
m−1+ · · ·+a110+a0 = 13b, για κάποιον ϑετικό

ακέραιο b, και εποµένως :

10(am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1) + a0 = 13b =⇒ 10a∗ = 13b− a0 =⇒

=⇒ 10a∗ = 13b+ 90a0 − 91a0 =⇒ 10a∗ − 90a0 = 13(b− 7a0) =⇒ 10(a∗ − 9a0) = 13(b− 3a0)

Επειδή ο 13 είναι πρώτος και, όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, 13 | 10(a∗−9a0), και επειδή
13 - 10, από το Λήµµα του Ευκλείδη ϑα έχουµε 13 | a∗ − 9a0. �

Σηµειώνουµε ότι ισχύει ένα γενικότερο κριτήριο διαιρετότητας. Για να το διατυπώσουµε και να το
αποδείξουµε, πρώτα χρειαζόµαστε το ακόλουθο απλό Λήµµα.
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Λήµµα 4.5. ΄Εστω m > 1 ένας ϑετικός ακέραιος και υποθέτουµε ότι (10,m) = 1. Τότε υπάρχει b ∈ N
έτσι ώστε : m | 10b − 1. Αν b′ είναι ένας άλλος ακέραιος έτσι ώστε m | 10b′ − 1, τότε b′ = b −mr, για
κάποιον ακέραιο r.

Απόδειξη. Επειδή (10,m) = 1, έπεται ότι υπάρχουν ακέραιοι x, b έτσι ώστε xm + 10b = 1. Τότε
10b− 1 = (−x)m και εποµένως m | 10b− 1.

΄Εστω b και b′ δύο ακέραιοι έτσι ώστε m | 10b − 1 και νm | 10b′ − 1. Τότε 10b − 1 = km και
10b′ − 1 = lm, και εποµένως 10(b′ − b) = (l− k)m. ∆ηλαδή m | 10(b′ − b) και επειδή (m, 10) = 1, ϑα
έχουµε m | b′ − b και άρα b′ − b = rmγια κάπιον ακέραιο r. ΄Ετσι τελικά b′ = b+ rm. �

Θεώρηµα 4.6. [K. Conrad] ΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m
η παράσταση του στο δεκαδικό σύστηµα. ΄Εστω επίσης k > 1 ένας ϑετικός ακέραιος έτσι ώστε (10, k) = 1,
και έστω b ∈ N ένας αριθµός για τον οποίο ισχύει k | 10b− 1, ϐλέπε Λήµµα 4.5. Τότε :

k | a ⇐⇒ k | a∗ + ba0

όπου :
a∗ = am10

m−1 + am−110
m−2 + · · ·+ a210 + a1

Απόδειξη. ΄Οπως και στην Πρόταση 4.2, παρατηρούµε ότι :

a = 10 · a∗ + a0

Επειδή k | 10b− 1, έπεται ότι

10b− 1 = kr για κάποιον ακέραιο r και άρα 10ba0 − a0 = kra0

• Υποθέτουµε πρώτα ότι k | a∗ + ba0. Τότε a∗ + ba0 = ks, για κάποιον ϑετικό ακέραιο s και
εποµένως

10 · a∗ + 10ba0 = k10s =⇒ 10 · a∗ = k(10s)− 10ba0 =⇒ 10a∗ = k(10s)− (rk + 1)a0 =⇒
=⇒ 10a∗ = k(10s)− rka0 − a0 =⇒ a = 10a∗ + a0 = k(10s− ra0) =⇒ k | a

• Υποθέτουµε ότι k | a. Τότε a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0 = ks, για κάποιον ϑετικό
ακέραιο s, και εποµένως :

10(am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1) + a0 = ks =⇒ 10a∗ = ks− a0 =⇒
=⇒ 10a∗ = ks+ kra0 − 10ba0 =⇒ 10a∗ + 10ba0 = k(s+ ra0) =⇒ 10(a∗ + ba0) = k(s+ ra0)

΄Οπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, ϑα έχουµε k | 10(a∗ + ba0) και άρα επειδή (k, 10) = 1,
από το Λήµµα του Ευκλείδη ϑα έχουµε k | a∗ + ba0. �

Παράδειγµα 4.7. ∆ιατηρώντας τους συµβολισµούς του Θεωρήµατος 4.1, ϑα έχουµε:
(1) Ο 7 διαιρεί τον αριθµό a = 826 = 8·102+2·10+6 διότι a∗ = 8·10+2 = 82 και 2a0 = 2·6 = 12.

΄Ετσι
a∗ − 2a0 = 82− 12 = 70 =⇒ 7 | a∗ − 2a0 =⇒ 7 | a = 826

Πράγµατι : 826 = 7 · 118.
(2) Ο 11 διαιρεί τον αριθµό a = 8703585473, γιατί ο 11 διαιρεί τον

a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)mam = 3− 7 + 4− 5 + 8− 5 + 3− 0 + 7− 8 = 0

Πράγµατι : 8703585473 = 11 · 791235043.
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(3) Ο 13 διαιρεί τον αριθµό a = 50661 = 5·104+6·102+6·10+1 διότι a∗ = 5·102+6·10+6 = 5066
και 9a0 = 9 · 1 = 9. ΄Ετσι

a∗ − 9a0 = 5066− 9 = 5057 και 13 | 5057, διότι 5057 = 13 · 389, =⇒ 13 | 50661
Πράγµατι : 50661 = 13 · 3897.

√

Παρατήρηση 4.8. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τιµές για τον ακέραιο αριθµό b έτσι ώστε, ϐλέπε Λήµµα
4.5:

k | 10b− 1

k b
3 1
7 -2
9 1
11 -1
13 4
17 -5
19 2
21 -2
23 7
27 -8
29 3
31 -3
33 10
37 -11
39 4
41 -4
43 13
47 -14
49 5

Θέτοντας, στο Θεώρηµα 4.6, k = 3, 7, 9, · · · και b να είναι η αντίστοιχη τιµή από τον παραπάνω
πίνακα, αποκτούµε κριτήρια διαιρετότητας για τους αριθµούς k = 3, 7, 9, · · · .

√

Παράδειγµα 4.9. ΄Ετσι για παράδειγµα εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 4.6 για k = 19, k = 29 και k = 37,
αποκτούµε τα ακόλουθα κριτήρια διαιρετότητας µε τα 19, 29 και 37:

΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός και

a = am10
m + am−110

m−1 + · · ·+ a110 + a0, am 6= 0 και 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ m
η παράσταση του στο δεκαδικό σύστηµα. ΄Εστω επίσης :

a∗ = am10
m−1 + am−110

m−2 + · · ·+ a210 + a1

• Κριτηριο διαιρετοτητας µε το 19: Ισχύει ότι :

19 | a ⇐⇒ 19 | a∗ + 2a0
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• Κριτηριο διαιρετοτητας µε το 29: Ισχύει ότι :

29 | a ⇐⇒ 29 | a∗ + 3a0

• Κριτηριο διαιρετοτητας µε το 37: Ισχύει ότι :

37 | a ⇐⇒ 37 | a∗ − 11a0
√

Παράδειγµα 4.10. Εξετάζουµε την διαιρετότητα του αριθµού 101156 µε τον αριθµό 19.
Θα έχουµε

a = 101156 = 1 · 105 + 0 · 104 + 1 · 103 + 1 · 102 + 5 · 10 + 6 & a0 = 6

a∗ = 101156 = 1 · 104 + 0 · 103 + 1 · 102 + 1 · 10 + 5 = 10115

΄Αρα
a∗ + 2a0 = 10115 + 2 · 6 = 10115 + 12 = 10127

Επειδή 10127 = 19 · 533, έπεται ότι :
19 | 10127 =⇒ 19 | 101156

√
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5. Η Εικασία του Bertrand και η Κατανοµή των Πρώτων Αριθµών

Σκοπός της παρούσης ενότητας είναι η απόδειξη ενός σηµαντικού αποτελέσµατος στην Θεωρία Α-
ϱιθµών το οποίο είναι γνωστό ως Εικασία του Bertrand (Bertrand Conjecture ή Bertrand Postulate).
Θα δούµε επίσης κάποιες ενδιαφέρουσες συνέπειες στην κατανοµή των πρώτων αριθµών.

5.1. Η Εικασία του Bertrand. Η ακόλουθη Εικασία του Bertrand (Bertrand Conjecture ή Bertrand
Postulate) µας δίνει ένα µέτρο της πυκνότητας των πρώτων αριθµών στο σύνολο όλων των ϕυσικών
αριθµών.

Θεώρηµα 5.1. (Εικασια του Bertrand) Για κάθε ϕυσικό αριθµό n 6= 1, υπάρχει πρώτος p έτσι ώστε :

n < p < 2n (5.1)

Σχόλιο 5.2. Ο ισχυρισµός της εικασίας του Bertrand επαληθεύεται εύκολα για µικρές τιµές του n:

p = 3 αν n = 2

p = 5 αν n = 3

p = 7 αν 4 ≤ n ≤ 6

p = 13 αν 7 ≤ n ≤ 12

p = 23 αν 13 ≤ n ≤ 22

p = 43 αν 23 ≤ n ≤ 42

p = 83 αν 43 ≤ n ≤ 82

p = 131 αν 83 ≤ n ≤ 127

Σχόλιο 5.3. Τον ισχυρισµό ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n 6= 1, υπάρχει πρώτος p έτσι ώστε n < p <
2n, διατύπωσε το 1845 ο Γάλλος Μαθηµατικός Joseph Bertrand (1822-1900), ο οποίος επαλήθευσε
το ισχυρισµό για ϕυσικούς αριθµούς ≤ 3.000.000.

Ο ισχυρισµός αποδείχθηκε για κάθε ϕυσικό αριθµό από τον Ρώσο Μαθηµατικό P.L. Chebyshev
(1821-1894) το 1850, µε χρήση µεθόδων της Ανάλυσης. Αργότερα δώθηκαν απλούστερες αποδείξεις,
για παράδειγµα από τους Erdös και Ramanujan, καθώς και ϐελτιωµένες εκδοχές της εικασίας του
Bertrand.

Εδώ ϑα παρουσιάσουµε µια παραλλαγή της απόδειξης του Erdös, στην πρώτη εργασία που δηµο-
σίευσε το 1931.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1, η οποία δεν είναι εύκολη, ϑα χρειασθούµε κάποια προκα-
ταρκτικά ϐοηθητικά αποτελέσµατα, τα οποία έχουν ενδιαφέρον και από µόνα τους.

Λήµµα 5.4. ΄Εστω n ≥ 2 ένας ϕυσικός αριθµός. ΄Εστω p1, p2, · · · , pk όλοι οι πρώτοι αριθµοί οι οποίοι
είναι µικρότεροι ή ίσοι του n. Τότε :

k∏
i=1

pi = p1 · p2 · · · · · pk ≤ 4n (5.2)
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι : για n = 2 έχουµε k = 1 και p1 = 2 < 42 = 4.
Για n = 3, έχουµε k = 2 και p1 = 2 και p2 = 3. Τότε p1p2 = 2 · 3 = 6 < 43 = 48.
Εποµένως η Ϲητούµενη σχέση (4.2) αληθεύει, όταν n = 2, 3.
Η απόδειξη για κάθε n > 3 ϑα γίνει πρώτα στην περίπτωση κατά την οποία ο αριθµός n είναι περιττός

και ακολούθως στην περίπτωση κατά την οποία ο n είναι άρτιος.
Υποθέτουµε ότι ο αριθµός n είναι περιττός. Θα δείξουµε το Ϲητούµενο µε χρήση Αρχής Μαθηµατικής

Επαγωγής.

• ΄Οπως είδαµε παραπάνω, για n = 3 η Ϲητούµενη σχέση ισχύει.
• Επαγωγικη Υποθεση: Υποθέτουµε ότι για n περιττό και n > 3 ισχύει :

k∏
j=1

pi = p1 · p2 · · · · · pj ≤ 4n, ∀ j : περιττός και 3 < j < n

Θα δείξουµε πρώτα ότι ισχύει η Ϲητούµενη σχέση για την περίπτωση n περιττός.
Επειδή ο n είναι περιττός έπεται ότι ϑα είναι της µορφής n = 2λ + 1 για κάποιον ϕυσικό

αριθµό λ. Τότε

n+ 1

2
=

2(λ+ 1)

2
= λ+ 1 και

n− 1

2
=

2λ

2
= λ

Εποµένως αν ο λ είναι άρτιος, τότε ο αριθµός n+1
2 είναι περιττός, και αν ο λ είναι περιττός, τότε

ο αριθµός n−1
2 είναι περιττός. Θεωρούµε τον ϕυσικό αριθµό

k =
n± 1

2

όπου διαλέγουµε το πρόσηµο έτσι ώστε ο αριθµός k να είναι περιττός. Τότε προφανώς k ≥ 3
και ο αριθµός n− k ≥ 1 είναι άρτιος ως διαφορά περιττών.

΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός έτσι ώστε k < p ≤ n. Τότε ο p είναι περιττός διότι p > k > 3.
• Ισχυρισµος:

p | n! και p - k! και p - (n− k)!
Πραγµατικά, επειδή p ≤ n, έπεται προφανώς ότι p | n!. Επίσης αν p | k!, τότε επειδή ο αριθµός
p είναι πρώτος, ϑα έχουµε p | a όπου a ≤ k. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι k < p. ΄Ετσι πράγµατι
p - k!. Παρόµοια ϐλέπουµε ότι p - (n− k)!, διότι αν p | (n− k)!, τότε όπως και προηγούµενως
ϑα έχουµε p | a για κάποιο a µε 1 ≤ a ≤ n− k. Ιδιαίτερα p ≤ n− k και µάλιστα p ≤ n− k− 1,
διότι αν p = n− k τότε έπεται ότι ο p είναι άρτιος το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι k < p ≤ n− k− 1
και εποµένως n ≥ 2k + 1. Αυτό είναι άτοπο όπως ϐλέπουµε εύκολα από την επιλογή του k,
δηλαδή k = n±1

2 . Εποµένως p - (n− k)!.
• Ισχυρισµος:

p |
(
n

k

)
Πραγµατικά από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση ϑα έχουµε:(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
= pm+ r, 0 ≤ r < p

Τότε επειδή p | n!, ϑα έχουµε

n! = p
(
mk!(n− k)!

)
+ k!(n− k)!r =⇒ n!− p

(
mk!(n− k)!

)
= k!(n− k)!r =⇒

=⇒ p | k!(n− k)!r
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και επειδή ο p είναι πρώτος και p - k! και p - (n − k)! ϑα έχουµε p | r και αυτό είναι δυνατόν
µόνο αν r = 0 διότι r < p. ΄Αρα δείξαµε ότι

p |
(
n

k

)
, ∀p ∈ P & k < p ≤ n

Τότε όµως ϑα έχουµε και :∏
k<p≤n

p |
(
n

k

)
και εποµένως

∏
k<p≤n

p ≤
(
n

k

)
Επειδή (

n

k

)
=

(
n

n− k

)
και οι παραπάνω διωνυµικοί συντελεστές εµφανίζονται στο διωνυµικό ανάπτυγµα

(1 + 1)n = 2 · 2n−1

ϑα έχουµε προφανώς ότι ∏
k<p≤n

p ≤ 2n−1

Χρησιµοποιώντας την Επαγωγικη Υποθεση, ϑα έχουµε:∏
p≤n

p =
∏
p≤k

p
∏

k<p≤n
p < 4k2n−1 = 2n+2k−1 ≤ 22n = 4n

Εποµένως σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής η σχέση (4.2) ισχύει για κάθε n
περιττό.

Μένει να δείξουµε την σχέση (4.2) για την περίπτωση κατά την οποία n είναι άρτιος. Σ΄ αυτή την
περίπτωση ο πρώτος p δεν µπορεί να είναι ίσος µε n και τότε επειδή ο n − 1 είναι περιττός, από την
παραπάνω ανάλυση ϑα έχουµε: ∏

p≤n
p =

∏
p≤n−1

p < 4n−1 < 4n

Εποµένως δείξαµε ότι η σχέση (4.2) ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n. �

Λήµµα 5.5. ΄Εστω n ≥ 3 ένας ϕυσικός αριθµός, και έστω p ένας πρώτος αριθµός έτσι ώστε :

2n

3
< p ≤ n

Τότε :

p -
(
2n
n

)
Απόδειξη. Επειδή 3p > 2n, έπεται ότι οι αριθµοί p και 2p είναι τα µοναδικά ακέραια πολλαπλάσια του
p τα οποία εµφανίζονται ως παράγοντες του (2n)!. Εποµένως p2 είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p η
οποία διαιρεί τον αριθµό (2n)!.

Παρόµοια επειδή 2p > n, έπεται ότι p είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον αριθµό
n! και άρα p2 είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον αριθµό n!n!.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω παρατηρήσεις έπεται ότι

p -
(
2n

n

)
=

(2n)!

n!n!
�
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Προχωρούµε τώρα στην απόδειξη τους Θεωρήµατος 5.1.

Απόδειξη Θεωρήµατος 5.1: Από το Σχόλιο 5.2 έπεται ότι το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε ϕυσικό
αριθµό n ≤ 127.

Υποθέτουµε ότι n ≥ 128, και έστω ότι δεν υπάρχει πρώτος αριθµός p έτσι ώστε : n < p < 2n.
΄Εστω (

2n

n

)
=
∏
p≤2n

pr

η πρωτογενής ανάλυση του αριθµού
(
2n
n

)
. Τότε :

(1) Επειδή, από την υπόθεσή µας, δεν υπάρχει κανένας πρώτος µεταξύ των n και 2n, έπεται ότι η
πρωτογενής ανάλυση του

(
2n
n

)
ϑα είναι της µορφής:(

2n

n

)
=
∏
p≤n

pr

(2) Αν p είναι ένας πρώτος στην παραπάνω πρωτογενή ανάλυση, και ισχύει 2n
3 < p ≤ n, τότε από

το Λήµµα 4.5, έπεται ότι ϑα έχουµε p -
(
2n
n

)
. Τότε η πρωτογενής ανάλυση του

(
2n
n

)
ϑα είναι της

µορφής (
2n

n

)
=

∏
p≤
√
2n

pr ·
∏

√
2n<p≤ 2n

3

pr

(3) Επειδή όµως αν p είναι ένας πρώτος, όπου
√
2n < p ≤ 2n

3 , έπεται ότι ο p είναι η µεγαλύτερη
δύναµη του p η οποία διαιρεί τον

(
2n
n

)
. Εποµένως για την πρωτογενή ανάλυση του

(
2n
n

)
ϑα

έχουµε (
2n

n

)
=

∏
p≤
√
2n

pr ·
∏

√
2n<p≤ 2n

3

pr ≤
∏

p≤
√
2n

2n ·
∏
p≤ 2n

3

p

(4) Επειδή ο αριθµός των πρώτων p ≤
√
2n είναι µικρότερος από τον αριθµό των περιττών ≤

√
2n,

έπεται ότι ϑα έχουµε ότι αυτός ο αριθµός ϑα είναι µικρότερος από
√
2n
2 −1 =

√
n
2−1. Εποµένως

ϑα έχουµε: ∏
p≤
√
2n

2n ≤ (2n)
√

n
2
−1

(5) Από το Λήµµα 4.4, έπεται ότι ∏
p≤ 2n

3

p < 4
2n
3

(6) Συνδυάζοντας τις σχέσεις (3), (4), και (5), ϑα έχουµε:(
2n

n

)
< (2n)

√
n
2
−1 4

2n
3

(7) Επειδή ο αριθµός
(
2n
n

)
είναι ο µεγαλύτερος από τους 2n + 1 όρους στο διωνυµικό ανάπτυγµα

(1 + 1)2n, έπεται ότι

(2n+ 1)

(
2n

n

)
> (2n)

(
2n

n

)
> 22n



23

και άρα
22n

2n
<

(
2n

n

)
< (2n)

√
n
2
−1 4

2n
3

και η τελευταία σχέση δίνει την σχέση

2
2n
3 < (2n)

√
n
2

(8) Παίρνοντας λογαρίθµους στην τελευταία σχέση και διαιρώντας µε
√
2n
6 , ϑα έχουµε:

√
8n log 2− 2 log(2n) < 0

(9) Παραγωγίζοντας την συνάρτηση f(x) =
√
8x log 2− 2 log(2x), ϑα έχουµε:

f ′(n) =

√
2n log 2− 3

n

Επειδή f(128) = 8 log 2 > 0 και επειδή f ′(n) > 0, ∀n ≥ 128, έπεται ότι η συνάρτηση f(n)
είναι αύξουσα και εποµένως ϑετική για n ≥ 128:

f(n) =
√
8n log 2− 2 log(2n) > 0

(10) Οι σχέσεις στο (8) και (10) µας οδηγούν σε αντίφαση.

Εποµένως η υπόθεση ότι n ≥ 128, και δεν υπάρχει πρώτος αριθµός p έτσι ώστε : n < p < 2n, µας
οδήγησε σε άτοπο. ΄Αρα υπάρχει παντα ένας πρώτος αριθµός p έτσι ώστε : n < p < 2n, ∀n ≥ 1. 2

Υπενθυµίζουµε ότι, όπως έχουµε δείξει στο µάθηµα, ϐλέπε (λυµένη) ΄Ασκηση 11 του Φυλλαδίου
Ασκήσεων 1, ο n-οστός πρώτος αριθµός είναι µικρότερος ή ίσος από τον αριθµό 22

n−1
:

pn ≤ 22
n−1

Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 5.1, δίνει ένα πολύ κα-
λύτερο ϕράγµα.

Θεώρηµα 5.6. ΄Εστω P =
{
p1, p2, · · · , pn, · · ·

}
το σύνολο όλων των πρώτων αριθµών, εφοδιασµένο µε

την ϕυσική του διάταξη : p1 = 2, p2 = 3, · · · , και pk < pm όταν k < m. Τότε, ∀n ∈ N:

pn ≤ 2n

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 5.1 έπεται ότι, ∀k ≥ 2:

υπάρχει ένας πρώτος p έτσι ώστε : 2k−1 < p < 2k

Εποµένως υπάρχουν το πολύ k − 1 πρώτοι αριθµοί, χωρίς να λαµβάνουµε υπ΄ όψιν τον πρώτος 2, οι
οποίοι είναι ≤ 2k. Εποµένως υπάρχουν το πολύ k πρώτοι αριθµοί οι οποίοι είναι ≤ 2k. ∆ηλαδή:

pn ≤ 2n �

Επειδή προφανώς pn 6= 2n, όταν n 6= 1, από το Θεώρηµα 5.6, έχουµε ότι :

pn ≤ 2n − 1, ∀n > 1

Για να ϕανεί πόσο καλύτερο είναι το ϕράγµα pn ≤ 2n του Θεωρήµατος 5.6 από το ϕράγµα pn ≤ 22
n−1

το οποίο έχουµε αποδείξει στην τάξη, διαλέγουµε n = 7. Τότε p7 = 17, δηλαδή ο 17 είναι ο 7ος πρώτος
αριθµός. Επίσης το ϕράγµα του Θεωρήµατος 5.6 είναι x = 27 = 128. Από την άλλη πλευρά το δεύτερο
ϕράγµα είναι 22

7−1
= 22

6
= 264 = 27·9+1 = 2 · (27)9 = 2x9 = 2 · (128)9.
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5.2. Η Κατανοµή των πρώτων αριθµών. Υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση η οποία µετράει το πλήθος
των πρώτων αριθµών οι οποίοι είναι µικρότεροι από δοθέντα πραγµατικό αριθµό ορίζεται ως εξής2:

π : R −→R, π(x) =
∣∣{p ∈ N | p : πρώτος & p ≤ x

}∣∣
Το ακόλουθο σπουδαίο Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών αναλύει την ασυµπτωτική συµπεριφορά της

συνάρτησης π(x).

Θεώρηµα 5.7. (Θεωρηµα των Πρωτων Αριθµων)

limx→∞π(x)
log x

x
= 1

Σχόλιο 5.8. (1) Από το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών έπεται ότι το κλάσµα π(x)
x

log x
προσεγγίζει την

τιµή 1 όταν ο πραγµατικός αριθµός x τείνει στο άπειρο, δηλαδή όταν µεγαλώνει απεριόριστα.
Με άλλα λόγια οι συναρτήσεις π(x) και x

log x είναι ασυµπτωτικά ίσες, δηλαδή παίρνουν ίδιες
τιµές για µεγάλη τιµή της µεταβλητής x. Αυτό το συµβολίζουµε µε : π(x) ∼ x

log x , όταν x→∞.
(2) Από το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών προκύπτει ότι αν n είναι ένας αρκετά µεγάλος ϕυσικός

αριθµός, και διαλέξουµε τυχαία έναν αριθµό από το 1 µέχρι το n, τότε η πιθανότητα αυτός ο
αριθµός να είναι πρώτος είναι ασυµπτωτικά 1

logn , δηλαδή προσεγγιστικά όταν ο αριθµός n είναι
µεγάλος αυτή η πιθανότητα είναι περίπου 1

logn .
Για παράδειγµα ϑα έχουµε ότι η πιθανότητα ενός αριθµού 1 ≤ x ≤ n να είναι πρώτος, αν

n = 10, 102, 103, 106, 109, 1012, 1015, είναι (όλες οι παρακάτω τιµές είναι προσεγγιστικές):
(αʹ) Αν n = 10, τότε log 10 = 2.30 και άρα:

1

log n
=

1

2.30
= 0.434

(ϐʹ) Αν n = 100 = 102, τότε log 100 = 4.30 και άρα:
1

log n
=

1

4.60
= 0.217

(γʹ) Αν n = 1000 = 103, τότε log 100 = 6.90 και άρα:
1

log n
=

1

4.60
= 0.144

(δʹ) Αν n = 1000000 = 106, τότε log 1000000 = 13.81 και άρα:
1

log n
=

1

4.60
= 0.072

(εʹ) Αν n = 1000000000 = 109, τότε log 1000000000 = 20.70 και άρα:
1

log n
=

1

20.70
= 0.048

(ϛʹ) Αν n = 1000000000000 = 1012, τότε log 1000000000000 = 27.63 και άρα:
1

log n
=

1

27.63
= 0.036

2Αν X είναι ένα σύνολο, τότε συµβολίζουµε µε |X| το πλήθος των στοιχείων του συνόλου S.
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(Ϲʹ) Αν n = 1000000000000000 = 1015, τότε log 1000000000000000 = 34.53 και άρα:
1

log n
=

1

34.53.70
= 0.028

(3) ΄Ατυπα ϑα λέγαµε ότι αν µπορούσαµε να διαλέξουµε τυχαία έναν ϕυσικό αριθµό από το σύνολο
N όλων των ϕυσικών αριθµών, τότε η πιθανότητα αυτός ο αριθµός να είναι πρώτος είναι προ-
σεγγιστικά 0. Αυτό το συµπέρασµα µπορεί να διατυπωθεί ακριβέστερα ως εξής. ΄Εστω ότι, για
έναν πραγµατικό αριθµό x, ο ϕυσικός αριθµός [x] συµβολίζει τον µεγαλύτερο ακέραιο ο οποίος
είναι ≤ x. Τότε αποδεικνύεται ότι η πιθανότητα ένας ϕυσικός αριθµός να είναι πρώτος υπάρχει
και είναι ίση µε :

limx→∞
π(x)

[x]
= 0

Σχόλιο 5.9. Το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών ϑεωρείται από τα σπουδαιότερα αποτελέσµατα της
Θεωρίας Αριθµών. Η απόδειξη του είναι αρκετά δύσκολη και ξεφεύγει από τα πλαίσια του µαθήµατος.
Το Θεώρηµα αποδείχθηκε ανεξάρτητα, από τον Jaque Hadamard και τον Charles Jean de Vallée-
Poussin το 1896 µε αναλυτικές µεθόδους.

Το 1948, επίσης ανεξάρτητα, οι Μαθηµατικοί Selberg και Erdös απέδειξαν το Θεώρηµα των Πρώτων
Αριθµών µε στοιχειώδεις µεθόδους.

Σχόλιο 5.10. Αν όπως πριν, pn συµβολίζει τον n-οστο πρώτο αριθµό, τότε από το Θεώρηµα των Πρώτων
Αριθµών προκύπτει ότι :

pn ∼ n log n
όπου log n συµβολίζει τον ϕυσικό λογάριθµο του n.

Μια άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών είναι το ακόλουθο Πόρισµα το οποίο
γενικεύει την εικασία του Bertrand:

Πόρισµα 5.11.

∀ ε > 0, ∃ m = m(ε) > 0 : ∀n > m(ε) : ∃ p : πρώτος έτσι ώστε : n < p < (1 + ε)n

Επιστρέφοντας στην Εικασία του Bertrand, αποδεικνύουµε την ακόλουθη ενδιαφέρουσα εφαρµογή
της :

Θεώρηµα 5.12 (L. Greenfield and S. Greenfield (1998) ). Αν n είναι ένας ϕυσικός αριθµός, τότε το
σύνολο των 2n αριθµών N = {1, 2, · · · , 2n} µπορεί να διαµερισθεί σε n το πλήθος Ϲευγάρια αριθµών

{a1, b1}, {a2, b2}, · · · , {an, bn}

έτσι ώστε ο αριθµός ai + bi να είναι πρώτος, 1 ≤ i ≤ n.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.
(1) Για n = 1, το αποτέλεσµα είναι προφανές, διότι τότε N = {1, 2} και ο αριθµός 1 + 2 = 3 είναι

πρώτος.
(2) Για n > 1, υποθέτουµε ο ισχυρισµός είναι αληθής για κάθε σύνολο {1, 2, · · · , 2m} µε m < n.
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(3) Για την γενική περίπτωση, και σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.1 (Εικασία του Bertrand), υπάρχει
ένας πρώτος αριθµός p έτσι ώστε 2n < p ≤ 4n. Επειδή προφανώς ο αριθµός 4n δεν είναι
πρώτος, έπεται ότι µπορούµε να γράψουµε p = 2n+m, όπου 1 ≤ m < 2k, και k ≤ n.

Θεωρούµε τότε τα Ϲευγάρια

(2n,m), (2n− 1,m+ 1), · · · , (n+ dke, n+ bkc)
όπου για έναν πραγµατικό αριθµό x:
(αʹ) bxc = max{m ∈ Z | m ≤ x} συµβολίζει τον µεγαλύτερο ακέραιο ≤ x.
(ϐʹ) dxe = min{n ∈ Z | n ≥ x} συµβολίζει τον µικρότερο ακέραιο ≥ x.
Επειδή προφανώς ο αριθµός m δεν µπορεί να είναι άρτιος, έπεται ότι ο m είναι περιττός και
άρα ο αριθµός m − 1 είναι άρτιος και άρα της µορφής m − 1 = 2r, όπου r < n. Τότε τα
παραπάνω Ϲεύγη αποδεικνύουν τον ισχυρισµό για το σύνολο {m,m + 1, · · · , 2n}. Επειδή ο
ισχυρισµός για το σύνολο {1, 2, · · · ,m−1} προκύπτει από την Επαγωγική Υπόθεση, έπεται ότι
ο ισχυρισµός ισχύει και για το n.

Εποµένως ο ισχυρισµός είναι αληθής για κάθε n ≥ 1. �

Το ακόλουθο Θεώρηµα του Erdös γενικεύει την εικασία του Bertrand:

Θεώρηµα 5.13 (Erdös). Για κάθε ϕυσικό αριθµό k, υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµόςN έτσι ώστε για κάθε
n > N , υπάρχουν τουλάχιστον k το πλήθος πρώτοι αριθµοί p έτσι ώστε : n < p < 2n.

Αναφέρουµε χωρίς απόδειξη τα ακόλουθα αποτελέσµατα τα οποία προκύπτουν από την Εικασία του
Bertrand:

Θεώρηµα 5.14. Υπάρχουν σταθερές C, c > 0 έτσι ώστε, ∀x ∈ R:

c
log x

x
≤ π(x) ≤ C

log x

x

Θεώρηµα 5.15. Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 6 µπορεί να γραφεί ως άθροισµα διακεκριµµένων πρώτων
αριθµών.

Τέλος το ακόλουθο είναι ένα ενδιαφέρον πρόβληµα για το οποίο δεν είναι γνωστή η απάντηση:

Ανοιχτό Πρόβληµα: (Εικασια του Legendre). Είναι αληθές ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1
υπάρχει πάντα ένας πρώτος αριθµός p έτσι ώστε :

n2 < p < (n+ 1)2 ;
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6. Ο Αλγόριθµος του Ευκλείδη και το Θεώρηµα του Lamé

΄Εστω a, b δύο ϕυσικοί αριθµοί. Τότε όπως γνωρίζουµε, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (a, b) των αριθµών
a και b προκύπτει ως το τελευταίο µη-µηδενικό υπόλοιπο στις διαδοχικές διαιρέσεις στον Αλγόριθµο
του Ευκλείδη. Εποµένως υπάρχει αλγοριθµικός τρόπος εύρεσης του µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο
αριθµών.

Εποµένως για προφανείς λόγους έχει µεγάλη σηµασία να γνωρίζουµε πόσες διαιρέσεις χρειαζόµαστε
για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη µε χρήση του Αλγόριθµου του Ευκλείδη.

Ο Γάλλος Μαθηµατικός Gabriel Lamé το 1845 απέδειξε ότι ο αριθµός των διαιρέσεων οι οποίες
απαιτούνται στην εφαρµογή του Αλγόριθµου του Ευκλείδη για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού
διαιρέτη δύο αριθµών είναι το πολύ πέντε ϕορές το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων του µικρότερου από
τους δύο αριθµούς.

Σκοπός µας στην παρούσα παράγραφο είναι να δώσουµε µια απόδειξη του Θεωρήµατος του Lamé.
Η απόδειξη χρησιµοποιεί, µε αναπάντεχο τρόπο, ιδιότητες της ακολουθίας Fibonacci.

Θεώρηµα 6.1 (Θεωρηµα του Lamé (1845) ). ΄Εστω a, b ∈ N δύο ϕυσικοί αριθµοί. Τότε για τον αριθµό n
των διαιρέσεων οι οποίες απαιτούνται για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη (a, b) των αριθµών
a, b µε χρήση του Αλγόριθµου του Ευκλείδη, ισχύει ότι :

n ≤ 5 ·
(
πλήθος δεκαδικών ψηφίων του αριθµού min{a, b}

)
Απόδειξη. Αν a = b, τότε προφανώς (a, b) = a = b. Υποθέτουµε ότι a 6= b και χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας, έστω a > b.
− Βήµα 1: Θέτουµε r0 = a και r1 = b. Από τον Ευκλείδειο Αλγόριθµο τότε ϑα έχουµε τις ακόλουθες

σχέσεις :

r0 = r1q1 + r2 όπου 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2q2 + r3 όπου 0 ≤ r3 < r2

r0 = r1q1 + r2 όπου 0 ≤ r4 < r3
...

...
...

rn−2 = rn−1qn−1 + rn όπου 0 ≤ rn < rn−1

rn−1 = rnqn (6.1)

όπου έχουµε υποθέσει ότι :

0 6= ri, i = 2, 3, · · · , n & rn+1 = 0

Τότε γνωρίζουµε ότι :
(a, b) = rn

και το πλήθος των διαιρέσεων οι οποίες απαιτούνται στην εκτέλεση του Αλγόριθµου του Ευκλείδη για
τον παραπάνω υπολογισµό είναι ακριβώς n.

− Βήµα 2: Υπενθυµίζουµε ότι η ακολουθία Fibonacci
{
Fn
}
n≥1 ορίζεται ως εξής :

F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, & Fn+1 = Fn + Fn−1, ∀n ≥ 2

• Ισχυρισµός: b = r1 ≥ Fn+1.
Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής:
(1) Το τελευταίο µη-µηδενικό υπόλοιπο rn είναι ένας ϕυσικός αριθµός και άρα rn ≥ 1 = F2. ΄Αρα:

rn ≥ F2
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(2) Επειδή rn−1 = rnqn, και επειδή rn < rn−1, έπεται ότι qn 6= 1. Εποµένως qn ≥ 2, και τότε
rn−1 = rnqn ≥ 2rn ≥ 2 = F3. ΄Αρα:

rn−1 ≥ F3

(3) Επαγωγικη Υποθεση: Υποθέτουµε ότι :

rn−k+1 ≥ Fk+1, για κάθε k ∈ N έτσι ώστε : 1 ≤ k < n

Ιδιάιτερα ϑα έχουµε:
r2 ≥ Fn & r3 ≥ Fn−1

(4) Για k = n, από τις σχέσεις (3.1) ϑα έχουµε: r1 = r2q2+r3. Επειδή ο αριθµός q2 είναι ϕυσικός,
ϑα έχουµε q2 ≥ 1 και εποµένως r1 ≥ r2 + r3. Τότε µε χρήση της Επαγωγικής Υπόθεσης, ϑα
έχουµε:

r1 ≥ r2 + r3 ≥ Fn + Fn−1 = Fn+1

Εποµένως έχουµε δείξει το Ισχυρισµό:
b ≥ Fn+1

και εποµένως έχουµε δείξει ότι :
• αν n είναι ο αριθµός των διαιρέσεων οι οποίες απαιτούνται στην εκτέλεση του Αλγόριθµου του

Ευκλείδη για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη (a, b), όπου a > b, τότε αναγκαστικά ο
µικρότερος αριθµός b δεν µπορεί να είναι µικρότερος από τον (n + 1)-οστό αριθµό της ακολουθίας
Fibonacci.

− Βήµα 3: Θα δείξουµε πρώτα τον ακόλουθο ισχυρισµό.
• Ισχυρισµός:

Fn ≥ φn−2, ∀n ≥ 3, όπου φ =
1 +
√
5

2
Υπενθυµίζουµε ότι ο αριθµός φ είναι ϱίζα της εξίσωσης x2 − x− 1 = 0 και άρα

φ2 = φ+ 1

(1) Για n = 3, έχουµε: F3 = 2 και φ3−2 = φ = 1+
√
5

2 = 1.6180..., και άρα προφανώς ϑα έχουµε

F3 > φ3−2

(2) Επαγωγικη Υποθεση: Υποθέτουµε ότι N > 3 και υποθέτουµε ότι :

Fk > φk−2, ∀k : 3 < k < n

(3) Για k = n, µε χρήση της Επαγωγικής Υπόθεσης, ϑα έχουµε:

Fn = Fn−1 + Fn−2

> φn−1−2 + φn−2−2

= φn−3 + φn−4

= φn−4
(
φ+ 1

)
= φn−4φ2

= φn−2

Εποµένως ϑα έχουµε:
b ≥ Fn+1 > φn−1

− Βήµα 4: Θα έχουµε διαδοχικά:
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(1) Παίρνοντας λογάριθµους µε ϐάση 10 στην παραπάνω σχέση, ϑα έχουµε:

log10 b > (n− 1) · log10 φ
(2) Βλέπουµε εύκολα ότι :

log10 φ >
1

5
(3) Εποµένως ϑα έχουµε: log10 b > 1

5(n− 1) και άρα:

n− 1 < 5 log10 b

(4) ΄Εστω k το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων του b στην δεκαδική παράσταση του. Τότε προφανώς
b < 10k και άρα:

log10 b < k

(5) Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις, ϑα έχουµε:

n− 1 < 5k

και επειδή ο k είναι ακέραιος, ϑα έχουµε:

n < 5k �

Σχόλιο 6.2. Το Θεώρηµα του Lamé δείχνει ότι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη για την εύρεση του µέγιστου
κοινού διαιρέτη είναι αρκετά ταχύς και αποτελεσµατικός, διότι µας ϐρίσκει τον µέγιστο κοινό διαιρέτη
δύο αριθµών σε πολυωνυµικό χρόνο.

Σχόλιο 6.3. Υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη αριθµών για τα οποία ο αλγόριθµος του Ευκλείδη για την εύρεση
του µέγιστου κοινού διαιρέτη τους απαιτεί ακριβώς n ϐήµατα.

Πράγµατι, αν Fn+1, Fn+2 είναι δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας Fibonacci, ∀n ≥ 1, τότε

(Fn+1, Fn+2) = 1

και όπως έχουµε δεί στο µάθηµα για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη (Fn+1, Fn+2) = 1
απιτούνται ακριβώς n ϐήµατα:

Fn+2 = Fn+1 · 1 + Fn

Fn+1 = Fn · 1 + Fn−1
...

F4 = F3 · 1 + F2

F3 = F2 · 2
΄Αρα (Fn+1, Fn+2) = F2 = 1, και όπως ϐλέπουµε στην εκτέλεση του αλγορίθµου απαιτούνται ακριβώς

n ϐήµατα.
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Μέρος 2. Αριθµητικές Συναρτήσεις
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Μέρος 3. Ισοτιµίες
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Μέρος 4. Πρωταρχικές Ρίζες
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Μέρος 5. Τετραγωνικά Υπόλοιπα
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Μέρος 6. Βιβλιογραφία
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