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1. Στοιχειώδης Θεωρία ∆ακτυλίων

΄Ασκηση 1.1. ΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος µε µονάδα 1R. Να δειχθεί ότι η τριάδα R̃ = (R,⊕,�),
όπου :

x⊕ y = x+ y + 1R & x� y = x · y + x+ y

είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα ο οποίος είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο R.

΄Ασκηση 1.2. Να δειχθεί ότι η αβελιανή οµάδα (Q/Z,+) δεν µπορεί να είναι η προσθετική οµάδα ενός
δακτυλίου µε µονάδα.

΄Ασκηση 1.3. ΄Εστω {0} 6= R ένας δακτύλιος, όχι απαραίτητα µε µονάδα, έτσι ώστε για κάθε a ∈ R, a 6= 0,
υπάρχει µοναδικό στοιχείο x ∈ R έτσι ώστε : a = axa. Να δειχθεί ότι ο R έχει µονάδα και είναι δακτύλιος
διαίρεσης.

΄Ασκηση 1.4. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. να δειχθεί ότι ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης αν και µόνον
αν για κάθε στοιχείο a ∈ R, a 6= 1R, υπάρχει στοιχείο b ∈ R έτσι ώστε : ab = a+ b.

΄Ασκηση 1.5. (1) Αν x, y είναι στοιχεία ενός δακτυλίου R έτσι ώστε xy = 1, είναι τα στοιχεία x και y
αντιστρέψιµα ;

Αν η απάντηση είναι ναι, να αποδείξετε τον ισχυρισµό. Αν η απάντηση είναι όχι, να δοθεί αντιπα-
ϱάδειγµα.

(2) Αν x είναι ένα στοιχείο ενός δακτυλίου R έτσι ώστε το στοιχείο xn είναι αντιστρέψιµο, για κάποιο
n ≥ 2. Να δειχθεί ότι το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο.

(3) Να δειχθεί ότι ένα στοιχείο a ενός δακτυλίου R είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν το a είναι αριστερά
(δεξιά) αντιστρέψιµο και δεν είναι δεξιός (αριστερός) διαιρέτης του µηδενός.

(4) Αν ο δακτύλιος R δεν περιοέχει διαιρέτες του µηδενός, να διεχθεί ότι :

∀x, y ∈ R : xy = 1 =⇒ yx = 1

΄Ασκηση 1.6. Αν R είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, τότε το κέντρο του R ορίζετα να είναι το σύνολο

Z(R) =
{
r ∈ R | rx = xr, ∀x ∈ R

}
(1) ∆είξτε ότι το κέντρο του R είναι ένας µεταθετικός υποδακτύλιος του R.
(2) ∆είξτε ότι το κέντρο ενός δακτυλίου διαίρεσης είναι ένα σώµα.
(3) Αν H είναι ο δακτύλιος των τετρανίων του Hamilton, να προσδιορισθεί το κέντρο του Z(H).

΄Ασκηση 1.7. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο R είναι σώµα.
(2) Κάθε (γνήσιο) ιδεώδες του R είναι πρώτο.

΄Ασκηση 1.8. ΄Εστω R ένας δακτύλιος διαίρεσης.

(1) Αν S είναι ένας πεπερασµένος υποδακτύλιος του R, να δειχθεί ότι ο S είναι δακτύλιος διαίρεσης.
(2) Αν Z(R) είναι το κέντρο του, να δειχθεί ότι ο R είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος

Z(R), ϐλέπε ΄Ασκηση 1.6(2), µε διάσταση 6= 2.
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΄Ασκηση 1.9. (1) Να δειχθεί ότι κάθε απλός µεταθετικός δακτύλιος είναι σώµα.
(2) Να δειχθεί ότι το κέντρο ενός απλού δακτυλίου είναι σώµα.
(3) Να εξετασθεί αν ένας υποδακτύλιος ενός απλού δακτυλίου είναι απλός δακτύλιος.
(4) Αν ο δακτύλιος R είναι απλός, είναι ο δακτύλιος πολυωνύµων R[x] απλός ;

΄Ασκηση 1.10. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο σύνολο πινάκων

R =

{(
a b
−2b a+ 3b

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
⊆ M2(R)

είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίουM2(R), και ακολούθως να εξετασθεί αν ο υποδακτύλιοςR είναι σώµα.

΄Ασκηση 1.11. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο σύνολο πινάκων

R =

{(
a+ b 4b
−b a− b

)
∈ M2(Q) | a, b ∈ Q

}
⊆ M2(Q)

είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίου M2(Q), και ακολούθως να εξετασθεί αν ο υποδακτύλιος R είναι
σώµα.

΄Ασκηση 1.12. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο σύνολο πινάκων

R =


 a b c

2c a b
2b 2c a

 ∈ M3(Q) | a, b, c ∈ Q

 ⊆ M3(Q)

είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίουM2(R), και ακολούθως να εξετασθεί αν ο υποδακτύλιοςR είναι σώµα.

΄Ασκηση 1.13. ΄Εστω R ένας υποδακτύλιος του C. Θεωρούµε το σύνολο πινάκων

H(R) =

{(
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
∈ M2(C) | a, b, c, d ∈ R

}
(1) Να εξετάσετε αν το σύνολο H(R) είναι υποδακτύλιος του M2(C).
(2) Αν R = R, να δειχθεί ότι το σύνολο H(R) είναι υποδακτύλιος του M2(C) ο οποίος είναι ισόµορφος µε

τον δακτύλιο διαίρεσης H των τετρανίων του Hamilton.
(3) Αν R = Q, να δειχθεί ότι το σύνολο H(Q) είναι υποδακτύλιος του M2(C) ο οποίος είναι δακτύλιος

διαίρεσης.
(4) ΑνR = Z, να δειχθεί ότι το σύνολοH(Z) είναι υποδακτύλιος τουM2(C), ο οποίος δεν έχει (αριστερούς

ή δεξιούς) διαιρέτες του µηδενός, αλλά δεν είναι δακτύλιος διαίορεσης.

΄Ασκηση 1.14. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και X ένα σύνολο. ΄Εστω f : R−→X µια απεικόνιση συνόλων η
οποία υποθέτουµε ότι είναι «επί».

(1) ΄Εστω ⊕, � : X ×X −→X, δύο απεικονίσεις για τις οποίες ισχύει ότι, ∀r1, r2 ∈ R:

f(r1 + r2) = f(r1)⊕ f(r2) και f(r1 · r2) = f(r1)� f(r2)

Να δειχθεί ότι η τριάδα (X,⊕,�) είναι ένας δακτύλιος και η απεικόνιση f : R−→X είναι ένας
οµοµορφισµός δακτυλίων.

(2) Να δειχθεί ότι υπάρχει το πολύ µια δοµή δακτυλίου επί του συνόλου X έτσι ώστε η «επί» απεικόνιση
f : R−→X να είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.
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΄Ασκηση 1.15. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. ∆είξτε ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός σε κάθε µια
από τις παρακάτω περιπτώσεις :

(1) ∀r ∈ R: r2 = r.
(2) ∀r ∈ R: r2 − r ∈ Z(R).
(3) ∀r ∈ R: r3 = r.
(4) ∀r ∈ R: r3 − r ∈ Z(R).
(5) ∀r ∈ R: r4 = r.
(6) ∀r ∈ R: r5 = r.
(7) ∀r ∈ R: r6 = r.

΄Ασκηση 1.16. Να δοθεί παράδειγµα (µη-µεταθετικού) δακτυλίου ο οποίος περιέχει στοιχεία τα οποία είναι
αριστεροί, αντίστοιχα δεξιοί, διαιρέτες του µηδενός αλλά δεν είναι δεξιοί, αντίστοιχα αριστεροί, διαιρέτες του
µηδενός.

΄Ασκηση 1.17. ΄Εστω ότι a, b είναι στοιχεία ενός δακτυλίουR. Αν το στοιχείο 1−ba είναι αριστερά αντιστρέψι-
µο (αντίστοιχα, αντιστρέψιµο), να δειχθεί ότι και το στοιχείο 1 − ab είναι αριστερά αντιστρέψιµο (αντίστοιχα,
αντιστρέψιµο), και να ϐρεθεί ένας αριστερά αντίστροφο (αντίστοιχα, αντίστροφο) στοιχείο του 1− ab.

΄Ασκηση 1.18. ΄Εστω f : R−→S ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Να δειχθεί ότι αν ο δακτύλιος R είναι µετα-
ϑετικός, τότε και ο δακτύλιος S είναι µεταθετικός. Να δοθεί παράδειγµα επιµορφισµού δακτυλίων f : R−→S,
όπου ο δακτύλιος S είναι µεταθετικός και ο δακτύλιος R δεν είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 1.19. ∆είξτε ότι κάθε δακτύλιος R µε µονάδα και πλήθος στοιχείων |R| = p2, όπου p είναι ένας
πρώτος αριθµός, είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 1.20. ΄Εστω V ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K και S ένα µη-κενό σύνολο
γραµµικών απεικονίσεων f : V−→V. Το σύνολο V καλείται ανάγωγο αν:

W : υπόχωρος του V και f(W) ⊆W, ∀f ∈ S =⇒ W = {~0} ή W = V

Να δεχθεί ότι αν S είναι ένα ανάγωγο σύνολο γραµµικών απεικονίσεων επί του V, τότε το σύνολο

D =
{
g ∈ EndK(V) | g ◦ f = f ◦ g, ∀f ∈ S

}
είναι ένας υποδακτύλιος του EndK(V)1 ο οποίος είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 1.21. Για κάθε δακτύλιο R, να δειχθεί ότι το υποσύνολο

S =

{(
a b
c d

)
∈ M2(R) | a+ c = b+ d

}
είναι ένας υποδακτύλιος του M2(R) ο οποίος είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο T2(R) των 2 × 2 πινάκων
υπεράνω του R.

1Το σύνολο EndK(V) όλων των γραµµικών απεικονίσεων f : V−→V είναι δακτύλιος µε πράξη πρόσθεσης την συνήθη πρόσθεση
γραµµικών απεικονίσεων, και πολλαπλασιασµό την σύνθεση γραµµικών αεπικονίσεων.



6

΄Ασκηση 1.22. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών:

M =

(
0 1
−1 0

)
και έστω το σύνολο

R =
{
A ∈ M2(R) | AM = MA

}
Να δειχθεί ότι το σύνολο R είναι ένας υποδακτύλιος του M2(R) ο οποίος είναι ισόµορφος µε το σώµα C των
µιγαδικών αριθµών.

΄Ασκηση 1.23. Θεωρούµε το εξής σύνολο 4× 4 πινάκων πραγµατικών αριθµών:

M =

M1 =


0 1 0 0
−1 0 0 0

0 0 0 1
0 0 −1 0

 , M2 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0




Να δειχθεί ότι το σύνολο
R =

{
A ∈ M4(R) | AMi = MiA, i = 1, 2

}
είναι ένας υποδακτύλιος του M4(R) ο οποίος είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο διαίρεσης H των τετρανίων του
Hamilton.

΄Ασκηση 1.24. Βρείτε όλους τους υποδακτυλίους των δακτυλίων Z και Z4 × Z4.

΄Ασκηση 1.25. Να προσδιορισθούν όλοι οι υποδακτύλιοι του Q.

΄Ασκηση 1.26. Βρείτε όλους όλους τους οµοµορφισµούς δακτυλίων :

(1) Z−→Z.
(2) Z−→Q.
(3) Zn−→Zn, ∀n ≥ 2.
(4) Zn−→Zm, ∀n,m ≥ 2.

΄Ασκηση 1.27. ΄Εστω K ένα σώµα. Να δειχθεί ότι οι οµάδες (K,+) και (K∗, ·) δεν είναι ποτέ ισόµορφες.

΄Ασκηση 1.28. ΄Εστω K ένα σώµα για τοµοποίο ισχύει ότι, ∀a ∈ K \ {0}:

a−1 = −a
Να δειχθεί ότι το K είναι ισόµορφο µε το σώµα Z2.

΄Ασκηση 1.29. ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

(1) Αν I είναι ένα ιδεώδες του R έτσι ώστε Ker(f) ⊆ I, να δειχθεί ότι το υποσύλον f(I) είναι ένα ιδεώδες
του υποδακτυλίου Im(f) του S και υπάρχει ένας ισοµορφγισµός δακτυλίων :

R/I
∼=−→ Im(f)/f(I)

Ιδιαίτερα αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε υπάρχει ένας ισοµορφγισµός δακτυλίων : R/I ∼= S/f(I).
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(2) ΑνK είναι ένα ιδεώδες του Im(f), να δειχθεί ότι το υποσύλον f−1(K) είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου
R και υπάρχει ένας ισοµορφγισµός δακτυλίων :

R/f−1(K)
∼=−→ Im(f)/K

Ιδιαίτερα αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων : R/f−1(K) ∼= S/K.

΄Ασκηση 1.30. (1) Να δειχθεί ότι το σύνολο

Q[
√

10] :=
{
a+ b

√
10 ∈ R | a, b ∈ Q

}
είναι υποδακτύλιος του R.

(2) Να δειχθεί ότι το σύνολο

R =

{(
x+ 2y 3y

2y x− 2y

)
∈ M2(Q) | x, y ∈ Q

}
είναι ένα υποδακτύλιος του M2(Q).

(3) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

Q[
√

10]
∼=−→ R

(4) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R, άρα και ο δακτύλιος Q[
√

10], είναι σώµα.

΄Ασκηση 1.31. (1) Να δειχθεί ότι το σύνολο

Q[
√
−3] :=

{
a+ bi

√
3 ∈ C | a, b ∈ Q

}
είναι υποδακτύλιος του C ο οποίος είναι σώµα.

(2) Να δειχθεί ότι το σύνολο

R =

{(
x+ y 4y
−y x− y

)
∈ M2(Q) | x, y ∈ Q

}
είναι ένα υποδακτύλιος του M2(Q).

(3) Να δειχθεί ότι το σύνολο

S =

{(
x y
−y x+ y

)
∈ M2(Q) | x, y ∈ Q

}
είναι ένα υποδακτύλιος του M2(Q).

(4) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

Q[
√
−3]

∼=−→ R

(5) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

Q[
√
−3]

∼=−→ S

(6) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R
∼=−→ S

΄Ασκηση 1.32. Να δειχθεί ότι κάθε µη-µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου Z[i] των ακεραίων του Gauss περιέχει
έναν ϑετικό ακέραιο αριθµό.
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΄Ασκηση 1.33. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και S ένα µη-κενό υποσύνολο του R. Το σύνολο

annr(S) =
{
r ∈ R | sr = 0, ∀s ∈ S

}
καλείται ο δεξιός µηδενιστής του S στον R, και το σύνολο

annl(S) =
{
r ∈ R | rs = 0, ∀s ∈ S

}
καλείται ο αριστερός µηδενιστής του S στον R.

(1) Να δειχθεί ότι ο δεξιός µηδενιστής annr(S) είναι δεξιό ιδεώδες, και ο αριστερός µηδενιστής annl(S)
είναι αριστερό ιδεώδες.

(2) Αν το υποσύνολο S είναι δεξιό ιδεώδες, τότε ο δεξιός µηδενιστής annr(S) είναι ιδεώδες, και αν το
υποσύνολο S είναι αριστερό ιδεώδες, τότε ο αριστερός µηδενιστής annl(S) είναι ιδεώδες.

(3) Αν T είναι ένα επίσης µη-κενό υποσύνπολο του R, και ισχύει S ⊆ T , να δειχθεί ότι :

annr(T ) ⊆ annr(S) & annl(T ) ⊆ annl(S)

(4) Να δειχθούν οι εγκλείσεις :

S ⊆ annr(annl(S)) & S ⊆ annl(annr(S))

(5) Αν A = annr(S) και B = annl(S), τότε :

A = annr(annl(A)) & B = annl(annr(B))

΄Ασκηση 1.34. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

(1) Αν x, y είναι στοιχεία του R και το στοιχείο xy είναι αντιστρέψιµο, είναι τα στοιχεία x, y αντιστρέψιµα ;
(2) Αν το στοιχείο xn, n ≥ 1, είναι αντιστρέψιµο, να δειχθεί ότι το x είναι αντιστρέψιµο.
(3) Αν το στοιχείο x είναι αριστερά αντιστρέψιµο (δηλαδή υπάρχει z ∈ R έτσι ώστε zx = 1) και δεν είναι

δεξιός διαιρέτης του µηδενός (δηλαδή zx = 0 =⇒ z = 0), να δειχθεί ότι το x είναι αντιστρέψιµο.
(4) Αν το στοιχείο x είναι αριστερά αντιστρέψιµο, να δειχθεί ότι το x δεν µπορεί να είναι αριστερός διαιρέτης

του µηδενός.

΄Ενας δακτύλιος R καλείται πεπερασµένος κατά Dedekind αν, ∀x, y ∈ R:

xy = 1R =⇒ yx = 1R

Προφανώς µεταθετικοί δακτύλιοι και δακτύλιοι διαίρεσης είναι πεπερασµένοι κατά Dedekind. ΄Οπως
γνωρίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ο δακτύλιος Mn(K) των n× n πινάκων υπεράνω ενός σώµατος K
είναι πεπερασµένος κατά Dedekind.

΄Ασκηση 1.35. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

(1) Αν ο δακτύλιος R είναι πεπερασµένος, να δειχθεί ότι ο R είναι πεπερασµένος κατά Dedekind.
(2) Αν ο R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, να δειχθεί ότι ο R είναι πεπερασµένος κατά Dedekind.
(3) ΄Εστω V ένας K-διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. ΄Εστω ο δα-

κτύλιος EndK(V) των K-γραµµικών απεικονίσεων f : V−→V. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος EndK(V)
δεν είναι πεπερασµένος κατά Dedekind.

΄Ασκηση 1.36. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος, και x, y δύο στοιχεία του. Να δειχθεί ότι το 1−xy είναι αντιστρέψιµο
αν και µόνον αν το στοιχείο 1− yx είναι αντιστρέψιµο.

΄Ενας δακτύλιος R καλείται κανονικός µε την έννοια του Von Neumann αν για κάθε στοιχείο a του R
υπάρχει στοιχείο x του R έτσι ώστε : a = axa. Αν το στοιχείο x (το οποίο γενικά εξαρτάται από το a) µπορεί
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πάντα να επιλεγεί να είναι αντιτρέψιµο, τότε ο R καλείται αντιστρέψιµα κανονικός µε την έννοια του
Von Neumann.

΄Ασκηση 1.37. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

(1) Αν ο R είναι αντιστρέψιµα κανονικός µε την έννοια του Von Neumann, να δειχθεί ότι ο R είναι
πεπερασµένος κατά Dedekind.

(2) Να δειχθεί µε ένα (αντι)παράδειγµα ότι αν ο R είναι κανονικός µε την έννοια του Von Neumann, αλλά
όχι αντιστρέψιµα κανονικός, τότε ο R δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένος κατά Dedekind.

Υποδειξη: ∆είξτε ότι ο δακτύλιος EndK(V) των K-γραµµικών απεικονίσεων f : V−→V, όπου V είναι

ένας διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K, είναι κανονικός µε την έννοια

του Von Neumann και χρησιµοποιήστε την ΄Ασκηση 1.35.

΄Ασκηση 1.38. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος ικανοποιεί την ακόλουθη ιδιότητα2: αν

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · · · · In ⊆ In+1 ⊆ · · ·
είναι µια αύξουσα ακολουθία δεξιών ιδεωδών του R, τότε υπάρχει m ∈ N, έτσι ώστε : Im = Im+1 = · · · .

Να δειχθεί ότι ο R είναι πεπερασµένος κατά Dedekind.

΄Ασκηση 1.39. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, και x, y δύο στοιχεία του.

(1) Αν Rx = Ry, να δειχθεί µε ένα (αντι)παράδειγµα ότι δεν είναι απαραίτητο ότι ϑα έχουµε : xR = yR.
(2) Αν Rx = Ry, να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

f : xR−→ yR, έτσι ώστε f(x) = y & f(mr) = f(m)r, ∀m ∈ xR

΄Ασκηση 1.40. ΄Ενα στοιχείο r σε έναν δακτύλιο µε µονάδαR καλείται ταυτοδύναµο αν r2 = r. Το στοιχείο
r καλείται µηδενοδύναµο αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος k έτσι ώστε rk = 0.

(1) Να ϐρεθούν όλα τα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου Zn.
(2) ∆είξτε ότι αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε το σύνολο

√
0 =

{
r ∈ R | ∃n ∈ N : rn = 0

}
των µηδενοδύναµων στοιχείων του R είναι ένα ιδεώδες του R.

(3) Να υπολογισθεί το ιδεώδες
√

0 των µηδενοδύναµων στοιχείων του δακτυλίου Zn.

΄Ασκηση 1.41. ΄Εστω K ένα σώµα.

(1) Να ϐρεθούν όλα τα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου M2(K) των 2 × 2 πινάκων µε στοιχεία από
το K.

(2) Να ϐρεθούν όλα τα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου T2(K) των 2 × 2 άνω τριγωνικών πινάκων
µε στοιχεία από το K.

(3) Να ϐρεθούν όλα τα µηδενοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου T2(K) των 2× 2 πινάκων µε στοιχεία από
το K.

(4) Αν I είναι το σύνολο όλων των µηδενοδύναµων στοιχείων του T2(K), να δειχθεί ότι το I είναι ένα
ιδεώδες του T2(K) και ο δακτύλιος πηλίκο T2(K)/I είναι ηµιαπλός.

΄Ασκηση 1.42. ΄Εστω C([0, 1]) ο δακτύλιος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί του [0, 1].

2΄Ενας δακτύλιος ο οποίος ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα καλείται δεξιός δακτύλιος της Noether.
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(1) Να δειχθεί ότι το στοιχείο f ∈ C([0, 1]) είναι διαιρέτης του µηδενός αν και µόνον αν υπάρχει ανοι-
χτό διάστηµα (a, b) ⊆ [0, 1] έτσι ώστε ο περιορισµός της f στο διάστηµα (a, b) να είναι η µηδενική
συνάρτηση: f |(a,b) = 0.

(2) Βρείτε όλα τα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου C([0, 1]).
(3) Βρείτε όλα τα µηδενοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου C([0, 1]).

΄Ασκηση 1.43. ΄Εστω e2 = e ∈ R ένα ταυτοδύναµο στοιχείο του δακτυλίου R.

(1) Αν L είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R, να δειχθεί ότι :

L ∩ eR = eL

(2) Αν I είναι ένα ιδεώδες του R, να δειχθεί ότι :

I ∩ eRe = eIe

΄Ασκηση 1.44. ΄Εστω e2 = e ∈ R ένα ταυτοδύναµο στοιχείο του δακτυλίου R, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο
eRe µε µονάδα 1eRe = e. Να δεχιθεί ότι η απεικόνιση

Φ :
{
I ⊆ R | I : ιδεώδες του R

}
−→

{
J ⊆ eRr | J : ιδεώδες του eRe

}
, Φ(I) = eIe

είναι «επί».
Να δειχθεί ότι η απεικόνιση Φ δεν είναι γενικά «1-1».

΄Ασκηση 1.45. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, και I είναι ένα ιδεώδες του R, δείξτε ότι
το σύνολο √

I =
{
r ∈ R | ∃n ∈ N : rn ∈ I

}
είναι ένα ιδεώδες του R το οποίο καλείται το ϱιζικό του I. Ιδιαίτερα, αν I = 0 είναι το µηδενικό ιδεώδες του
R, τότε το σύνολο

√
0 είναι το ιδεώδες των µηδενοδύναµων στοιχείων του R3.

Επιπλέον να δειχθεί ότι ο δακτύλιος-πηλίκο R/
√
I δεν έχει µη-µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία.

΄Ασκηση 1.46. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, και έστω R[x] ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλη-
τής υπεράνω του R. ΄Εστω p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n ∈ R[x]. Να δειχθεί ότι :

p(x) ∈ U(R[x]) ⇐⇒ a0 ∈ U(R) & ai ∈
√

0

όπου για έναν δακτύλιο S, U(S) συµβολίζει την οµάδα των αντιστρεψίµων στοιχείων του S και
√

0 είναι το
µηδενοριζικό του R, όπως ορίστηκε στην ΄Ασκηση 1.45.

΄Ασκηση 1.47. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, και I, J είναι ιδεώδη του R. Τότε µε τους
συµβολιµούς της ΄Ασκησης 1.45, να δειχθεί ότι :√√

I =
√
I,

√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J,

√
I + J =

√√
I +
√
J

΄Ασκηση 1.48. ΄Εστω I και J δύο ιδεώδη σε έναν δακτύλιο R.

(1) Να δειχθεί ότι I · J ⊆ I ∩ J .
(2) Να δειχθεί ότι κάθε στοιχείο του ιδεώδους (I ∩ J)/I · J του δακτυλίου πηλίκο R/I · J είναι µηδενο-

δύναµο.

3Το ιδεώδες
√
0 καλείται το µηδενοριζικό (nilradical) ιδεώδες του R συµβολίζεται και µε nilrad(R).
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(3) Με ένα (αντι)παράδειγµα να δειχθεί ότι γενικά I ∩ J * I · J .
(4) Αν I + J = R, να δειχθεί ότι I · J = I ∩ J και επιπλέον υπάρχει ισοµορφισµός δακτυλίων

R/(I · J) ∼= R/I ×R/J

΄Ασκηση 1.49. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος µε µονάδα, και έστωMn(R) ο δακτύλιος των n×n πινάκων υπεράνω
του R.

(1) ∆είξτε ότι το σύνολο

Tn(R) =
{
A = (aij) ∈ Mn(R) | aij = 0, ∀ i > j

}
των άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του R είναι ένας υποδακτύλιος του Mn(R).

(2) Βρείτε ένα ιδεώδες I του δακτυλίου Tn(R) το οποίο δεν είναι ιδεώδες του Mn(R).
(3) Βρείτε ένα ιδεώδες J του δακτυλίου Tn(R) έτσι ώστε

Tn(R)/J ∼= R×R× · · · ×R (n παράγοντες)

΄Ασκηση 1.50. Να εξετάσετε αν το υποσύνολο R είναι υποδακτύλιος του C, στις παρακάτω περιπτώσεις :

(1) R =
{
m+ ni ∈ C | n,m ∈ Z

}
.

(2) R =
{
m + n

√
d ∈ C | n,m ∈ Z

}
, όπου d είναι ένας µη-αρνητικός ακέραιος ο οποίος δεν διαιρείται

από τετράγωνο ακεραίου αριθµού.
(3) R =

{
m+ n 3

√
5 ∈ C | n,m ∈ Z

}
.

Σε περίπτωση κατά την οποία ο R είναι υποδακτύλιος του C, να περιγραφεί η οµάδα U(R) των αντιστρεψίµων
στοιχείων του.

΄Ασκηση 1.51. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο υποσύνολο

R =
{ a

2n
∈ Q | a = 0 ή a : περιττός, nZ

}
είναι υποδακτύλιος του Q και ακολολυθως να ϐρεθεί η οµάδα U(R) των αντιστρέψιµων στοιχείων του R.

΄Ασκηση 1.52. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος δεν έχει απαραίτητα µονάδα.

(1) Να δειχθεί ότι η αβελιανή οµάδα

Z×R =
{

(n, r) | n ∈ Z & r ∈ R
}

δηλαδή το ευθύ γινόµενο των προσθετικών οµάδων (Z,+) και (R,+), αποτελεί δακτύλιο µε µονάδα
αν εφοδιασθεί µε την ακόλουθη πράξη πολλαπλασιασµού

(n, r) · (m, s) = (nm, ns+ rm+ rs)

(2) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος χωρίς µονάδα R είναι ισόµορφος, ως δακτύλιος χωρίς µονάδα, µε ένα
ιδεώδες I του δακτυλίου µε µονάδα Z×R, και έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων µε µονάδα:

(Z×R)/I ∼= Z
(3) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος χωρίς µονάδα R εµφυτεύεται στον δακτύλιο µε µονάδα Z × R, δηλαδή

υπάρχει ένας µονοµορφισµός δακτυλίων R−→Z×R.

΄Ασκηση 1.53. Με τους συµβολισµούς της προηγούµενης ΄Ασκησης 1.52, να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) Για κάθε πρώτο αριθµό p, να ϐρεθεί µέγιστο ιδεώδες Mp του δακτυλίου Z×R έτσι ώστε :

(Z×R)/Mp
∼= Zp
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(2) Αν ο δακτύλιος χωρίς µονάδα R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, δηλαδή xy = 0⇒ x = 0 ή y = 0, να
δειχθεί ότι ο R εµφυτεύεται σε έναν δακτύλιο µε µονάδα ο οποίος δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, ως
εξής : το σύνολο

I =
{
z ∈ Z×R | z(0, r) = 0, ∀r ∈ R

}
είναι ένα ιδεώδες του Z × R και ο δακτύλιος πηλίκο (Z × R)/I δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.
Επιπλέον η απεικόνιση f : R−→(Z×R)/I είναι ένα οµοµορφισµός δακτυλίων.

(3) Ποιά είναι η σχέση των δακτυλίων R και Z×R, αν ο δακτύλιος R έχει µονάδα ;

΄Ασκηση 1.54. Αν R είναι ένας δακτύλιος, όχι απαραίτητα µε µονάδα, ο οποίος έχει ακριβώς δύο δεξιά (ή
αριστερά) ιδεώδη. Να δειχθεί ότι : είτε ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης είτε ο R έχει πεπερασµένο πλήθος
στοιχείων (ίσο µε έναν πρώτο αριθµό p) και τετριµµένο πολλαπλασιασµό : xy = 0, ∀x, y ∈ R.

΄Ασκηση 1.55. ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός µεταξύ µεταθετικών δακτυλίων µε µονάδα.

(1) Να δειχθεί ότι για κάθε πρώτο ιδεώδες P του S, το ιδεώδες f−1(P ) είναι πρώτο ιδεώδες του R.
(2) Να δειχθεί ότι γενικά δεν είναι αληθές ότι για κάθε µέγιστο ιδεώδεςM του S, το ιδεώδες f−1(M) είναι

µέγιστο ιδεώδες του R.
(3) Να δειχθεί ότι αν ο οµοµορφισµός δακτυλίων f είναι επιµορφισµός, τότε για κάθε µέγιστο ιδεώδες M

του S, το ιδεώδες f−1(M) είναι µέγιστο ιδεώδες του R.

΄Ασκηση 1.56. ΄Εστω K ένας δακτύλιος. Θεωρούµε τον δακτύλιο M2(K), και τον υποδακτύλιο AT2(K) των
2 × 2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του K. ΄Εστω ι : AT2(K)−→M2(K) η κανονική εισαγωγή η οποία
είναι µονοµορφισµός δακτυλίων.

(1) Να δειχθεί ότι το µηδενικό ιδεώδες {0} του M2(K) είναι πρώτο ιδεώδες.
(2) Το ιδεώδες {0} = ι−1({0}) δεν είναι πρώτο ιδεώδες του AT2(K).

Εποµένως το µέρος (1) της ΄Ασκησης 1.55 δεν ισχύει για µη-µεταθετικούς δακτυλίους.

΄Ασκηση 1.57. ΄ΕστωR ένας µεταθετικός δακτύλιος. Να δειχθεί ότι οι δακτύλιοιR καιMn(R) είναι ισόµορφοι
αν και µόνον αν n = 1.

Ισχύει το συµπέρασµα αν ο δακτύλιος R δεν είναι µεταθετικός ;

΄Ασκηση 1.58. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα και M ένα µέγιστο δεξιό ιδεώδες του R. Αν x ∈ R \M ,
να δειχθεί ότι το σύνολο

x−1M :=
{
r ∈ R | xr ∈M

}
είναι ένα µέγιστο δεξιό ιδέωδες του R. Τι συµβαίνει αν ο δακτύλιος είναι µεταθετικός ή γενικότερα αν το
ιδεώδες M είναι µέγιστο διπλό ιδεώδες ;

΄Ασκηση 1.59. ΄Εστω Z[i] ο δακτύλιος των ακεραίων του Gauss και p ένας πρώτος αριθµός. Στον Zp-
διανυσµατικό χώρο Z2

p = Zp × Zp ορίζουµε πλλαπλασιασµό ως εξής :

(x, y) · (z, w) = (xz − yw, xw + yz)

(1) Να δειχθεί ότι η τριάδα (Z2
p,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα 1 = ([1]p, [0]p) ο οποίος

συµβολίζεται ως εξής : Zp(i). Εδώ i := ([0]p, [1]p) και τότε ισχύει i2 = −1.
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(2) Να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί δακτυλίων

Z[i]/(p) ∼= Zp(i) ∼= Zp[x]/(x2 + 1)

όπου (p) είναι το κύριο ιδεώδες του Z[i] το οποίο παράγεται από το p ∈ Z[i] και (x2 + 1) το κύριο
ιδεώδες του Zp[x] το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο x2 + 1.

(3) Να συµπεράνετε ότι το ιδεώδες (p) είναι µέγιστο ιδεώδες του Z[i] αν και µόνον αν το πολυώνυµο x2 +1
είναι ανάγωγο υπεράνω του Zp αν και µόνον αν ο δακτύλιος Zp(i) είναι σώµα.

Να εξετάσετε αν τα κύρια ιδεώδη (2) και (5) του Z[i] είναι µέγιστα.

΄Ασκηση 1.60. (1) ΄Εστω C(X) ο δακτύλιος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων f : X −→R, επί
ενός τοπολογικού χώρου X, π.χ. X = [0, 1]. Να δειχθεί ότι η τοµή όλων των µέγιστων ιδεωδών του
C(X) είναι το µηδενικό ιδεώδες.

(2) Να δειχθεί ότι η τοµή όλων των µέγιστων ιδεωδών του Z είναι το µηδενικό ιδεώδες.

΄Ασκηση 1.61. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και

Q(p) =
{ n
m
∈ Q | p - m

}
∆είξτε ότι το σύνολο Q(p) είναι ένας υποδακτύλιος του Q, και τα ιδεώδη του είναι τα ακόλουθα

{0}, (pk) =
{
pkx ∈ Q(p) | x ∈ Q(p)}, ∀k ≥ 1

και µόνον αυτά.
Επίσης να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Q(p) έχει ακριβώς ένα µέγιστο ιδεώδες το οποίο και να προσδιορισθεί.

΄Ασκηση 1.62. Θεωρούµε τον δακτύλιο

Z[i] =
{
a+ bi ∈ C | a, b ∈ Z

}
των ακεραίων του Gauss. Θεωρούµε το κύριο ιδεώδες (1 + 3i) το οποίο παράγεται από το στοιχείο 1 + 3i. Να
προσδιορισθεί ο δακτύλιος πηλίκο Z[i]/(1 + 3i).

΄Ασκηση 1.63. ΄Εστω M2(Z) ο δακτύλιος των 2 × 2 πινάκων υπεράνω του Z, p ένας πρώτος αριθµός, και
ϑεωρούµε το υποσύνολό του :

M =

{(
a b
c d

)
∈ M2(Z) | a, b, c, d ∈ pZ

}
Να δειχθεί ότι το M είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του M2(Z), αλλά ο δακτύλιος πηλίκο M2(Z)/M δεν είναι
σώµα.

΄Ασκηση 1.64. Θεωρούµε τον δακτύλιο

Z[i] =
{
a+ bi ∈ C | a, b ∈ Z

}
των ακεραίων του Gauss.

(1) Να δειχθεί ότι τα κύρια ιδεώδη (3) και (1 + i) είναι πρώτα και µέγιστα ιδώδη του Z[i].
(2) Να δειχθεί ότι το κύριο ιδεώδες (2) δεν είναι πρώτο ούτε µέγιστο ιδώδες του Z[i].
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΄Ασκηση 1.65. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. ∆είξτε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο
σε κάθε µια από τις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Boole, δηλαδή κάθε στοιχείο του R είναι ταυτοδύναµο.
(2) Ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων ή γενικότερα αν ο R έχει πεπερασµένο πλήθος

ιδεωδών.
(3) Ο δακτύλιος R είναι µια περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Βρείτε άλλες κλάσεις δακτυλίωνR για τους οποίους κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µέγιστο (δείτε και την παρακάτω
΄Ασκηση 1.66).

΄Ασκηση 1.66. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη:

∀x ∈ R, ∃n(x) > 1 : xn(x) = x

Χρησιµοποιώντας ένα Θεώρηµα του Jacobson το οποίο πιστοποιεί ότι κάθε τέτοιος δακτύλιος είναι µεταθετικός,
να δειχθεί ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι µέγιστο.

΄Ασκηση 1.67. Θεωρούµε τον µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα

C([0, 1]) =
{
f : [0, 1]−→R | f : συνεχής

}
Για κάθε υποσύνολο X ⊆ [0, 1], ορίζουµε

ZX =
{
f ∈ C([0, 1]) | f(x) = 0, ∀x ∈ X

}
(1) ∆είξτε ότι για κάθε X ⊆ [0, 1], το υποσύνολο ZX είναι ιδεώδες του C([0, 1]).
(2) ∆είξτε ότι αν το υποσύνολο X είναι µονοσύνολο, τότε το ZX είναι µέγιστο ιδεώδες του C([0, 1]).
(3) ΄Εστω X1 = [0, 1

2 ] και X2 = [1
2 , 1], και έστω τα ιδεώδη I1 = ZX1 και I2 = ZX2 . Να δειχθεί ότι :

I1I2 = 0 = I1 ∩ I2

΄Ασκηση 1.68. Βρείτε όλα τα ιδεώδη του δακτυλίου T2(K) των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω ενός
σώµατος K. Ποιά από αυτά είναι µέγιστα και ποιά πρώτα ιδεώδη του T2(K);

΄Ασκηση 1.69. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι αν το σύνολο

I =
{
r ∈ R | r ∈ R \ U(R)

}
των µη-αντιστρεψίµων στοιχείων του είναι ιδεώδες του R, τότε ο πηλίκο R/I είναι δακτύλιος διαίρεσης. Σ΄
αυτή την περίπτωση δείξτε ότι για κάθε στοιχείο r ∈ R: είτε r ∈ U(R) ή 1− r ∈ U(R).

∆είξτε ότι το σύνολο R \ U(R) είναι ιδεώδες, το οποίο να προσδιορισθεί, στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) R = K[[x]] είναι ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω ενός σώµατος K.
(2) R = Z/p2Z, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός.
(3) R = Z/pnZ, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός, n ≥ 3.
(4) R = K[x]/(x2) όπου K είναι ένα σώµα.

Είναι το σύνολο R \ U(R) ιδεώδες, όταν R = K[x]/(xn), n ≥ 3;

΄Ασκηση 1.70. ΄Εστω K ένα σώµα. Στον διανυσµατικό χώρο K2 ορίζουµε πράξη πολλαπλασιασµού ως εξής :

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1y1 − x2y2, x1y2 + x2y1)

(1) Να δειχθεί ότι µε την παραπάνω πράξη πολλαπλασιασµού η αβελιανή οµάδα K2 είναι δακτύλιος.
(2) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος K2 είναι σώµα αν και µόνον αν δεν υπάρχει στοιχείο x ∈ K: x2 = −1.
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(3) Υποθέτοντας ότι υπάρχει στοιχείο x ∈ K: x2 = −1, και επιπλέον ότι η χαρακτηριστική του K είναι 2,
να δειχθεί ότι ο δακτύλιος K2 είναι ισόµορφος µε το ευθύ γινόµενο K×K.

΄Ασκηση 1.71. Στον Z3-διανυσµατικό χώρο Z2
3 = Z3 × Z3 ορίζουµε πράξη πολλαπλασιασµού ως εξής :

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

Να δειχθεί ότι η τριάδα (Z2
3,+, ·) είναι ένα σώµα µε 9 στοιχεία.

΄Ασκηση 1.72. (1) Να περιγράψετε όλες τις C-άλγεβρες4 οι οποίες ως C-διανυσµατικοί χώροι έχουν
διάσταση 2.

(2) Είναι η R-άλγεβρα των τετρανίων του Hamilton µια C-άλγεβρα ;
(3) Να περιγράψετε όλες τις R-άλγεβρες οι οποίες ως R-διανυσµατικοί χώροι έχουν διάσταση 2.

΄Ασκηση 1.73. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι, για ένα στοιχείο a ∈ R, τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

(1) a ∈ U(R).
(2) a /∈M , για κάθε µέγιστο (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες M του R.

΄Ασκηση 1.74. ΄Εστω R, S, και T δακτύλιοι µε µονάδα. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν οµοµορφισµοί δακτυλίων
ϕR : T −→R και ϕS : T −→S, οι οποίοι ικανοποιούν την ακόλουθη ιδιότητα :

(∗) «Αν P είναι ένας δακτύλιος και ψR : P −→R και ψS : P −→S, είναι οµοµορφισµοί δακτυλίων, τότε
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων ψ : P −→T έτσι ώστε : ϕR ◦ ψ = ψR και ϕR ◦ ψ = ψR».

Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός δακτυλίων ϕ : T −→R × S έτσι ώστε : πR ◦ ϕ = ϕR και
πR ◦ ϕ = ϕR. όπου πR : R× S−→R και πS : R× S−→S είναι οι κανονικές προβολές.

΄Ασκηση 1.75. ΄Εστω {Ri}i∈I µια οικογένεια δακτυλίων µε µονάδα, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµε-
νο ∏

i∈I
Ri =

{
(ri)i∈I | ri ∈ Ri, ∀i ∈ I

}
ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε επιµορφισµούς δακτυλίων, ∀j ∈ I:

πj :
∏
i∈I

Ri−→Rj , πj((ri)i∈I) = rj

(1) Ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο
∏
i∈I Ri µαζί µε την οικογένεια οµοµορφισµών {πi :

∏
i∈I Ri−→Ri}i∈I

ικανοποιεί την ακόλουθη «καθολική ιδιότητα»:
(∗) Αν T είναι ένας δακτύλιος και φi : T −→Ri, i ∈ I , είναι µια οικογένεια οµοµορφισµών δακτυλίων,

τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων φ : T −→
∏
i∈I Ri έτσι ώστε: πi ◦ φ = φi, ∀i ∈ I.

4Υπενθυµίζουµε ότι ένας δακτύλιος R = (R,+, ·) καλείται K-άλγεβρα, όπου K είναι ένα σώµα, αν υπάρχει απεικόνιση

? : K×R−→R, (k, r) 7−→ k ? r

έτσι ώστε η τριάδα (R,+, ?) είναι K-διανυσµατικός χώρος και επιπλέον :

∀k ∈ K, ∀r, s ∈ R : k ? (r · s) = (k ? r) · s = r · (k ? s)
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(2) ΄Εστω S ένας δακτύλιος ο οποίος είναι εφοδιασµένος µε µια οικογένεια οµοµορφισµών δακτυλίων
{φi : S−→Ri}i∈I , έτσι ώστε για κάθε άλλον δακτύλιο T και οικογένεια οµοµορφισµών δακτυλίων
{ψi : T −→Ri}i∈I , υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων ψ : T −→S έτσι ώστε : φi ◦ ψ = ψi,
∀i ∈ I, δηλαδή ο T ικανοποιεί την ίδια «καθολική» ιδιότητα την οποία ικανοποιεί ο δακτύλιος ευθύ
γινόµενο

∏
i∈I Ri. Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός δακτυλίων φ : S−→

∏
i∈I Ri, έτσι

ώστε : πi ◦ φ = φi, ∀i ∈ I.

΄Ασκηση 1.76. ΄Εστω το σώµα Zp, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός. ΄Εχοντας ως µοντέλο την κατασκευή
του δακτυλίου των τετρανίων του Hamilton, να ορίσετε πολλαπλασιασµό «·» στον Zp-διανυσµατικό χώρο

Z4
p =

{
(a0, a1, a2, a3) | ai ∈ Zp, 0 ≤ i ≤ 3

}
έτσι ώστε, αν :

1 = ([1]p, [0]p, [0]p, [0]p), i = ([0]p, [1]p, [0]p, [0]p), j = ([0]p, [0]p, [1]p, [0]p), k = ([0]p, [0]p, [0]p, [1]p),

είναι η συνήθης ϐάση του Z4
p υπεράνω του Zp, να ισχύει :

i2 = j2 = k2 = ijk = −1, ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j
και η τριάδα H(Zp) = (Z4

p,+, ·) να είναι δακτύλιος µε µονάδα.

(1) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος H(Zp) είναι ένας απλός δακτύλιος µε πλήθος στοιχείων p4.
(2) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος H(Zp) δεν είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 1.77. Αν H είναι ο δακτύλιος διαίρεσης των τετρανίων του Hamilton, να δειχθεί ότι το σύνολο
Q =

{
± 1, ±i, ±j, ±k

}
είναι µια µη-αβελιανή υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδα H∗ = U(H), η

οποία έχει την ιδιότητα ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της είναι αβελιανή και κανονική.

΄Ασκηση 1.78. ΄Εστω H := H(R) =
{
a+ bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ R

}
ο δακτύλιος διαίρεσης των τετρανίων

του Hamilton, όπου i2 = j2 = k2 = −1. Θεωρούµε τα υποσύνολα

H(Q) =
{
a+ bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ Q

}
και H(Z) =

{
a+ bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ Z

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο H(Q) είναι µια άλγεβρα διαίρεσης διάστασης 4 υπεράνω του Q.
(2) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο H(Z) είναι ένας υποδακτύλιος του H(Q) ο οποίος δεν είναι δακτύλιος

διαίρεσης.
(3) Να δειχθεί ότι η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων U(H(Z)) του υποδακτύλιου H(Z) είναι η οµάδα

των τετρανίων του Hamilton:

U(H(Z)) =
{
± 1, ±i, ±j, ±k

}
΄Ασκηση 1.79. Με τους συµβολισµούς της ΄Ασκησης 1.76, ϑεωρούµε το υποσύνολο

R =

{
a+ bi + cj + dk

2
∈ H(Q) | a, b, c, d ∈ Z είναι όλοι άρτιοι ή είναι όλοι περιττοί

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο R είναι υποδακτύλιος του H(Q).
(2) Να δειχθεί ότι η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων U(R) είναι η ακόλουθη οµάδα τάξης 24:

U(R) =

{
±1, ±i, ±j, ±k, (±1± i± j± k)

2

}
(3) Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο U(R)/

{
± 1
}

είναι ισόµορφη µε την εναλλάσσουσα οµάδα A4.
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΄Ασκηση 1.80. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα.

(1) Να δειχθεί ότι :

οR δεν έχει διαιρέτες του µηδενός ⇐⇒ οR είναι πρώτος και δεν έχει µη-µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία

(2) Αν P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R και ο δακτύλιος πηλίκο R/P δεν έχει µηδενοδύναµα στοιχεία,
να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R/P δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.

΄Ασκηση 1.81. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

(1) ΄Ολα τα γνησια ιδεώδη του R είναι πρώτα.
(2) (αʹ) Το σύνολο όλων των ιδεωδών του R είναι ολικά διατεταγµένο, όταν εφοδιασθεί µε την σχέση

έγκλεισης, δηλαδή, αν I και J είναι ιδεώδη του R, τότε : είτε I ⊆ J ή J ⊆ I.
(ϐʹ) ΄Ολα τα ιδεώδη I του R είναι ταυτοδύναµα, δηλαδή: I2 = I.

Αν ο δακτύλιος είναι µεταθετικός, να δειχθεί ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναµες µε την συνθήκη

(3) Ο δακτύλιος R είναι σώµα.

΄Ασκηση 1.82. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος και I, J δύο ιδεώδη τουR. Να δειχθεί ότι ο κανονικός οµοµορφισµός
δακτυλίων

f : R−→R/I ×R/J, f(r) = (r + I, r + J)

είναι επιµορφισµός αν και µόνον αν I + J = R, δηλαδή αν τα I, J είναι συµµέγιστα5. Αν τα I, J είναι
συµµέγιστα, να δειχθεί ότι ο f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R/I ∩ J
∼=−→ R/I ×R/J

(1) Να γενικεύσετε το παραπάνω αποτέλεσµα για µια πεπερασµένη οικογένεια ιδεωδών {Ik}nk=1, δείχνο-
ντας ότι η απεικόνιση

f : R−→R/I1 ×R/I2 × · · · ×R/In, f(r) = (r + I1, r + I2, · · · , r + In)

επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R
/ n⋂
k=1

Ik
∼=−→ R/I1 ×R/I2 × · · · ×R/Ik

αν και µόνον αν τα ιδεώδη της οικογένεας {Ik}nk=1 είναι ανά δύο συµµέγιστα.
Ο ισχυρισµός του (1) είναι γνωστός στην Θεωρία ∆ακτυλίων ως το Κινεζικο Θεωρηµα Υπολοιπων.

(2) Μπορεί να γενικευτεί το (1) για άπειρο πλήθος ιδεωδών ;

΄Ασκηση 1.83. Θεωρούµε το σύνολο

R =
{a
b
∈ Q | a, b ∈ Z, b 6= 0 & 2 - b

}
(1) Να δειχθεί ότι ο R είναι ένας υποδακτύλιος του Q.
(2) Να προσδιορισθεί η οµάδα U(R) των αντιστρεψίµων στοιχείων του R.
(3) Να δειχθεί ότι το σύνολο R \ U(R) είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του R.

΄Ασκηση 1.84. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη I του δακτυλίου πινάκωνM2(Z) και ασκολούθως να περιγραφούν
οι αντίστοιχοι δακτύλιοι πηλίκα M2(Z)/I. Ποιά από τα ιδεώδη I του M2(Z) είναι µέγιστα ;

5∆ύο ιδεώδη I, J ενός δακτυλίου R καλούνται συµµέγιστα αν I + J = R.
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΄Ασκηση 1.85. ΄Εστω R και S δύο δακτύλιοι διαίρεσης, και υποθέτουµε ότι οι δακτύλιοι πινάκων Mn(R) και
Mm(S), όπου n,m ∈ N, είναι ισόµορφοι. Να δειχθεί ότι n = m και οι δακτύλιοι R και S είναι ισόµορφοι.

΄Ασκηση 1.86. Να δειχθεί ότι το πλήθος των στοιχείων ενός πεπερασµένου δακτυλίου διαίρεσης είναι δύναµη
ενός πρώτου αριθµού.

΄Ασκηση 1.87. ΄Εστω R ένας δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του µηδενός. Να δειχθεί ότι ο R είναι δακτύλιος
διαίρεσης αν και µόνον αν κάθε ϕθίνουσα ακολουθία I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · αριστερών (ή δεξιών) κύριων
ιδεωδών του R «σταµατά» µε την έννοια ότι υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε : Ik = Ik+1 = · · · , ∀k ≥ n.

΄Ασκηση 1.88. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του Q:

R =
{a
b
∈ Q | (6, b) = 1

}
Να δειχθεί ότι το υποσύνολο R είναι ένας υποδακτύλιος του Q µε ακριβώς 2 µέγιστα ιδεώδη I και J , και ακο-
λούθως να δειχθεί ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/I ∩ J είναι ισόµορφος µε ένα ευθύ γινόµενο απλών δακτυλίων.

΄Ασκηση 1.89. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο 3× 3 πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K:

R =


a b c

0 a 0
0 0 a

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K


Να δειχθεί ότι ο R είναι ένας µεταθετικός συνεκτικός6 δακτύλιος.

΄Ασκηση 1.90. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και I ένα ιδεώδες του R. Να δειχθεί ότι το σύνολο

I0 =
{
a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n ∈ R[t] | a0 ∈ I

}
είναι ένα ιδεώδες του R[t]. Επιπλέον να δειχθεί ότι το ιδεώδες I0 του R[t] είναι πρώτο, αντίστοιχα µέγιστο, αν
και µόνον αν το ιδεώδες I του R είναι πρώτο, αντίστοιχα µέγιστο.

΄Ασκηση 1.91. Να εξετασθεί αν ο δακτύλιος R περιέχει ελάχιστα (δεξιά ή αριστερά) ιδεώδη στις παρακάτω
περιπτώσεις :

(1)

R = Z, R = K[t] (K : σώµα), R = Zn, R = K[t]/I (K : σώµα, I : ιδεώδες του K[t])

(2)
R = ο δακτύλιος της ΄Ασκησης 1.89

(3)

R = Tn(K) (K : σώµα, Tn(K) : δακτύλιος των n× n άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του K)

(4)

R =


a d e

0 b 0
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c, d, e ∈ K


6Υπενθυµίζουµε ότι ένας δακτύλιος R καλείται συνεκτικός αν τα µόνα κεντρικά ταυτοδύναµα στοιχεία του είναι τα τετριµµένα:

0 και 1.
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(5)

R =


a 0 e

0 b d
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c, d, e ∈ K


΄Ασκηση 1.92. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος, π.χ. X = [0, 1], και έστω ο δακτύλιος C(X,R) των
συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί του X. Να δειχθεί ότι ο τοπολογικός χώρος X είναι συνεκτικός αν
και µόνον αν ο δακτύλιος C(X,R) είναι συνεκτικός.

΄Ασκηση 1.93. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Θεωρούµε το σύνολο

Spec(R) =
{
P ⊆ R | P : είναι πρώτο ιδεώδες του R

}
Να δειχθεί ότι το σύνολο Spec(R) είναι ένας τοπολογικός χώρος όταν εφοδιασθεί µε την τοπολογία7 της οποίας
τα κλαιστά υποσύνολα είναι της µορφής{

V (I) ⊆ Spec(R) | I : είναι ιδεώδες του R
}
, όπου V (I) =

{
P ∈ Spec(R) | I ⊆ P

}
΄Ασκηση 1.94. ΄Εστω R ένας µεταθετικος δακτύλιος. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο δακτύλιος R είναι συνεκτικός.
(2) Ο τοπολογικός χώρος Spec(R), εφοδιασµένος µε την τοπολογία του Zariski, είναι συνεκτικός.

΄Ασκηση 1.95. Θεωρούµε τον δακτύλιο EndK(E) των γραµµικών απεικονίσεων επί του K-διανυσµατικού
χώρου E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) dimKE <∞.
(2) Ο δακτύλιος EndK(E) είναι απλός.

Υπόδειξη: Αν dimKE <∞, χρησιµοποιείστε ότι οR είναι ισόµορφος µε κατάλληλο δακτύλιο πινάκων υπεράνω
του K. Αν dimKE =∞, δείξτε ότι το ακόλουθο σύνολο

I =
{
f ∈ EndK(E) | r(f) <∞

}
είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του EndK(E), όπου r(f) = dimK Im(f) είναι η ϐαθµίδα της f .

΄Ασκηση 1.96. Θεωρούµε τον δακτύλιο EndK(E) των γραµµικών απεικονίσεων επί του K-διανυσµατικού
χώρου E.

(1) Αν το στοιχείο f ∈ EndK(E) είναι ταυτοδύναµο, τότε να δειχθεί ότι :

E = V⊕W όπου V = Ker(f) = Im(IdE−f) & W = Ker(IdE−f) = Im(f) (ευθύ άθροισµα υπόχωρων)

(2) Αντίστροφα αν υπάρχουν υπόχωροι V και W του E έτσι ώστε : E = V⊕W, τότε να δειχθεί ότι υπάρχει
ένα ταυτοδύναµο στοιχείο f του EndK(E) έτσι ώστε :

V = Ker(f) = Im(IdE − f) & W = Ker(IdE − f) = Im(f)

(3) Αν dimKE < ∞, να δειχθεί ότι για κάθε 0 6= f ∈ EndK(E), υπάρχει στοιχείο g ∈ EndK(E) έτσι ώστε
το στοιχείο g ◦ f να είναι ταυτοδύναµο.

(4) Είναι ο δακτύλιος EndK(E) συνεκτικός ;

7Η τοπολογία αυτή καλείται τοπολογία του Zariski.
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Η επόµενη ΄Ασκηση περιγράφει την δοµή των δεξιών ή αριστερών ιδεωδών του δακτυλίου EndK(E), όπου
E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K.

΄Ασκηση 1.97. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K,
και έστω R = EndK(E) ο δακτύλιος των γραµµικών απεικονίσεων επί του E.

(1) Για κάθε υπόχωρο V του E, το σύνολο

Ψ(V) =
{
f ∈ R | V ⊆ Ker(f)

}
είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R.

(2) Για κάθε αριστερό ιδεώδες I του R, το σύνολο

Φ(I) =
{
~x ∈ E | f(~x) = ~0, ∀f ∈ I

}
είναι ένας υπόχωρος του E.

(3) Η απεικόνιση

Φ :
{
αριστερά ιδεώδη του R

}
−→

{
υπόχωροι του E

}
, I 7−→ Φ(I)

είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη την απεικόνιση V 7−→ Ψ(V).

΄Ασκηση 1.98. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K,
και έστω R = EndK(E) ο δακτύλιος των γραµµικών απεικονίσεων επί του E.

(1) Για κάθε υπόχωρο V του E, το σύνολο

Σ(V) =
{
f ∈ R | Im(f) ⊆ V

}
είναι ένα δεξιό ιδεώδες του R.

(2) Για κάθε δεξιό ιδεώδες I του R, το σύνολο

Ω(I) =
{
f(~x) ∈ E | f ∈ I & ~x ∈ E

}
είναι ένας υπόχωρος του E.

(3) Η απεικόνιση

Σ :
{
δεξιά ιδεώδη του R

}
−→

{
υπόχωροι του E

}
, I 7−→ Σ(I)

είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη την απεικόνιση V 7−→ Ω(V).

Η επόµενη ΄Ασκηση συνδυάζει τις Ασκήσεις 1.97 και 1.98:

΄Ασκηση 1.99. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K,
και έστω R = EndK(E) ο δακτύλιος των γραµµικών απεικονίσεων επί του E.

Να δειχθεί ότι υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των αριστερών ιδεωδών του R και των δεξιών
ιδεωδών του R, η οποία και να περιγραφεί αναλυτικά.

΄Ενα ταυτοδύναµο στοιχείο e ∈ R ενός δακτυλίου R καλείται πρωταρχικό αν e 6= 0 και το e δεν µπορεί
να γραφεί ως άθροισµα δύο ορθογώνιων µη-µηδενικών ταυτοδύναµων στοιχείων.

΄Ασκηση 1.100. ΄Εστω 0 6= e ∈ R ένα µη-µηδενικό ταυτοδύναµο στοιχείο ενός δακτυλίου R. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το ταυτοδύναµο στοιχείο e είναι πρωταρχικό.
(2) Τα µόνα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτύλιου eRe είναι τα τετριµµένα: 0 και 1eRe = e.
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Ιδιαίτερα αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, οπότε και ο δακτύλιος eRe είναι µαταθετικός, τότε το ταυτο-
δύναµο στοιχείο e είναι πρωταρχικό αν και µόνον αν ο δακτύλιος eRe είναι συνεκτικός.

΄Ασκηση 1.101. ΄Εστω R ένας δακτύλιος ο οποίος είναι κανονικός µε την έννοια του von Neumann. Να
δειχθεί ότι αν e είναι ένα πρωταρχικό ταυτοδύναµο στοιχείο του R, τότε ο δακτύλιος eRe είναι δακτύλιος
διαίρεσης. Ισχύει το αντίστροφο ;

΄Ασκηση 1.102. ΄Εστω e2 = e ∈ R ένα ταυτοσύναµο στοιχείο του δακτυλίου R.

(1) Αν f είναι ένα ταυτοδύναµο στοιχείο του R και ισχύει Rf ⊆ Re, τότε υπάρχει ένα ταυτοδύναµο
στοιχείο g του R έτσι ώστε : Rf = Rg και τα στοιχεία g και e− g είναι ορθογώνια.

(2) Το ταυτοδύναµο στοιχείο e είναι πρωταρχικό αν και µόνον αν για κάθε ταυτοδύναµο στοιχείο f του R,
αν Rf ⊆ Re τότε f = 0.

Αν e2 = e ∈ R είναι ένα ταυτοδύναµο στοιχείο ενός δακτυλίου R, τότε έχουµε δεί τις εξής αποσυνθέσεις
του δακτυλίου R:

(1)
R = eR ⊕ (1− e)R (αποσύνθεση δεξιών ιδεωδών)

(2)
R = Re ⊕ R(1− e) (αποσύνθεση αριστερών ιδεωδών)

(3) Αν το ταυτοδύναµο στοιχείο e είναι κεντρικό (δηλαδή e ∈ Z(R)), τότε :

R = eR ⊕ (1− e)R = Re ⊕ R(1− e) (αποσύνθεση ιδεωδών - ευθύ γινόµενο δακτυλίων)

Η επόµενη άσκηση περιγράφει µια ακόµα αποσύνθεση του R αυτή τη ϕορά ϑεωρώντας µόνο αβελιανές
οµάδες.

΄Ασκηση 1.103. ΄Εστω e2 = e ∈ R ένα ταυτοδύναµο στοιχείο ενός δακτυλίου R. Να δειχθεί ότι έχουµε µια
αποσύνθεση (προσθετικών) αβελιανών οµάδων:

R = eRe ⊕ eR(1− e) ⊕ (1− e)Re ⊕ (1− e)R(1− e) (αποσύνθεση Pierce)

όπου eRe και (1− e)R(1− e) είναι δακτύλιοι µε µονάδα e και 1− e αντίστοιχα8.
Ιδιαίτερα : αν e ∈ Z(R), τότε 1 − e ∈ Z(R) και η αποσύνθεση Pierce είναι η αποσύνθεση ιδεωδών του

R = eR ⊕ (1− e)R = Re ⊕ R(1− e).

Γενικότερα αν
{
ek
}
k∈K είναι ένα σύνολο ανά δύο ορθογώνιων ταυτοδύναµων στοιχείων του R, και αν

ισχύει ότι 1R =
∑

k∈K ek τότε :

R =
⊕
k,l∈K

ekRel

8΄Οπως ϑα δούµε αργότερα η αβελιανή οµάδα eR(1− e) είναι ένα (eRe, (1− e)R(1− e))-«διπρότυπο», και η αβελιανή οµάδα
(1− e)Re είναι ένα ((1− e)R(1− e), eRe)-«διπρότυπο», και ο δακτύλιος R µπορεί να παρασταθεί µέσω της αποσύνθεσης Pierce
ως ο γενικευµένος δακτύλιος πινάκων:

R =

(
eRe eR(1− e)

(1− e)Re (1− e)R)1− e)

)
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΄Ασκηση 1.104. Θεωρούµε την διάσπαση της µονάδας
{
Eii
}n
i=1

του δακτυλίου πινάκων Mn(R) υπεράνω
του δακτυλίου R. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί δακτυλίων

R ∼= E11Mn(R)E11 & Mn−1(R) ∼= (In − E11)Mn(R)(In − E11)

Να περιγραφούν οι αβελιανές οµάδες E11Mn(R)(In−E11) και (In−E11)Mn(R)E11 στην αποσύνθεση Pierce
του δακτυλίου Mn(R).

΄Ασκηση 1.105. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα µηδενοδύναµο ιδεώδες του R. Να δειχθεί ότι για κάθε
πρώτο ιδεώδες P του R ισχύει ότι I ⊆ P , και εποµένως :

I ⊆
⋂

P : πρώτο ιδεώδες τουR

P

Ιδιαίτερα, αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, να δειχθεί ότι :⋂
P : πρώτο ιδεώδες τουR

P = Nil(R) :=
{
x ∈ R | ∃n ∈ N : xn = 0

}

Η επόµενη ΄Ασκηση περιγράφει την δοµή των δακτυλίων του Boole µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων.

΄Ασκηση 1.106. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα.

(1) Αν ο R είναι δακτύλιος του Boole, τότε να δειχθεί ότι κάθε υποδακτύλιος S του R και κάθε δακτύλιος
πηλίκο R/I, όπου I είναι ένα ιδεώδες του R, είναι επίσης δακτύλιος του Boole.

(2) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο (άπειρα αντίγραφα του σώµατος Z2)

Z2 × Z2 × · · ·

είναι δακτύλιος του Boole.
(3) Αν ο δακτύλιοςR είναι δακτύλιος του Boole και έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων, τότε, αντίστροφα,

υπάρχει n ≥ 1 και ένας ισοµορφισµός :

R ∼= Z2 × Z2 × · · · × Z2 (n-παράγοντες)

Ιδιαίτερα από την παραπάνω ΄Ασκηση προκύπτει ότι κάθε πεπερασµένος δακτύλιος του Boole έχει πλήθος
στοιχείων ίσο µε 2n για κάποιο n ≥ 1. Παράδειγµα δακτυλίου Boole µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 2n, για
κάποιο n ≥ 1, αποτελεί ο δακτύλιος (P(X),+, ·), όπου X είναι ένα πεπερασµένο σύνολο µε n το πλήθος
στοιχεία, P(X) είναι το σύνολο των υποσυνόλων του X, + είναι η συµµετρική διαφορά υποσυνόλων, και ·
είναι η τοµή υποσυνόλων. Αυτή η σύµπτωση δεν είναι τυχαία.

Η επόµενη (απαιτητική) ΄Ασκηση περιγράφει µια ειδική περίπτωση του σηµαντικού Θεωρήµατιος Ανα-
παράστασης του Stone, το οποίο πιστοποιεί ότι κάθε δακτύλιος του Boole είναι ισόµορφος µε έναν υπο-
δακτύλιο του δακτυλίου P(X) για κατάλληλο σύνολο X. Ειδικότερα είναι ισόµορφος µε την άλγεβρα9

των ανοιχτών και κλειστών υποσυνόλων του χώρου Stone ο οποίος αντιστοιχεί στον R. Ο χώρος Stone
του δακτυλίου Boole R είναι ένας τοπολογικός χώρος τα σηµεία του οποίου είναι οι οµοµορφισµοί δα-
κτυλίων R−→Z2, και µια ϐάση κλειστών υποσυνόλων για την τοπολογία του αποτελούν τα υποσύνολα
{f ∈ Hom(R,Z2 | f(r) = [0]2, r ∈ R ∈ R}.

9Μια άλγεβρα υποσυνόλων ενός συνόλου X είναι µια συλλογή υποσυνόλων του X η οποία είναι κλειστή στις τοµές, ενώσεις
και συµπληρώµατα υποσυνόλων του X.
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΄Ασκηση 1.107. ΄Εστω R ένας πεπερασµένος δακτύλιος του Boole. Τότε υπάρχει ένα σύνολο X και ένας
ισοµορφισµός δακτυλίων

R ∼= P(X)

Ως σύνολο X µπορούµε να ϑεωρήσουµε το σύνολο Hom(R,Z2) των οµοµορφισµών δακτυλίων f : R−→Z2.

΄Ενα ιδεώδες I ενός δακτυλίου R ανυψώνει ταυτοδύναµα στοιχεία αν για κάθε ταυτοδύναµο στοιχείο
e + I του δακτυλίου πηλίκο R/I, υπάρχει ταυτοδύναµο στοιχείο f του R, έτσι ώστε : f + I = e + I. Το
ιδεώδες I του R ανυψώνει διασπάσεις της µονάδας αν για κάθε διάσπαση της µονάδας {ei + I}ni=1
του δακτυλίου πηλίκο R/I, υπάρχει µια διάσπαση της µονάδας {fi}ni=1 του R έτσι ώστε : fi + I = ei + I,
∀i = 1, 2, · · · , n.

Η ακόλουθη ΄Ασκηση πιστοποιεί ότι αν το ιδεώδες I είναι αµελητέο µε την έννοια ότι κάθε στοιχείο του
I είναι µηδενοδύναµο, δηλαδή: ∀x ∈ I, ∃n = n(x) ∈ N: xn = 0, τότε το ιδεώδες I ανυψώνει ταυτοδύναµα
στοιχεία και διασπάσεις της µονάδας.

΄Ασκηση 1.108. ΄Εστω I ένα αµελητέο ιδεώδες του δακτυλίου R.

(1) Το ιδεώδες I ανυψώνει ταυτοδύναµα στοιχεία.
(2) Το ιδεώδες I ανυψώνει διασπάσεις της µονάδας.

Ιδιαίτερα αν ο δακτύλιος R/I είναι το ευθύ άθροισµα R/I = A1/I ⊕ A2/I ⊕ · · · ⊕ An/I αριστερών (δεξιών)
ιδεωδών του, τότε υπάρχουν αριστερά (δεξιά) ιδεώδηB1, B2, · · · , Bn τουR έστω ώστε : R = B1⊕B2⊕· · ·⊕Bn
και Bn/I = An/I, 1 ≤ i ≤ n.

΄Ασκηση 1.109. ΄Εστω ότι D1, D2, · · · , Dk είναι δακτύλιοι διαίρεσης, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο

R = Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnk(Dk)

(1) Να δειχθεί ότι κάθε δεξιό (αντίστοιχα αριστερό) ιδεώδες του R είναι της µορφής : eR (αντίστοιχα Re),
όπου e είναι κατάλληλο ταυτοδύναµο στοιχείο του R.

(2) Να δειχθεί ότι κάθε ιδεώδες τουR είναι της µορφής ẽR, για κατάλληλο κεντρικό ταυτοδύναµο στοιχείο
ẽ του R.

΄Ασκηση 1.110. ΄Εστω X =
{

1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30
}

το σύνολο των ϑετικών διαιρετών του 30.

(1) Να ορισθούν κατάλληλες πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» επί του συνόλου X έτσι
ώστε η τριάδα (X,+, ·) να είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα ο οποίος είναι δακτύλιος του Boole.

(2) Να προσδιορισθούν τα πρώτα και µέγιστα ιδώδη του δακτυλίου X.
(3) Με ποιόν γνωστό σας δακτύλιο είναι ισόµορφος ο δακτύλιος X;

΄Ασκηση 1.111. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Υπάρχει αποσύνθεση
R = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln

όπου Lk, 1 ≤ k ≤ n, είναι ελάχιστα αριστερά ιδεώδη του R.
(2) Υπάρχει αποσύνθεση

R = T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tn
όπου Tk, 1 ≤ k ≤ n, είναι ελάχιστα δεξιά ιδεώδη του R.

Αν R,S είναι δακτύλιοι, τότε συµβολίζουµε

HomRings(R,S) =
{
f : R−→S | f : οµοµορφισµός δακτυλίων

}
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΄Ασκηση 1.112. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S ένας τυχόν δακτύλιος. Θεωρούµε τον δακτύλιο
πολυωνύµων R[t] υπεράνω του R, και ως συνήθως ταυτίζουµε τον δακτύλιο R µε τον υποδακτύλιο του R[t] ο
οποίος αποτελείται από τα σταθερά πολυώνυµα.

(1) ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων έτσι ώστε Im(f) ⊆ Z(S), και έστω s ∈ S. Να δειχθεί
ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων fs : R[t]−→S έτσι ώστε : fs|R = f και fs(t) = s.

(2) Για κάθε δακτύλιο S, ϑέτουµε

HomRings(Z[t], S) =
{
f : Z[t]−→S | f : οµοµορφισµός δακτυλίων

}
Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ: HomRings(Z[t], S) −→ S, Φ(f) = f(t)

είναι «1-1» και «επί».

΄Ασκηση 1.113. ΄Εστω R1, R2 δύο δακτύλιος και έστω R1 × R2 ο δακτύλιος ευθύ-γινόµενο. Να δειχθεί ότι
για κάθε δακτύλιο S, υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

HomRings(S,R1 ×R2) = HomRings(S,R1)× HomRings(S,R2))

Να γενικευθεί το συµπέρασµα για δακτύλιους
{
Ri
}n
i=1

, n ≥ 3. Ισχύει το συµπέρασµα για µια άπειρη οικογένεια

δακτυλίων
{
Ra
}
a∈A;

΄Ασκηση 1.114. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.
(2) Ο R είναι (αριστερός ή δεξιός) δακτύλιος του Artin και ο R δεν περιέχει διαιρέτες του µηδενός.

΄Ασκηση 1.115. ΄Εστω R ένας (αριστερός ή δεξιός) δακτύλιος του Artin. Αν ο R είναι πρώτος δακτύλιος, τότε
ο R είναι ισόµορφος µε έναν δακτύλιο πινάκων Mn(D) υπεράνω ενός δακτυλίου διαίρεσης D.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα αριστερό ή δεξιό ιδεώδες I ενός δακτυλίου R καλείται αµελητέο αν κάθε στοιχείο
του I είναι µηδενοδύναµο, δηλαδή: ∀x ∈ I, ∃n = n(x) ∈ N: xn = 0.

΄Ασκηση 1.116. ΄Εστω D ένας δακτύλιος διαίρεσης. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Mn(D) δεν περιέχει µηδε-
νοδύναµα ή αµελητέα αριστερά ή δεξιά ιδεώδη.

΄Ασκηση 1.117. ΄Εστω
{
Ri
}∞
i=1

µια οικογένεια δακτυλίων έτσι ώστε για κάθε i ≥ 1, ο δακτύλιος Ri είναι
υποδακτύλιος του Ri+1:

R1 ⊆ R2 ⊆ · · · ⊆ Ri ⊆ Ri+1 ⊆ · · ·
(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο R =

⋃∞
i=1Ri είναι ένας δακτύλιος.

(2) Αν κάθε δακτύλιος Ri είναι απλός, να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι απλός.
(3) Αν κάθε δακτύλιος Ri είναι ηµιαπλός, είναι ο δακτύλιος R ηµιαπλός ;

΄ΕστωR ένας δακτύλιος. ΄Ενα σύνολο στοιχείων
{
eij ∈ R | 1 ≤ i, j ≤ n

}
τουR καλείται σύνολο µονάδων

n× n πινάκων αν:
n∑
k=1

ekk = 1 και eikelj = δkleij , 1 ≤ i, j, k, l ≤ n
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΄Ασκηση 1.118. Αν R είναι ένας δακτύλιος, να δειχθεί ότι οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(1) ΟR είναι ισόµορφος µε έναν δακτύλιος πινάκων, δηλαδή υπάρχει δακτύλιος S, ένας ϑετικός ακέραιος
n ≥ 1, και ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R
∼=−→ Mn(S)

(2) Ο δακτύλιος R περιέχει ένα σύνολο µονάδων n× n πινάκων
{
eij ∈ R | 1 ≤ i, j ≤ n

}
.

΄Ασκηση 1.119. ΄Εστω ότι R και S είναι δύο δακτύλιοι.

(1) Με χρήση της παραπάνω ΄Ασκησης 1.118, να δειχθεί ότι αν f : R−→Mn(S) είναι ένας οµοµορφισµός
δακτυλίων, τότε υπάρχει ένας δακτύλιος T , ένας ϑετικός ακέραιος n ≥ 1, και ένας ισοµορφισµός
δακτυλίων

R
∼=−→ Mn(T )

(2) Αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων Mn(R) ∼= Mm(S), είναι αληθές ότι n = m και R ∼= S;

΄Ασκηση 1.120. ΄Εστω ότιR είναι µια άλγεβρα10 υπεράνω ενός σώµατος k. Υποθέτουµε ότι για κάθε στοιχείο
r ∈ R \ {0}, υπάρχει µη-µηδενικό πολυώνυµο P (x) έτσι ώστε P (r) = 011.

(1) Να δειχθεί ότι η άλγεβρα R είναι πεπερασµένη µε την έννοια του Dedekind.
(2) Να δειχθεί ότι κάθε αριστερός (δεξιός) διαιρέτης του µηδενός είναι και δεξιός (αριστερός) διαιρέτης του

µηδενός.
(3) Να δειχθεί ότι ένα µη-µηδενικό στοιχείο του R είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν δεν είναι διαιρέτης

του µηδενός.

10Υπενθυµίζουµε ένας δακτύλιος R ο οποίος είναι και διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος k έτσι ώστε a · (xy) =
(a · x)y = x(a · y), ∀a ∈ k, ∀x, y ∈ R, όπου µε «·» συµβολίζουµε τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό, καλείται k-άλγεβρα.

11Μια τέτοια άλγεβρα καλείται αλγεβρική.
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2. Βασική Θεωρία Προτύπων και Ηµιαπλοί ∆ακτύλιοι

΄Ασκηση 2.1. Να δειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένας τρόπος έτσι ώστε µια αβελιανή οµάδα να αποκτήσει δοµή
(αριστερού) Z-προτύπου.

΄Ασκηση 2.2. Να δειχθεί ότι υπάρχει το πολύ ένας τρόπος έτσι ώστε µια αβελιανή οµάδα M να αποκτήσει
δοµή (αριστερού) Q-προτύπου.

΄Ασκηση 2.3. Να εξετασθεί αν µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδαM µπορεί να αποκτήσει δοµή Q-προτύπου.

΄Ασκηση 2.4. ΄Εστω Zn, όπου n ≥ 2, ο δακτύλιος των κλάσεων υπολοίπων modn, και M µια αβελιανή
οµάδα. Να δειχθεί ότι η M αποκτά δοµή Zn-προτύπου αν και µόνον αν ∀x ∈M : n | o(x).

΄Ασκηση 2.5. Μια αβελιανή οµάδα M καλείται διαιρετή, αν :

∀y ∈M, ∀n ∈ Z∗, ∃x ∈M : nx = y

(1) Να δειχθεί ότι η προσθετική αβελιανή οµάδα Q είναι διαιρετή.
(2) Υπάρχει µη-µηδενική πεπερασµένη διαιρετή αβελιανή οµάδα ;
(3) Να δειχθεί ότι οµάδες-πηλίκα διαιρετών αβελιανών οµάδων είναι διαιρετές αβελιανές οµάδες.
(4) Να δειχθεί ότι το ευθύ γινόµενο και το ευθύ άθροισµα διαιρετών αβελιανών οµάδων είναι διαιρετή

αβελιανή οµάδα.

΄Ασκηση 2.6. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Θέτουµε

M =

{
a

pn
∈ Q | a ∈ Z & n ∈ N

}
Να δειχθεί ότι το σύνολοM είναι µια υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Q,+) η οποία περιέχει την προσθε-
τική οµάδα Z των ακεραίων, και η οµάδα-πηλίκο

Z(p∞) = M/Z

είναι διαιρετή.

΄Ασκηση 2.7. Να δειχθεί ότι, για µια αβελιανή οµάδα M , τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η αβελιανή οµάδα M µπορεί να αποκτήσει δοµή Q-διανυσµατικού χωρου.
(2) Η αβελιανή οµάδαM είναι διαιρετή και κάθε στοιχείο τηςM , εκτός του ουδετέρου, έχει άπειρη τάξη.

΄Ασκηση 2.8 (Θεώρηµα Cayley για ∆ακτυλίους). Να δειχθεί ότι κάθε δακτύλιος είναι ισόµορφος µε έναν
υποδακτύλιο του δακτυλίου ενδοµορφισµών κατάλληλης αβελιανής οµάδας.
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΄Ασκηση 2.9. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και RM ένα αριστερό R-πρότυπο. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα ιδεώδες
I του R και ένας µονοµορφισµός δακτυλίων

φ : R/I −→ EndZ(M)

Να περιγραφεί ο υποδακτύλιος Im(φ).

΄Ασκηση 2.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και f : M −→N ένας οµοµορφισµός (αριστερών) R-προτύπων. Να
δειχθεί ότι :

(1) ο f είναι µονοµορφισµός, δηλαδή «1-1», αν και µόνον αν για κάθε (αριστερό) R-πρότυπο K και για
κάθε δύο οµοµορφισµούς g, h : K −→M έχουµε : f ◦ g = f ◦ h =⇒ g = h. ∆ιαγραµµατικά:

K
g−−−→−−−→
h

M
f−→ N & f ◦ g = f ◦ h =⇒ g = h

(2) ο f είναι επιµορφισµός, δηλαδή «επί», αν και µόνον αν για κάθε (αριστερό) R-πρότυπο L και για κάθε
δύο οµοµορφισµούς g, h : N −→L έχουµε : g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h. ∆ιαγραµµατικά:

M
f−→ N

g−−−→−−−→
h

L & g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h

΄Ασκηση 2.11. ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν SM , αντίστοιχαMS , είναι ένα αριστερό,
αντίστοιχα δεξιό, S-πρότυπο, τότε η αβελιανή οµάδαM µπορεί µε ϕυσικό τρόπο να αποκτήσει δοµή αριστερού,
αντίστοιχα δεξιού, R-προτύπου.

΄Ασκηση 2.12. ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν RM , αντίστοιχαMR, είναι ένα αριστερό,
αντίστοιχα δεξιό,R-πρότυπο, να εξετασθεί αν, και υπό ποιές συνθήκες, η αβελιανή οµάδαM µπορεί µε ϕυσικό
τρόπο να αποκτήσει δοµή αριστερού, αντίστοιχα δεξιού, S-προτύπου.

΄Ασκηση 2.13. ΄Εστω R µια (µεταθετική) ακέραια περιοχή. Να δειχθεί ότι ο R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών
αν και µόνον αν κάθε µη-µηδενικό (αριστερό) υποπρότυπο του R είναι ισόµορφο µε το (αριστερό) R-πρότυπο

RR.

΄Ασκηση 2.14. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος και RM ένα αριστερόR-πρότυπο. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο
του R, όπου r ·m συµβολίζει την αριστερή δράση του R επί του M :

AnnR(M) =
{
r ∈ R | r ·m = 0, ∀m ∈M

}
Να δειχθεί ότι το υποσύνολο AnnR(M) είναι ένα ιδεώδες του R και η αβελιανή οµάδα µπορεί να αποκτήσει
µε ϕυσικό τρόπο δοµή αριστερού R/AnnR(M)-προτύπου.

Το ιδεώδες AnnR(M) καλείται ο µηδενιστής του αριστερού R-προτύπου M .

Υπενθυµίζουµε ότι αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και f : E−→E είναι
µια γραµµική απεικόνιση, τότε η αβελιανή οµάδα E αποκτά δοµή (αριστερού) K[t]-προτύπου, αν ορίσουµε
αριστερή δράση:

· : K[t]× E−→E, (P (t), ~x) 7−→ P (t) · ~x = P (f)(~x)

όπου αν P (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n ∈ K[t], τότε P (f) είναι η γραµµική απεικόνιση

P (f) : E−→E, P (f)(~x) = a0~x+ a1f(~x) + a2f
2(~x) + · · ·+ anf

n(~x)
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΄Ασκηση 2.15. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : Rn−→Rn, f(x1, x2, · · · , xn) = (xn, x1, · · · , xn−1)

και ϑεωρούµε την αβελιανή οµάδα Rn ως R[t]-πρότυπο. Αν ~x = (x1, x2, · · · , xn), να προσδιορισθούν τα
διανύσµατα τοπυ Rn:

t · ~x, (t2 + 2) · ~x, (t2 − 1) · ~x, (tn−1 + tn−2 + · · ·+ t+ 1) · ~x
Τέλος να προσδιορισθεί το ιδεώδες AnnR[t](Rn) του δακτυλίου R[t].

Υπενθυµίζουµε ότι αν n ≥ 1, και A ∈ Mn(K) είναι ο δακτύλιος των n×n πινάκων υπεράνω ενός σώµατος
K, τότε ο διανυσµατικός χώρος

Kn =

X =


x1

x2
...
xn

 ∈ Mn×1(K) | xi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n


των στηλών µε n στοιχεία από το K, είναι (αριστερό) K[t]-πρότυπο, αν ορίσουµε (αριστερή) δράση

? : K[t]×Kn−→Kn, (P (t), X) 7−→ P (t) ? X = P (A) ·X
όπου «·» συµβολίζει πολλαπλασιασµό πινάκων και αν P (t) = a0 +a1t+a2t

2 + · · ·+amt
m ∈ K[t], τότε P (A)

είναι ο n× n πινακας
P (A) = a0In + a1A+ a2A

2 + · · ·+ amA
m

Το K[t]-πρότυπο Kn ϑα συµβολίζεται από τώρα και στο εξής µε MA. Σηµειώνουµε ότι αν B ∈ Mn(K), και
B 6= A, τότε σαν αβελιανές οµάδες, ακόµα περισσότερο ως K-διανυσµατικοί χώροι, έχουµε MA = Kn =
MB, αλλά γενικά, MA 6= MB ως K[t]-πρότυπα, διότι οι δράσεις ορίζονται µέσω των πινάκων A και B.

΄Ασκηση 2.16. Θεωρούµε τον πίνακα A =

(
1 1
0 1

)
∈ M2(R), και έστω, όπως παραπάνω, MA το επαγόµενο

R[t]-πρότυπο.

(1) Να δειχθεί ότι για κάθε πολυώνυµο P (t) ∈ R[t], ισχύει ότι :

P (A) =

(
P (1) P ′(1)

0 P (1)

)
(2) Να υπολογισθεί το ακόλουθο στοιχείο του R[t]-πρότυπου MA:

(t3 − 2t2 + 3t+ 1) ?

(
2017
2018

)
(3) ΄Εστω B =

(
1 −1
−1 1

)
∈ M2(R), και έστω, όπως παραπάνω, MB το επαγόµενο R[t]-πρότυπο.

Να δειχθεί ότι αν και οι αβελιανές οµάδες MA και MB είναι ισόµορφες, και οι R-διανυσµατικοί
χώροι MA και MB είναι ισόµορφοι, τα R[t]-πρότυπα MA και MB δεν είναι ισόµορφα.

΄Ασκηση 2.17. ΄Εστω R[t] ο δακτύλιος πολυωνύµων υπεράνω του R, και έστω

C∞(R,R) =
{
f : R−→R | f : λεία

}
υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση f : R−→R καλείται λεία, αν έχει συνεχείς παραγώγους κάθε τάξης.

Θεωρούµε την απεικόνιση η οποία στέλνει κάθε λεία απεικόνιση f στην παράγωγό της f ′.

D : C∞(R,R) −→ C∞(R,R), D(f) = f ′

Για παράδειγµα οι συναρτήσεις f1(t) = sin(t), f2(t) = cos(t), f3(t) = et, είναι λείες, αλλά η συνάρτηση
g(t) = |t| δεν είναι λεία.
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(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο C∞(R,R) είναι ένας διανυσµατικός χώρος άπειρης διάστασης υπεράνω του
R και η απεικόνιση D είναι R-γραµµική.

(2) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ: R[t] −→EndR(C∞(R,R)), Φ(P (t)) = P (D)

όπου αν P (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

nR[t], τότε P (D) είναι η R-γραµµική αεπικόνιση

P (D) : C∞(R,R)−→C∞(R,R), P (D)(f) = a0f + a1D(f) + a2D
2(f) + · · ·+ anD

n(f) =

= a0f + a1f
′ + a2f

′′ + · · ·+ anf
(n)

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.
(3) Ο υποδακτύλιος Im(Φ) του δακτυλίου EndR(C∞(R,R)) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, ο οποίος

συµβολίζεται µε R[D] και καλείται ο δακτύλιος των γραµµικών διαφορικών τελεστών επί του R.
Επιπλέον υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R[t]/I
∼=−→ R[D]

για κατάλληλο ιδεώδες I του R[t], το οποίο και να περιγραφεί.
(4) Να δειχθεί ότι

R[D] =
{
P (D) ∈ EndR(C∞(R,R)) | P (t) ∈ R[t]

}
(5) Η αβελιανή οµάδα C∞(R,R) αποκτά δοµή R[D]-προτύπου αν ορίσουµε (αριστερή) δράση:

· : R[D]× C∞(R,R) −→ C∞(R,R), P (D) · f = P (D)(f)

΄Ασκηση 2.18. (1) Θεωρούµε το σύνολο:

M =
{
f ∈ C∞(R,R) | f(0) = f(1) = f(−1) = 0

}
Να εξετασθεί αν το M είναι ένα R[D]-υποπρότυπο του C∞(R,R).

(2) Αν d ≥ 0, έστω Rd[t] ο διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R ο οποίος αποτελείται από όλα τα
πολυώνυµα µε ϐαθµό ≤ d µαζί µε το µηδενικό πολυώνυµο :

Rd[t] =
{
P (t) ∈ R[t] | degP (t) ≤ d

}⋃
{0}

Να δειχθεί ότι το Rd[t] είναι µε ϕυσικό τρόπο ένα R[D]-πρότυπο, το οποίο είναι επιπρόσθετα κυκλικό,
δηλαδή υπάρχει πολυώνυµο R(t) ∈ Rd[t] έτσι ώστε :

Rd[t] = R[D] ·R(t) =
{
P (D) ·R(t) ∈ Rd[t] | P (D) ∈ R[D]

}
όπου «·» είναι η (αριστερή) δράση του R[D] επί του Rd[t].

(3) ΄Εστω V το εξής σύνολο λείων συναρτήσεων

V =
{
a sin(t) + b cos(t) ∈ C∞(R,R) | a, b ∈ R

}
Να δειχθεί ότι το V είναι ένα R[D]-πρότυπο και επιπλέον δεν υπάρχει µη-µηδενικός οµοµορφισµός
R[D]-προτύπων : Rd[t]−→V.

Υπενθυµίζουµε ότι αν R και S είναι δακτύλιοι, τότε ένα (R,S)-διπρότυπο είναι µια αβελιανή οµάδα M
η οποία είναι : (a) αριστερό R-πρότυπο (µε αριστερή δράση ‘‘·’’), (b) δεξιό S-πρότυπο (µε δεξιά δράση ‘‘?’’),
και (c) ισχύει ότι : r · (m ? s) = r · (m ? s), ∀r ∈ R, ∀s ∈ S, ∀m ∈M .

΄Ασκηση 2.19. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και RM και RN αριστερά R-πρότυπα, και έστω EndR(M) και
EndR(N) οι δακτύλιοι ενδοµορφισµών των M και N αντίστοιχα.

(1) Να δειχθεί ότι το N αποκτά µε ϕυσικό τρόπο δοµή (EndR(N), R)-διπροτύπου και το M αποκτά µε
ϕυσικό τρόπο δοµή (EndR(M), Rop)-διπροτύπου :

EndR(N)NR & EndR(M)MRop
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(2) Να δειχθεί ότι η αβελιανή οµάδα HomR(M,N) αποκτά µε ϕυσικό τρόπο δοµή (EndR(M),EndR(N))-
διπροτύπου :

EndR(M) HomR(M,N)EndR(N)

΄Ασκηση 2.20. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και RMR ένα (R,R)-διπρότυπο. Στην αβελιανή οµάδα

R×M =
{

(r,m) | r ∈ R & m ∈M
}

ορίζουµε πράξη πολλαπλασιασµού ως εξής :

(r1,m1) · (r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2)

(1) Να δειχθεί ότι η τριάδα RnM = (R×M,+, ·) είναι δακτύλιος µε µονάδα.

(2) Να δεχιθεί ότι το υποσύνολο M̃ =
{

(0,m) |m ∈M
}

είναι ένα ιδεώδες του RnM , για το οποίο ισχύει

M̃2 = 0, και υπάρχει ένας ισοµορφισµός

(RnM)/M̃ ∼= R

(3) Να δειχθεί ότι υπάρχουν οµοµορφισµοί δακτυλίων φ : R−→R nM και ψ : R nM −→R έτσι ώστε :
ψ ◦ φ = IdR.

Ο δακτύλιος RnM καλείται η τετριµµένη επέκταση του δακτυλίου R ως προς το (R,R)-διπρότυπο M .

΄Ασκηση 2.21. ΄Εστω R και S δύο δακτύλιοι µε µονάδα και RMS ένα (R,S)-διπρότυπο.

(1) Να δειχθεί ότι ορίζοντας

(R×S)×M −→M, ((r, s),m) 7−→ (r, s)·m = rm και M×(R×S)−→M, (m, (r, s)) 7−→ m·(r, s) = ms

η αβελιανή οµάδα M αποκτά δοµή
(
R× S,R× S

)
-διπροτύπου.

(2) Χρησιµοποιώντας «γενικευµένους πίνακες», συµβολίζουµε την αβελιανή οµάδαR×S×M =
{

(r, s,m) | r ∈
R, s ∈ S, m ∈M

}
, ως εξής(
R M
0 S

)
=

{(
r m
0 s

)
| r ∈ R, s ∈ S, m ∈M

}
΄Ετσι µε τον παραπάνω συµβολισµό, το άθροισµα (r, s,m) + (r′, s′,m′) = (r + r′, s + s′,m + m′),
αντιστοιχεί στο άθροισµα των αντίστοιχων «πινάκων»

(
r m
0 s

)
+
(
r′ m′

0 s′

)
=
(
r+r′ m+m′

0 s+s′

)
.

Ορίζουµε πολλαπλασιασµό στα στοιχεία της αβελιανής οµάδας
(
R M
0 S

)
ως το «γινόµενο πινάκων»:(

r m
0 s

)
·
(
r′ m′

0 s′

)
=

(
rr′ rm′ +ms′

0 ss′

)
(3) Να δειχθεί ότι η τριάδα (

(
R M
0 S

)
,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα ο οποίος είναι ισόµορφος µε την

τετριµµένη επέκταση (R× S)nM , ϐλέπε την ΄Ασκηση 2.20.

Ο δακτύλιος
(
R M
0 S

)
καλείται ο γενικευµένος (άνω) τριγωνικός δακτύλιος πινάκων των δακτυλίων R

και S ως προς το (R,S)-διπρότυπο M .

΄Ασκηση 2.22. ΄Εστω ο γενικευµένος (άνω) τριγωνικός δακτύλιος πινάκων
(
R M
0 S

)
των δακτυλίων R και S

ως προς το (R,S)-διπρότυπο M , ϐλέπε την ΄Ασκηση 2.21.
Να δειχθεί ότι τα δεξιά ιδεώδη του δακτυλίου

(
R M
0 S

)
είναι της µορφής{(

r m
0 s

)
∈
(
R M
0 S

)
| r ∈ I, (m, s) ∈ N

}
όπου I είναι ένα δεξιό ιδεώδες του R, και N είναι ένα υποπρότυπο του S-προτύπου M × S έτσι ώστε IM :={
rm ∈M | r ∈ I

}
⊆ L. Τί µορφή έχουν τα αριστερά ιδεώδη του δακτυλίου

(
R M
0 S

)
;
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΄Ασκηση 2.23. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και RM ένα δεξιό R-πρότυπο. Θεωρούµε τον µηδενιστή

AnnR(M) =
{
r ∈ R | mr = 0, ∀m ∈M

}
του M , ο οποίος είναι διπλό ιδεώδες του R, ϐλέπε ΄Ασκηση 2.14. Το R-πρότυπο M καλείται πιστό αν
AnnR(M) = 0.

(1) Να δειχθεί ότι το M είναι πιστό πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου πηλίκο R/AnnR(M).
(2) Το M είναι πιστό ως πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου EndR(M).

΄Ασκηση 2.24. ΄Εστω (V, f) ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από έναν διανυσµατικό χώρο V υπεράνω ενός σώµατος
K, και από µια γραµµική απεικόνιση f : V−→V. Θεωρούµε το Ϲεύγος (V, f) ως K[t]-πρότυπο, όπως στην
ανάλυση πριν την ΄Ασκηση 2.15. Να περιγραφούν τα υποπρότυπα του K[t]-προτύπου (V, f).

Ποιά είναι τα υποπρότυπα του R[t]-προτύπου (R2, f), όπου f(x, y) = (−y, x);
Ποιά είναι τα υποπρότυπα του R[t]-προτύπου (R3, f), όπου f(x, y, z) = (y, z, x);

΄Ασκηση 2.25. ΄Εστω K ένα σώµα και k, l ∈ K, όπου k 6= l. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

f : K2−→K2, f(x, y) = (kx, ly)

Να ϐρεθούν όλα τα υποπρότυπα του K[t]-προτύπου (K2, f).

΄Ασκηση 2.26. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
0 −6
1 5

)
και έστω MA = R2 το επαγόµενο R[t]-πρότυπο, Θεωρούµε τα υποσύνολα

N1 =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = −3y

}
και N2 =

{(
x
y

)
∈ R2 | x = −4y

}
Είναι τα υποσύνολα N1 και N2 υποπρότυπα του MA;

΄Ασκηση 2.27. ΄ΕστωR ένας δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του µηδενός. Να δειχθεί ότι αν οR έχει ένα ελάχιστο
αριστερό ιδεώδες (ή ένα ελάχιστο δεξιό ιδεώδες), τότε ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 2.28. ΄Εστω Mn(K) ο δακτύλιος των n × n πινάκων υπεράνω του σώµατος K. Να δειχθεί ότι ο
χώρος των στηλών Kn είναι ένα δεξιό κυκλικό Mn(K)-πρότυπο και ο χώρος γραµµών Kn είναι ένα αριστερό
κυκλικό Mn(K)-πρότυπο.

΄Ασκηση 2.29. Να προσδιορισθούν όλα τα απλά δεξιά ή αριστερά Mn(K)-πρότυπα, όπου Mn(K) ο δακτύλιος
των n× n πινάκων υπεράνω ενός σώµατος K.

΄Ασκηση 2.30. Να προσδιορισθούν όλα τα απλά δεξιά ή αριστερά AT2(K)-πρότυπα, όπου AT2(K) ο δα-
κτύλιος των 2× 2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω ενός σώµατος K.
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΄Ασκηση 2.31. Να δειχθεί ότι το Z-πρότυπο Q δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο, και κάθε πεπερασµένα
παραγόµενο υποπρότυπό του είναι κυκλικό.

΄Ασκηση 2.32. Θεωρούµε τον δακτύλιο M2(K) των 2× 2 πινάκων υπεράνω ενός σώµατος K.

(1) Να δειχθεί ότι τα σύνολα

I =

{(
x 2x
y 2y

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
και J =

{(
x 0
y 0

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
είναι αριστερά M2(K)-πρότυπα και υπάρχει ένας ισοµορφισµός αριστερών M2(K)-προτύπων

M2(K)/I ∼= J

(2) Να δειχθεί ότι τα σύνολα

I =

{(
−x 3x
−y 3y

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
και J =

{(
0 x
0 y

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
είναι αριστερά M2(K)-πρότυπα και υπάρχει ένας ισοµορφισµός αριστερών M2(K)-προτύπων

M2(K)/I ∼= J

΄Ασκηση 2.33. ΄Εστω K,L,N υποπρότυπα ενός αριστερού R-προτύπου M . Αν L ⊆ N , να δειχθεί ότι

(N ∩K) + L = N ∩ (K + L)

Ισχύει η παραπάνω ισότητα αν L * N ;

΄Ασκηση 2.34. ΄Εστω
{
Ni

}
i∈I µια οικογένεια υποπροτύπων του αριστερού R-προτύπου M . Να δειχθεί ότι η

ένωση
⋃
i∈I Ni δεν είναι υποπρότυπο τουM . Ποιό είναι το µικρότερο υπορότυπο τουM το οποίο περιέχει όλα

τα υποπρότυπα Ni;

΄Ασκηση 2.35. ΄Εστω M ένα R-πρότυπο και
{
Mi

}n
i=1

ένα σύνολο υποπροτύπων του M έτσι ώστε : M =∑n
i=1Mi.

(1) Αν:

M1

⋂
M2 = 0, (M1 +M2)

⋂
M3 = 0, · · · , (M1 + · · ·+Mn−1)

⋂
Mn = 0

τότε : M =
⊕n

i=1Mi.
(2) Αν M = M1 ⊕M2, τότε : M/M1

∼= M2 και M/M2
∼= M1.

΄Ασκηση 2.36. ΄Εστω f : R−→S ένας επιµορφισµός δακτυλίων και M µια αβελιανή οµάδα.

(1) Αν η αβελιανή οµάδα M είναι ένα αριστερό S-πρότυπο, να δειχθεί ότι το M αποκτά µε ϕυσικό τρόπο
δοµή αριστερού R-προτύπου έτσι ώστε Ker(f) ⊆ AnnR(M).

(2) Αν η αβελιανή οµάδα M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο και Ker(f) ⊆ AnnR(M), τότε η αβελιανή
οµάδα M αποκτά µε ϕυσικό τρόπο δοµή αριστερού S-προτύπου.

΄Ασκηση 2.37. ΄Εστω RM 6= 0 ένα πεπερασµένα παραγόµενο (αριστερό) R-πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου
R. Να δειχθεί ότι υπάρχει γνήσιο υποπρότυπο N του M έτσι ώστε το πρότυπο πηλίκο M/N είναι απλό.

Ως εφαρµογή να δειχθεί ότι : για κάθε δακτύλιο R υπάρχει ένα αριστερό (δεξιό) ιδεώδες I του R, έτσι ώστε
το πρότυπο πηλίκο R/I είναι απλό αριστερό (δεξιό) R-πρότυπο.

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το Λήµµα του Zorn.
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΄Ασκηση 2.38. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο ακέραια περιοχή R είναι σώµα.
(2) Το (αριστερό) R-πρότυπο R είναι απλό.
(3) Για κάθε (αριστερό) υποπρότυποX του R-προτύπου R, υπάρχει έναR-υποπρότυπο Y του R έτσι ώστε :

X ⊕ Y = R.

Σχόλιο 1. Με ϐάση το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 2.37 µπορεί να δοθεί µια διαφορετική απόδειξη του ισχυ-
ϱισµού της ΄Ασκησης 2.31 ότι το Z-πρότυπο Q δεν είναι πεπερασµενα παραγόµενο ως εξής. Αν το Q ήταν
πεπερασµένα παραγόµενο, τότε σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.37 ϑα υπήρχε γνήσια υποοµάδα H της προσθετι-
κής οµάδαςQ έτσι ώστε η οµάδα πηλίκοQ/H να είναι απλή. Γνωρίζουµε όµως ότι οι απλές αβελιανές οµάδες
είναι οι κυκλικές µε τάξη έναν πρώτο αριθµό, έστω p. Εποµένως |Q/H| = p < ∞. Τότε ∀x + H ∈ Q/H :
p(x + H) = px + H = H και άρα px ∈ H. Για κάθε ϱητό αριθµό y ∈ Q, ϑα έχουµε y = pyp ∈ H , το οποίο
σηµαίνει ότι Q = H , και αυτό είναι άτοπο διότι η υποοµάδα H είναι γνήσια. ΄Αρα η αβελιανή οµάδα Q δεν
είναι πεπερασµένα παραγόµενη. X

Υπενθυµίζουµε ότι ένας δακτύλιος R καλείται αριστερός (αντ. δεξιός) δακτύλιος του Artin αν κάθε
ϕθίνουσα ακολουθία αριστερών (αντ. δεξιών) ιδεωδών

I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Ik ⊇ Ik+1 ⊇ · · ·
του R σταµατά, δηλαδή υπάρχει n ∈ N: Ik+n = In, ∀n ≥ 1.

Ο δακτύλιος R καλείται αριστερός (αντ. δεξιός) δακτύλιος της Noether αν κάθε αύξουσα ακολουθία
αριστερών (αντ. δεξιών) ιδεωδών

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ik ⊆ Ik+1 ⊆ · · ·
του R σταµατά, δηλαδή υπάρχει n ∈ N: Ik+n = In, ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 2.39. ΄Εστω D ένας δακτύλιος διαίρεσης και n ∈ N. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος πινάκων Mn(D)
είναι (δεξιός και αριστερός) δακτύλιος του Artin και της Noether.

΄Ασκηση 2.40. Να δειχθεί ότι ένας αριστερός, αντ. δεξιός, δακτύλιος του Artin R έχει πεπερασµένο πλήθος
µέγιστων αριστερών, αντ. δεξιών, ιδεωδών και εποµένως έχει πεπερασµένο πλήθος απλών αριστερών, αντ.
δεξιών, R-προτύπων.

Να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι το συµπέρασµα δεν ισχύει αν ο δακτύλιος R είναι αριστερός, αντ.
δεξιός, δακτύλιος της Noether, αλλά όχι του Artin.

΄Ασκηση 2.41. ΄Εστω f : R−→S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Για κάθε αριστερό S-πρότυπο SM , ϑεωρο-
ύµε πάντα την αβελιανή οµάδαM ως αριστερό R-πρότυπο RM µε αριστερή δράση: r ·m = f(r) ·m, ∀r ∈ R,
∀m ∈M .

(1) Να δειχθεί ότι αν SM και SN είναι αριστερά S-πρότυπα, τότε : R(M ⊕N) = RM ⊕ RN .
(2) Να δειχθεί ότι HomS(SM, SN) ⊆ HomR(RM,RN), και η ισότητα ισχύει αν ο οµοµορφισµός δακτυ-

λίων f είναι επιµορφισµός.
(3) Αν SN είναι ένα υποπρότυπο του αριστερού S-προτύπου SM , τότε το αριστερό R-πρότυπο RN είναι

υποπρότυπο του RM . Αν επιπλέον ο οµοµορφισµός δακτυλίων f είναι επιµορφισµός, τότε κάθε
υποπρότυπο του RM είναι αυτής της µορφής.
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Μια (προσθετική) αβελιανή οµάδα (M,+) καλείται διαιρετή αν για κάθε n ∈ Z∗ ισχύει ότι :

nM = M, δηλαδή: ∀n ∈ Z∗, ∀y ∈M ∃x ∈M : nx = y

΄Ασκηση 2.42. (1) Να δειχθεί ότι κάθε πηλίκο µιας διαιρετής αβελιανής οµάδας είναι διαιρετή.
(2) Είναι υποοµάδες διαιρετών αβελιανών οµάδων διαιρετές αβελιανές οµάδες ;
(3) Να δειχθεί ότι οι αβελιανές οµάδες Q και Q/Z είναι διαιρετές.
(4) ΄Εστω

{
Mi

}
iI

µια οικογένεια διαιρετών αβελιανών οµάδων. Να δειχθεί ότι οι αβελιανές οµάδες⊕
i∈IMi και

∏
i∈IMi είναι διαιρετές.

΄Ασκηση 2.43. Αν (M,+) είναι µια αβελιανή µάδα, να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Υπάρχει (αριστερή) δράση · : Q×M −→M , έτσι ώστε η τριάδα (M,+, ·) είναι (αριστερό) Q-πρότυπο.
(2) Η αβελιανή οµάδα M είναι διαιρετή και ελεύθερης στρέψης12.

Σχόλιο 2. Η παραπάνω ΄Ασκηση 2.43 δείχνει ότι κάθε διαιρετή αβελιανή οµάδα ελεύθερης στρέψης είναιQ-
διανυσµατικός χώρος και εποµένως, µε χρήση Γραµµικής ΄Αλγεβρας, ϑα είναι ισόµορφη µε το ευθύ άθροισµα
από αντίγραφα της αβελιανής οµάδας Q.

΄Ασκηση 2.44. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο και έστω ότι Mi, 1 ≤ i ≤ n, είναι υποπρότυπα του M έστι
ώστε :

M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn

΄Εστω ότι Ni, 1 ≤ i ≤ n, είναι υποπρότυπα των Mi, 1 ≤ i ≤ n, αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι :

N1 +N2 + · · ·+Nn = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nn

και να εξετασθεί αν κάθε υποπρότυπο του M είναι ευθύ άθροισµα υποπροτύπων των Mi, 1 ≤ i ≤ n.

΄Ασκηση 2.45. ΄Εστω N ένα υποπρότυπο του αριστερού R-προτύπου M . Αποδείξτε τους παρακάτω ισχυρι-
σµούς (αν αυτοί είναι αληθείς) ή δώστε αντιπαραδείγµατα (αν οι ισχυρισµοί δεν είναι αληθείς).

(1) Αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το N είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
(2) Αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το M/N είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
(3) Αν τα N και M/N είναι πεπερασµένα παραγόµενα, τότε το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

΄Εστω R ένας δακτύλιος και X ένα µη-κενό υποσύνολο του R. Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο

annr(X) =
{
r ∈ R | xr = 0, ∀x ∈ X

}
καλείται ο δεξιός µηδενιστής του X στον R, και το σύνολο

annl(X) =
{
r ∈ R | rx = 0, ∀x ∈ X

}
καλείται ο αριστερός µηδενιστής του X στον R.

΄Ασκηση 2.46. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος, I ένα αριστερό ιδεώδες του R και J ένα δεξιό ιδεώδες του
R. Να δειχθεί ότι :

I = annl(annr(I)) και J = annr(annl(J))

12Υπενθυµίζουµε ότι µια αβελιανή οµάδα καλείται ελεύθερης στρέψης αν όλα τα στοιχεία της, εκτός του ουδετέρου, έχουν
άπειρη τάξη.
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΄Ασκηση 2.47. Να ϐρεθούν όλα τα (αριστερά) απλά R-πρότυπα, στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) R =
{
a
n ∈ Q | a ∈ Z, n ∈ N, 2 - n

}
.

(2) C[x, y]/I, όπου I είναι το κύριο ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων C[x, y] το οποίο παράγεται από
το πολυώνυµο x2 + y2 − 1.

(3) R = C([0, 1],R) =
{
f : [0, 1]−→R | f : συνεχής

}
.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα αριστερό R-πρότυπο M καλείται πρότυπο της Noether, αν κάθε αύξουσα ακο-
λουθία υποπροτύπων

M1 ⊆ M2 ⊆ · · · ⊆ Mk ⊆ Mk+1 ⊆ · · ·
του M σταµατά, δηλαδή υπάρχει n ∈ N: Mk+n = Mn, ∀n ≥ 1.

Το αριστερό R-πρότυπο M καλείται πρότυπο του Artin, αν κάθε κάθε ϕθίνουσα ακολουθία υποπρο-
τύπων

M1 ⊇ M2 ⊇ · · · ⊇ Mk ⊇ Mk+1 ⊇ · · ·
του M σταµατά, δηλαδή υπάρχει n ∈ N: Mk+n = Mn, ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 2.48. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο, και f : M −→M ένας οµοµορφισµός προτύπων.

(1) Να δειχθεί ότι ανM είναι πρότυπο της Noether, τότε ο f είναι επιµορφισµός αν και µόνον αν ο f είναι
ισοµορφισµός.

(2) Να δειχθεί ότι αν M είναι πρότυπο του Artin, τότε ο f είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν ο f είναι
ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 2.49. ΄ΕστωM ένα αριστερό R-πρότυπο το οποίο είναι πρότυπο του Artin και της Noether, και έστω
f : M −→M ένας οµοµορφισµός προτύπων.

(1) Να δειχθεί ότι υπάρχουν υποπρότυπα M0 και M1 του M έτσι ώστε :

M = M0

⊕
M1

και ισχύει ότι : f(M0) ⊆M0 και f(M1) ⊆M1.
(2) Να δειχθεί ότι για τους επαγόµενους οµοµορφισµούς προτύπων

f0 = f |M0 : M0−→M0 και f1 = f |M1 : M1−→M1

ισχύει ότι : ο οµοµορφισµνός f1 είναι ισοµορφισµός, και ο οµοµορφισµός f0 είναι µηδενοδύναµος,
δηλαδή fk0 = 0, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k.

΄Ασκηση 2.50. ΄Εστω f : M −→N και g : N −→M δύο οµοµορφισµοί αριστερών R-προτύπων.

(1) Αν f ◦ g = IdN , τότε :
M = Ker(f)⊕ Im(g)

(2) Αν g ◦ f = IdM , τότε :
M = Im(f)⊕ Ker(g)

΄Ασκηση 2.51. ΄Εστω M ένα (αριστερό) K[t]-πρότυπο, όπου K είναι ένα σώµα, και υποθέτουµε ότι το M
ως K-διανυσµατικός χώρος έχει πεπερασµένη διάσταση. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϑετικός ακέραιος n και
τετραγωνικός πίνακας A ∈ Mn(K) έτσι ώστε το M είναι ισόµορφο ως K[t]-πρότυπο µε το MA, ϐλέπε την
ανάλυση πριν την ΄Ασκηση 2.16.
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΄Ασκηση 2.52. ΄Εστω πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , B =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , C =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , D =

1 0 1
0 1 0
0 0 2


Να ϐρεθεί ο µηδενιστής

AnnR[t](K) :=
{
P (t) ∈ R[t] | P (t) · x = 0, ∀x ∈ K

}
του R[t]-προτύπου K, όπου K είναι ένα εκ των R[t]-προτύπων MA, MB , MC , και MD, και ακολούθως να
εξετασθεί αν το K είναι κυκλικό ή απλό R[t]-πρότυπο.

΄Ασκηση 2.53. Θεωρούµε τα K[t]-πρότυπαMX , όπου X είναι ένας εκ των πινάκων A,B,C,D της ΄Ασκησης
2.52. Να ϐρείτε όλους τους οµοµορφισµούςK[t]-προτύπωνMA−→MD καιMC −→MD, και να περιγράψετε
όσο καλύτερα µπορείτε τους δακτυλίους EndK[t](MA) και EndK[t](MC).

΄Ασκηση 2.54. ΄Εστω R το σύνολο των πολυωνύµων υπεράνω του Q των οποίων ο σταθερός όρος είναι
µηδέν. Τότε, µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πολυωνύµων, το σύνολο R αποτελεί
µεταθετικό δακτύλιο χωρίς µονάδα. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν απλά R-πρότυπα.

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε ότι, λόγω του Σχολίου 1, δεν υπάρχει απλό Z-πρότυπο της µορφής Q/H , όπου
H είναι Z-υποπρότυπο του Q.

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Μια (προσεταιριστική µε µονάδα) R-άλγεβρα είναι ένα R-πρότυπο
Λ = (Λ,+, ·), όπου η αριστερή δράση του του R επί του Λ συµβολίζεται µε «·» και η πρόσθεση της
υποκείµενης αβελιανής οµάδας συµβολίζεται µε «+», το εφοδιασµένο µε µια απεικόνιση:

◦ : Λ× Λ −→ Λ, (x, y) 7−→ x ◦ y
έτσι ώστε :

(1) Η τριάδα (Λ,+, ◦) είναι ένας (προσεταιριστικός) δακτύλιος µε µονάδα.
(2) ∀r ∈ R, ∀x, y ∈ Λ:

r · (x ◦ y) = (r · x) ◦ y = x ◦ (r · y)

Αν Λ και Γ είναιR-άλγεβρες υπεράνω ενός µεταθετικού δακτυλίουR, τότε ένας οµοµορφισµός δακτυλίων
f : Λ−→Γ καλείται οµοµορφισµός R-αλγεβρών αν:

∀r ∈ R, ∀x ∈ Λ : f(r · x) = r · f(x)

΄Ασκηση 2.55. Να δειχθεί ότι αν Λ είναι µια R-άλγεβρα, τότε η απεικόνιση

α : R −→ Λ, α(r) = r · 1Λ

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και : Im(α) ⊆ Z(Λ).
Αντίστροφα, αν (Λ,+, ◦) είναι ένας δακτύλιος, και α : R −→ Λ είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων έτσι

ώστε Im(α) ⊆ Z(Λ), τότε ο δακτύλιος Λ αποκτά δοµή R-άλγεβρας, ορίζοντας δράση του R επί του Λ ως εξής :

· : R× Λ −→ Λ, r · x = α(r) ◦ x

Μια R-άλγεβρα Λ καλείται πιστή R-άλγεβρα αν:

AnnR(Λ) :=
{
r ∈ R | r · λ = 0, ∀λ ∈ Λ

}
= 0

Σηµειώνουµε ότι AnnR(Λ) =
{
r ∈ R | r · 1Λ = 0

}
.
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΄Ασκηση 2.56. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος.

(1) Ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t] είναι R-άλγεβρα.
(2) Ο δακτύλιος πινάκων Mn(R) είναι R-άλγεβρα.
(3) Το σώµα C των µιγαδικών αριθµών είναι µια R-άλγεβρα.
(4) Ο δακτύλιος διαίρεσης H των τετρανίων του Hamilton είναι µια R-άλγεβρα.

Είναι ο δακτύλιος H, µε ϕυσικό τρόπο, µια C-άλγεβρα ;

΄Ασκηση 2.57. ΄ΕστωG µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e, για την οποία ισχύει ότι x2 = e, ∀x ∈ G. Να δειχθεί
ότι το σύνολο G αποκτά µε ϕυσικό τρόπο δοµή Z2-διανυσµατικού χώρου, και εποµένως υπάρχει κατάλληλο
σύνολο δεικτών I και ένας ισοµορφισµός Z2-διανυσµατικός χώρων:

G ∼=
⊕
i∈I

Gi, όπου Gi = Z2, ∀i ∈ I

Ιδιαίτερα αν |G| = n < ∞, τότε n = 2m για κατάλληλο ϑετικό ακέραιο m και η αβελιανή οµάδα G είναι
ισόµορφη µε την οµάδα ευθύ γινόµενο

Z2 × Z2 × · · · × Z2 (m παράγοντες)

΄Ασκηση 2.58. (1) ΄Εστω Λ µια R-άλγεβρα υπεράνω ενός µεταθετικού δακτυλίου R. Αν ΛM είναι ένα
αριστερό Λ-πρότυπο, τότε το M αποκτά µε ϕυσικό τρόπο δοµή R-προτύπου.

(2) Κάθε δακτύλιος Λ είναι µε ϕυσικό τρόπο πιστή Z(Λ)-άλγεβρα.
(3) Κάθε δακτύλιος είναι Z-άλγεβρα.
(4) Πότε ένας δακτύλιος Λ µπορεί να αποκτήσει δοµή Zn-άλγεβρας ;

΄Ασκηση 2.59. ΄ΕστωK ένα σώµα. Να δειχθεί ότι κάθεK[t]-πρότυπο της µορφήςM(λ), όπου (λ) είναι ο 1×1
πίνακας µε µοναδικό στοιχείο το λ ∈ K, είναι απλό K[t]-πρότυπο.

Αντίστροφα, αν το σώµα K είναι αλγεβρικά κλειστό, να δειχθεί ότι κάθε απλό K[t]-πρότυπο είναι ισόµορφο
µε ένα K[t]-πρότυπο της µορφής M(λ), για κάποιο λ ∈ K.13

΄Ασκηση 2.60. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.

A =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


Να δείξετε ότι :

(1) Για κάθε λ ∈ K, κάθε K[t]-πρότυπο της µορφής M(λ), όπου (λ) είναι ο 1 × 1 πίνακας µε µοναδικό
στοιχείο το λ ∈ K, είναι απλό K[t]-πρότυπο.

(2) Υπάρχει µια αποσύνθεση :

MA = M(λ1) ⊕M(λ2) ⊕ · · · ⊕M(λn)

του K[t]-προτύπου MA σε ευθύ άθροισµα των απλών K[t]-προτύπων M(λi), 1 ≤ i ≤ n.

13
Υπόδειξη για το Αντίστροφο: Για κάθε σώµαK τα απλάK[t]-πρότυπα S είναι ισόµορφα µεK[t]-πρότυπα της µορφήςK[t]/(f(t)),

όπου f(t) είναι ένα ανάγωγο πολυώνυµο υπεράνω του K. Αν το σώµα K είναι αλγεβρικά κλειστό, τότε το f(t) είναι της µορφής
f(t) = t − λ, για κάποιο λ ∈ K, και άρα S ∼= K[t]/(t − λ). Κατασκευάστε έναν ισοµορφισµό K[t]-προτύπων α : K[t]/(t −
λ)−→M(λ).



38

(3) Να συµπεράνετε ότι διαγωνοποιήσιµοι πίνακες ορίζουν, µέχρι ισοµορφισµό K[t]-προτύπων, (πεπερα-
σµένα παραγόµενα) ηµιαπλά14 K[t]-πρότυπα.

΄Ασκηση 2.61. ΄Εστω A ∈ Mn(K) και A ∈ Mm(K) δύο τετραγωνικοί πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K.
Το ευθύ άθροισµα των πινάκων A και B είναι ο ακόλουθος (n+m)× (n+m) πίνακας :

A⊕B =

(
A On×m

Om×n B

)
όπου On×m είναι ο µηδενικός n×m πίνακας και Om×n ίναι ο µηδενικός m× n πίνακας.

Να δειχθεί ότι για τα επαγόµενα K[t]-πρότυπα MA, MB , MA⊕B ισχύει ότι :

MA ⊕MB
∼= MA⊕B

΄Ασκηση 2.62. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και RM ένα αριστερό R-πρότυπο. Το στοιχείο m ∈ M καλείται
στοιχείο στρέψης, αν υπάρχει στοιχείο r ∈ R το οποίο r δεν είναι (αριστερός ή δεξιό) διαιρέτης του µηδενός,
έτσι ώστε : r ·m = 0. Το M καλείται R-πρότυπο στρέψης αν κάθε στοιχείο του είναι στοιχείο στρέψης. Το
M καλείται R-πρότυπο ελεύθερης στρέψης αν το µόνο στοιχείο στρέψης του M είναι το µηδέν.

(1) Να δοθούν µη-τετριµµένα παραδείγµατα R-πρότυπων στρέψης και R-προτύπων ελεύθερης στρέψης,
όταν R = Z ή R = K (σώµα).

(2) Να δειχθεί ότι κάθε K[t]-πρότυπο το οποπίο ως K-διανυσµατικός χώρος έδει πεπερασµένη διάσταση,
είναι πρότυπο στρέψης.

΄Ασκηση 2.63. Θεωρούµε το σύνολο C∞(R,R) ως R[D]-πρότυπο. Να δειχθεί ότι το C∞(R,R) δεν είναι
R[D]-πρότυπο στρέψης ούτε R[D]-πρότυπο ελεύθερης στρέψης, ϐλέπε ΄Ασκηση 2.62. Επίσης να δειχθεί ότι
το R[D]-πρότυπο C∞(R,R) δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

΄Ασκηση 2.64. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και M ένα R-πρότυπο.

(1) Το σύνολο
t(M) =

{
m ∈M | m : στοιχείο στρέψης

}
είναι ένα υποπρότυπο του M το οποίο είναι πρότυπο στρέψης.

(2) Το R-πρότυπο M είναι πρότυπο στρέψης αν και µόνον αν M = t(M).
(3) Το R-πρότυπο πηλίκο M/t(M) είναι ελεύθερης στρέψης.

΄Ασκηση 2.65. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο

E =
{
f ∈ C∞(R,R) | f ′′ = f

}
Να δειχθεί ότι :

(1) Ο R-διανυσµατικός χώρος E είναι ένα R[D]-υποπρότυπο του C∞(R,R).
(2) Τα υποσύνολα

V =
{
f ∈ C∞(R,R) | f ′ = f

}
& W =

{
f ∈ C∞(R,R) | f ′ = −f

}
είναι R[D]-υποπρότυπα του E

(3) Ισχύει ότι :
E = V⊕W

14Υπενθυµίζουµε ότι ένα R-πρότυπο καλείται ηµιαπλό αν είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα απλών R-προτύπων.
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΄Ασκηση 2.66. ΄Εστω M ένα αριστερό R-πρότυπο υπεράνω του δακτυλίου R. Αν m1,m2, · · · ,mn, είναι
στοιχεία του M , τότε να δειχθεί ότι ορίζοντας15

f : Rn−→M, f(r1, r2, · · · , rn) = r1m1 + r2m2 + · · ·+ rnmn

αποκτούµε έναν οµοµορφισµό (αριστερών) R-προτύπων, και επιπλέον κάθε οµοµορφισµός Rn−→M είναι
αυτής της µορφής, δηλαδή καθορίζεται µοναδικά απόµ µια n-άδα στοιχείων του M .

Τι συµπέρασµα προκύπτει αν M = Rm (το οποίο ϑεωρούµε ως αριστερό R-πρότυπο);

΄Ασκηση 2.67. Θεωρούµε τα R[t]-πρότυπα (R2, f) και (R3, g), όπου :

f : R2−→R2, f(x, y) = (y, x)

g : R3−→R3, g(x, y, z) = (y, z, x)

Να δειχθεί ότι υπάρχει οµοµορφισµός R[t]-προτύπων h : (R2, f)−→(R3, g), έτσι ώστε :

HomR[t]

(
(R2, f), (R3, g)

)
=
{
λ · h | λ ∈ R

}
δηλαδή κάθε οµοµορφισµός R[t]-προτύπων α(R2, f)−→(R3, g) είναι της µορφής α = λ ·h, για κάποιο λ ∈ R,
και (λ · h)(x, y) = λh(x, y).

΄Ασκηση 2.68. Θεωρούµε το R[D]-πρότυπο C∞(R,R) των λείων απεικονίσεων R−→R. Να δειχθεί ότι η
απεικόνιση

α : C∞(R,R) −→ C∞(R,R), α(f) : R−→R, α(f)(x) = f(x+ 1)

είναι οµοµορφισµός R[D]-προτύπων.

΄Ασκηση 2.69. Θαωρούµε το σύνολο των συναρτήσεων

A =
{
fa,b : R−→R | fa,b(t) = a cos(t) + b sin(t), a, b ∈ R

}
(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο A είναι κατά ϕυσικό τρόπο R[D]-πρότυπο.
(2) ΄Εστω I = (D2 + 1) το κύριο ιδεώδες του δακτυλίου R[D] το οποίο παράγεται από το στοιχείο D2 + 1.

Να δειχθεί ότι το R[D]-πρότυπο A είναι µε ϕυσικό τρόπο R[D]/I-πρότυπο.

΄Ασκηση 2.70. Για κάθε µιγαδικό αριθµό λ ∈ C και για κάθε ϑετικό ακέραιο k, Θεωρούµε το C[t]-πρότυπο

B(λ, k) = C[t]/(t− λ)k

(1) Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός C[t]-προτύπων:

B(λ, 1) ∼= M(λ)

(2) ΑΣν k ≥ 2, να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός C[t]-προτύπων:

B(λ, 1) ∼= MJλ,k

15Η αβελιανή οµάδα είναι αριστερό R-πρότυπο, αν ορίσουµε αριστερή δράση:

r ? (r1, r2, · · · , rn) = (r · r1, r · r2, · · · , r · rn)
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όπου Jλ,k είναι ο k × k πίνακας16

Jλ,k =



λ 1 0 0 · · · 0 0
0 λ 1 0 · · · 0 0
0 0 λ 1 · · · 0 0
...

...
...

. . . · · ·
...

...

0 0 0 0
. . . 1 0

0 0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 0 · · · 0 λ


΄Ασκηση 2.71. Με τους συµβολισµούς της παραπάνω ΄Ασκησης 2.70, αν

A =

2 3 4
0 2 3
0 0 2


να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός C[t]-προτύπων

MA
∼= B(2, 3) ∼= C[t]/(t− 2)3

Ιδιαίτερα το C[t]-πρότυπο MA είναι κυκλικό.

΄Ασκηση 2.72. Θεωρούµε τον δακτύλιο

C([0, 1],R) =
{
f : [0, 1]−→R | f : συνεχής

}
Είναι ο δακτύλιος C([0, 1],R) ηµιαπλός ;

΄Ασκηση 2.73. (1) Είναι κάθε υποδακτύλιος ενός ηµιαπλού δακτυλίου, ηµιαπλός δακτύλιος ;
(2) Είναι κάθε δακτύλιος πηλίκο ενός ηµιαπλού δακτυλίου, ηµιαπλός δακτύλιος ;
(3) Μπορεί κάθε δακτύλιος να εµφυτευθεί σε έναν ηµιαπλό δακτύλιο ;

΄Ασκηση 2.74. ΄Εστω
{
Fi
}
i∈I µια οικογένεια σωµάτων, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο

∏
i∈I Fi.

Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος
∏
i∈I Fi είναι ηµιαπλός αν και µόνον αν |I| <∞.

΄Ασκηση 2.75. Ποιοί από τους ακόλουθους δακτύλιους είναι ηµιαπλοί (K είναι ένα σώµα);

Z, Z× Z, Z× R, R× C×H, M2(Q)× R, Zp2 , K[t], K[t]/(t2)

΄Ασκηση 2.76. Θεωρούµε τον δακτύλιο Tn(K) των n × n άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω ενός σώµατος
K.

(1) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Tn(K) δεν είναι ηµιαπλός.
(2) Να ϐρεθεί ένα ιδεώδες I του Tn(K) έτσι ώστε ο δακτύλιος πηλίκο Tn(K)/I να είναι ηµιαπλός.
(3) Να γραφεί ο δακτύλιος Tn(K) ως ευθύ άθροισµα n το πλήθος αριστερών (δεξιών) ιδεωδών.

΄Ασκηση 2.77. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το αριστερό R-πρότυπο R είναι απλό.

16Ο πίνακας Jλ,k καλείται ο k × k στοιχειώδης πίνακας Jordan ο οποίος αντιστοιχεί στον αριθµό λ.
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(2) Το δεξιό R-πρότυπο R είναι απλό.
(3) Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 2.78. Θεωρούµε το σύνολο

R =

{(
a b
−b a

) ∣∣ a, b ∈ C} ⊆ M2(C)

(1) Να δειχθεί ότι το υποδύνολο R είναι υποδακτύλιος του M2(C).
(2) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R δεν είναι απλός.
(3) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι ηµιαπλός.

Ποιοί από τους παραπάνω ισχυρισµούς είναι αληθείς για το υποσύνολο ;

S =

{(
a b
−b a

) ∣∣ a, b ∈ R} ⊆ M2(R)

΄Ασκηση 2.79. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος.

(1) Να δειχθεί ότι ανM είναι ένα απλό αριστερό R-πρότυπο, τότε υπάρχει ένα ελάχιστο αριστερό ιδεώδες
I του R και ένας ισοµορφισµός αροστερών R-προτύπων M ∼= I.

(2) ΄Εστω I και J δύο ελάχιστα αριστερά ιδεώδη του R.
(αʹ) Αν I ∼= J ως αριστερά R-πρότυπα, να δειχθεί ότι υπάρχει ένα στοιχείο r ∈ R έτσι ώστε : J =

Ir =
{
xr ∈ R | x ∈ R

}
.

(ϐʹ) Αν I � J ως αριστερά R-πρότυπα, να δειχθεί ότι I · J = {0}.

΄Ασκηση 2.80. ΄Εστω I ένα ελάχιστο αριστερό ιδεώδες του δακτυλίου R. Να δειχθεί ότι είτε I2 =
{

0
}

είτε
I = Re, όπου e2 = e ∈ R.

΄Ασκηση 2.81. ΄Εστω I ένα ελάχιστο αριστερό ιδεώδες του δακτυλίου R, και x ∈ R. Να δειχθεί ότι είτε
Ix = 0 είτε Ax ∼= A ως αριστερά R-πρότυπα.

΄Ασκηση 2.82. ΄Εστω R ένας (αριστερά ή δεξιά) ηµιαπλός δακτύλιος.

(1) Να δειχθεί ότι ο R περιέχει πεπερασµένο πλήθος µέγιστων αριστερών ή δεξιών ιδεωδών.
(2) Να δειχθεί ότι η τοµή όλων των µέγιστων (αριστερών ή δεξιών) ιδεωδών τουR είναι το µηδενικό ιδεώδες.
(3) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιοςR είναι (αριστερός και δεξιός) δακτύλιος του Artin και (αριστερός και δεξιός)

δακτύλιος της Noether.

΄Ασκηση 2.83. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα και I ένα ιδεώδες τιυ R. Θεωρούµε17 τον δακτύλιο
πηλίκο R/I ως R-πρότυπο, µέσω του επιµορφισµού δακτυλίων π : R−→R/I. Υποθέτουµε ότι το αριστερό
R-πρότυπο R/I είναι ηµιαπλό. Να δειχθεί ότι το αριστερό R/I-πρότυπο R/I είναι ηµιαπλό και εποµένως ο
δακτύλιος R/I είναι ηµιαπλός.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχείο x σε έναν δακτύλιο R καλείται µηδενοδύναµο, αν xn = 0, για κάποιο n ∈
N. ΄Ενα (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες I του R καλείται αµελητέο αν κάθε στοιχείο του I είναι µηδενοδύναµο.
΄Ενα (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες I του R καλείται µηδενοδύναµο, αν In =

{
0
}
, για κάποιο n ∈ N. Προφανώς

κάθε µηδενοδύναµο (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες I είναι αµελητέο αλλά το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει.

17∆ηλαδή η αριστερή δράση τουR επί της αβελιανής οµάδαςR/I δίνεται ως r·(x+I) = π(r)·(x+I) = (r+I)·(x+I) = rx+I.
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΄Ασκηση 2.84. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος.

(1) Να δειχθεί ότι ο R είναι (δεξιός και αριστερός) δακτύλιος του Artin και της Noether.
(2) Να δειχθεί ότι ο R δεν περιέχει µη-µηδενικά µηδενοδύναµα ιδεώδη.
(3) Να δειχθεί ότι ο R δεν περιέχει µη-µηδενικά αµελητέα ιδεώδη.

΄Ασκηση 2.85. ΄Εστω D ένας δακτύλιος διαίρεσης, και n ≥ 1.

(α) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Mn(D) είναι απλός.
(β) Να ϐρεθεί το κέντρο του δακτυλίου Mn(D).
(γ) Να ϐρεθεί ένα ελάχιστο αριστερό ιδεώδες του Mn(D).
(δ) Να δειχθεί ότι τα ελάχιστα αριστερά ιδεώδη του Mn(D) είναι ανά δύο ισόµορφα.
(ε) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Mn(D) είναι δακτύλιος του Artin και της Noether.
(ζ) Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Mn(D) είναι ηµιαπλός.

΄Ασκηση 2.86. Να δοθεί παράδειγµα απλού δακτυλίου ο οποίος δεν είναι ηµιαπλός.

΄Ασκηση 2.87. (1) Να εξετασθεί αν ο δακτύλιος Zn είναι ηµιαπλός.
(2) ΄Εστω K ένα σώµα, και I ένα ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων K[x]. Να εξετασθεί αν ο δακτύλιος

πηλίκο K[x]/I είναι ηµιαπλός.

΄Ασκηση 2.88. ΄Εστω R ένας δακτύλιος του Boole, δηλαδή ο R έχει µονάδα και ισχύει ότι : x2 = x, ∀x ∈ R.

1. Να δειχθεί ότι ο R είναι µεταθετικός, η χαρακτηριστική του είναι 2, και η αβελιανή οµάδα (R,+)
µπορεί να ϑεωρηθεί ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος Z2.

2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι ηµιαπλός αν και µόνον αν το σύνολο R είναι πεπερασµένο.
3. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι ηµιαπλός αν και µόνον αν ο R είναι δακτύλιος του Artin.

΄Ασκηση 2.89. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα.

1. Αν ο R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, να δειχθεί ότι ο R είναι αριστερός (ή δεξιός) δακτύλιος του
Artin, αν και µόνον αν ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

2. Να δειχθεί ότι αν ο δακτύλιος R είναι αριστερός δακτύλιος του Artin και I είναι ένα ιδεώδες του R,
τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι αριστερός δακτύλιος του Artin.

3. Αν ο R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος του Artin, τότε να δειχθεί ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι
µέγιστο.

Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, είναι κάθε πρώτο ιδεώδες του R µέγιστο ;

΄Εστω R ένας δακτύλιος και M ένα αριστερό R-πρότυπο. Υπενθµίζουµε ότι ένα υποσύνολο X ⊆ M
καλείται σύνολο γεννητόρων τουM αν 〈X〉 = M , δηλαδή το υποπρότυπο του X το οποίο παράγεται από
το X συµπίπτει µε το M . Το υποσύνολο X καλείται R-γραµµικά ανεξάρτητο, αν, ∀ri ∈ R, ∀xi ∈ X,
i = 1, 2, · · · , n:

r1x1 + r2x2 + · · · rnxn = 0 =⇒ r1 = · · · = rn = 0

Το υποσύνολο X καλείται ϐάση του αριστερού R-προτύπου M αν το X είναι ένα R-γραµµικά ανεξάρτητο
σύνολο γεννητόρων τουM . Το R-αριστερό R-πρότυποM καλείται ελεύθερο, αν έχει µια ϐάση. Συµβατικά
ϑεωρούµε το µηδενικό R-πρότυπο ως ελεύθερο µε ϐάση το κενό σύνολο.
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΄Ασκηση 2.90. ΄Εστω R ένας δακτύλιος καιM ένα αριστερό R-πρότυπο. Να δειχθεί ότι τοM είναι ελεύθερο
αν και µόνον αν το M είναι ισόµορφο µε το ευθύ άθροισµα ⊕i∈IRi της οικογένειας

{
Ri
}
i∈I αριστερών

R-προτύπων Ri, όπου Ri = R, ∀i ∈ I, και όπου I είναι (κατάλληλο) σύνολο δεικτών.

΄Ασκηση 2.91. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Να δειχθεί ότι αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης, τότε
κάθε µη-µηδενικό (αριστερό ή δεξιό) R-πρότυπο έχει µια ϐάση.

(Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε το Λήµµα του Zorn).

΄Ασκηση 2.92. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Να δειχθεί ότι αν κάθε αριστερό R-πρότυπο είναι ελεύθερο, τότε ο
δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα ασιστερό R-πρότυπο M καλείται µη-αναλύσιµο αν

M = M1 ⊕M2 =⇒ M1 =
{

0
}

ή M2 =
{

0
}

Προφανώς κάθε απλό R-πρότυπο είναι µη-αναλύσιµο.

΄Ασκηση 2.93. ΄Εστω ότι R είναι ένας ηµιαπλός δακτύλιος. Να δειχθεί ότι ένα (αριστερό ή δεξιό) R-πρότυπο
M είναι µη-αναλύσιµο αν και µόνον αν το M είναι απλό.

΄Ασκηση 2.94. ΄Εστω K ένα σώµα και n ∈ N. Αν A ∈ Mn(K), να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφι-
σµός δακτυλίων

ϕ : K[t] −→ Mn(K), έτσι ώστε ϕ(t) = A

Θέτουµε K[A] = Im(ϕ).

(1) Να δειχθεί ότι

K[A] =
{
k0In + k1A+ k2A

2 + · · ·+ knA
m ∈ Mn(K) | m ≥ 0, ki ∈ K, 0 ≤ i ≤ m

}
(2) Να προσδιορισθεί το ιδεώδες Ker(ϕ), έτσι ώστε :

K[t]/Ker(ϕ) ∼= K[A]

(3) Αν P είναι ένας αντιστρέψιµος n× n πίνακας, να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : K[A] −→ K[PAP−1], f(X) = PXP−1

είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων.

΄Ασκηση 2.95. ΄Εστω K ένα σώµα και A ∈ Mn(K).

(1) Αν ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος, να δειχθεί ότι ο δακτύλιος, ϐλέπε την ΄Ασκηση 2.94, K[A]
είναι ηµιαπλός.

(2) Αν το σώµα K είναι αλγεβρικά κλειστό και ο δακτύλιος K[A] είναι ηµιαπλός, να δειχθεί ότι ο πίνακας
A είναι διαγωνοποιήσιµος.

(3) Για τον πίνακα

A =

(
0 1
−1 0

)
∈ M2(R)

να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R[A] είναι ηµιαπλός αλλά ο πίνακας A δεν είναι διαγωνοποιήσιµος.

΄Ασκηση 2.96. (1) Να εξετασθεί αν υποδακτύλιοι ηµιαπλών δακτυλίων είναι ηµιαπλοί δακτύλιοι.
(2) Να εξετασθεί αν δακτύλιοι πηλίκα ηµιαπλών δακτυλίων είναι ηµιαπλοί δακτύλιοι.
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΄Ασκηση 2.97. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος.

(1) Αν ο δακτύλιος R είναι συνεκτικός, να δειχθεί ότι ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.
(2) Αν ο δακτύλιος R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, να δειχθεί ότι ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 2.98. ΄Εστω R ένας ηµιαπλός δακτύλιος και I ένα αριστερό ή δεξιό ιδεώδες του R. Αν xy = 0, για
κάθε x, y ∈ I, να δειχθεί ότι I = {0}.

΄Ασκηση 2.99. ΄ΕστωR ένας µεταθετικός ηµιαπλός δακτύλιος. Να δειχθεί ότι τυο πλήθπς των ταυτοδύναµων
στοιχείων του καθώς και το πλήθος των ιδεωδών του R είναι πεπερασµένο.

Ισχύει το συµπέρασµα αν ο δακτύλιος δεν είναι απαραίτητα µεταθετικός ;

΄Ασκηση 2.100. Να δειχθεί ότι η τοµή όλων των (αριστερών ή δεξιών) µέγιστων ιδεωδών ενός ηµιαπλού
δακτύλιου R είναι το µηδενικό ιδεώδες του R.

΄Ενα αριστερό (δεξιό) ιδεώδες I ενός δακτυλίου R καλείται µη-αναλύσιµο, αν το I ως αριστερό (δεξιό)
R-πρότυπο είναι µη-αναλύσιµο, ϐλέπε τέλος σελίδας 35.

΄Ασκηση 2.101. ΄Εστω ότι
R = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · In = J1 ⊕ J2 ⊕ · · · ⊕ Jm

όπου τα Ik, 1 ≤ k ≤ n και τα Jl, 1 ≤ l ≤ m, είναι µη-αναλύσιµα αριστερά (ή δεξιά) ιδεώδη του R. Να δειχθεί
ότι n = m και µετά από ενδεχόµενη αναδιάταξη των αριστερών ιδεωδών, έχουµε Ik ∼= Jk, 1 ≤ k ≤ n.

Υπενθυµιζουµε ότι ένα σώµα K καλείται αλγεβρικά κλειστό, αν κάθε µη-σταθερό πολυώνυµο υπεράνω
του K έχει µια ϱίζα στο K.

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι ένας δακτύλιος R = (R,+, ·) καλείται K-άλγεβρα, όπου K είναι ένα σώµα, αν
υπάρχει απεικόνιση

? : K×R−→R, (k, r) 7−→ k ? r

έτσι ώστε η τριάδα (R,+, ?) είναι K-διανυσµατικός χώρος και επιπλέον :

∀k ∈ K, ∀r, s ∈ R : k ? (r · s) = (k ? r) · s = r · (k ? s)
Για µια K-άλγεβρα R, κάθε αριστερό R-πρότυπο M , µε αριστερή δράση του R στο M (r,m) 7−→ r · m,
είναι µε ϕυσικό τρόπο K-διανυσµατικός χώρος, ορίζοντας k ? m = (k ? 1R) ·m.

΄Ασκηση 2.102. ΄Εστω K ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα και R µια K-άλγεβρα η οποία ως K-διανυσµατικός
χώρος έχει πεπερασµένη διάσταση.

(1) Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης, να δειχθεί ότι R = K.
(2) Να δειχθεί ότι αν ο δακτύλιος R είναι ηµιαπλός, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R ∼= Mn1(K) × Mn2(K) × · · · × Mnk(K)

και ιδιαίτερα : dimKR = n2
1 + n2

2 + · · ·n2
k.

΄Ασκηση 2.103. Να δειχθεί ότι αν R είναι ένας ηµιαπλός δακτύλιος, τότε ο δακτύλιος πινάκων Mn(R) είναι
ηµιαπλός, ∀n ≥ 1.
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΄Ασκηση 2.104. Να δειχθεί ότι αν R είναι ένας δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του µηδενός. Αν ο δακτύλιος
πινάκων Mn(R) είναι ηµιαπλός, για κάποιο n ≥ 1, να δειχθεί ότι ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 2.105. Ποιά η δοµή ενός µεταθετικού ηµιαπλού δακτυλίου R; (περιγραφή δακτυλίου µε τον οποίο
είναι ισόµορφος ο R, περιγραφή αριστερών ή δεξιών ιδεωδών του R, περιγραφή ταυτοδύναµων στοιχείων και
διαιρετών του µηδενός, κλπ).

΄Ασκηση 2.106. Να δειχθεί ότι κάθε ηµιαπλός δακτύλιος είναι πεπερασµένος µε την έννοια του Dedekind,
δηλαδή:

∀x, y ∈ R : xy = 1 =⇒ yx = 1

΄Ασκηση 2.107. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και M ένα πεπερασµένα παραγόµενο δεξιό R-πρότυπο µε σύνολο
γεννητόρων B =

{
x1, x2, · · · , xn

}
. Θεωρούµε τον δακτύλιο ενδοµορφισµών EndR(M) και ϑέτουµε :

S :=
{
A = (aij) ∈ Mn(R) | ∃ f = fA ∈ EndR(M) : fA(xj) =

n∑
i=1

xiaij , ∀j = 1, 2, · · · , n
}

(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο S είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, ο οποίος είναι υποδακτύλιος του Mn(R).
(2) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ: S−→EndR(M), Φ(A) = fA

είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων.
(3) Αν το σύνολο γεννητόρων B είναι ελεύθερο, δηλαδή ισχύει ότι

∀r1, r2, · · · , rn ∈ R : x1r1 + x2r2 + · · ·+ xnrn = 0 =⇒ r1 = r2 = · · · = rn = 0

να δειχθεί ότι S = Mn(R) και η απεικόνιση Φ είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

Mn(R)
∼=−→ EndR(M)

Η επόµενη ΄Ασκηση δείχνει ότι κάθε άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος k είναι
υποδακτύλιος18 του (ηµι-)απλού δακτυλίου πινάκων Mn(k).

΄Ασκηση 2.108. ΄Εστω S ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου R.

(1) Να δειχθεί ότι, ϑεωρώντας τον δακτύλιο R ως δεξιό S-πρότυπο, ο δακτύλιος R είναι ισόµορφος µε
έναν υποδακτύλιο του δακτυλίου ενδοµορφισµών EndS(R).

(2) Αν το δεξιό S-πρότυποR είναι πεπερασµένα παραγόµενο και έχει ένα ελεύθερο σύνολο γεννητόρων µε
την έννοια της παραπάνω ΄Ασκησης, να δειχθεί ότι ο δακτύλιοςR είναι ισόµορφος µε έναν υποδακτύλιο
του δακτυλίου πινάκων Mn(S) για κάποιο n ≥ 1.

(3) Να συµπεράνετε19 ότι µια άλγεβραR πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος k, είναι ισόµορ-
ϕη µε µια υποάλγεβρα της (ηµι-)απλής άλγεβρας πινάκων Mn(k).

18Ακριβέστερα είναι υποάλγεβρα, δηλαδή είναι ταυτόχρονα υπόχωρος και υποδακτύλιος.
19

Υπόδειξη: Αν R είναι µια άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος k, τότε, ϑεωρώντας το k ως υποδακτύλιο
του R µέσω του µονοµορφισµού δακτυλίων k−→R, a 7−→ a · 1, προκύπτει ότι η άλγεβρα R είναι πεπερασµένα παραγόµενο
k-πρότυπο µε ελεύθερο σύνολο γεννητόρων µια ϐάση του k-διανυσµατικού χώρου R.
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Μια άλγεβρα R πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K καλείται ηµιαπλή άλγεβρα, αν ο
δακτύλιος R δεν περιέχει µη-µηδενικά µηδενοδύναµα ιδεώδη.

΄Ασκηση 2.109. Να δειχθεί ότι µια άλγεβρα R πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K είναι
ηµιαπλή άλγεβρα αν και µόνον αν ο δακτύλιοςR είναι ηµιαπλός (δηλαδή το αριστερόR-πρότυποR είναι ευθύ
άθροσµα ελάχιστων αριστερών ιδεωδών ή ισοδύναµα το δεξιό R-πρότυπο R είναι ευθύ άθροσµα ελάχιστων
δεξιών ιδεωδών).

΄Ασκηση 2.110. ΄ΕστωP (t) ένα πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές. Να δειχθεί ότι η άλγεβραC[t]/(P (t))
είναι ηµιαπλή αν και µόνον αν το πολυώνυµο P (t) δεν έχει πολλαπλές ϱίζες.

΄Ασκηση 2.111. Να δειχθεί ότι µια µεταθετική άλγεβρα πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος
είναι ισόµορφη µε ένα ευθύ γινόµενο σωµάτων.

΄Ασκηση 2.112. ΄Εστω R µια ηµιαπλή άλγεβρα R πεπερασµένης διάσταση·ς υπεράνω ενός σώµατος. Αν
όλα τα ταυτοδύναµα στοιχεία του R είναι κεντρικά, να δειχθεί ότι η άλγεβρα R είναι ισόµορφη µε το ευθύ
γινόµενο δακτυλίων διαίρεσης.
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