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 �. ���	������ ��������� ������ �����  
 ��������� ������� ���	�� 
 
 
 
�-1. �� �� ��	
��� �� ��������������� tanz y� , �� �������
��  ��� � ���� �� 

�����	����� ������� ����� 
3

2

1 tan tan 0,  (0)
cos 4

dy x y x y y
y dx

�
� � � �  

 ���� ��� �������� 
lim ( ) 0.
x
y x

��
�  

 
 
�-2. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

2( ) ( ) ,  (0) 1,q x y yq x y y� �� � �  
 ��� q  ����� ��� 
����	 �������� �� ����	 �����!�� ��� �  ��� �� (0) 1q � . 
 
 
�-3. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

	 
/ /( ) 1 0.x y x ydyy x e y e
dx

� � � �  

[$����� 1/
1/ 2

1 log 1 ..z
z

z dz ze
ze z

����

�
� � �

�� ] 
 
 
�-4. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

  ( 1) .
( 3 2)

dy y x y
dx x x y

� �
� �

� �
 

 
 
�-5. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  2 2 3( ) 3 2 0x xy y xy y�� � � � , 
 �"�� ���
�� ���� �������!����� ���������� ��	� ��� ���"	� ( , ) ( ).nx y x y� ��  
 
 
�-6. �� ����
��� �� �����	���� ������� �����: 

 (i)  1 log
2log

dy yy y
dx x y

� � � ,  2( 1) .y e� �  

 (ii)  
2

2

(1 )dy y
dx x x xy

�
� �

� �
,  (1) 1.y �  
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�-7. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  ( 2 3) 3 0x y y x y�� � � � � � , 
 �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� t x � � , z y �� � (���   ��� 

�  ����� ���
���� �� 
� ������ �� ��������������). 
 
 
�-8. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 
   2 21 ( ) xy x y x y e� � � � � � ,  (0) 1.y �  
 
 
�-9. �� �� ��	
��� �� ��������������� z x y� � , �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  4 3 2 2( )( 2 1) 1y x x y x x y x y� � � � � � � . 
 
 
�-10. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  3 3 2( cos ) 0y xy y y y xy y�� � � � � . 
 
 
�-11. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  2 3 4 3(2 ) ( 4 8 ) 0;   0,  0x x y y dx x xy y dy x y� � � � � � � � , 
 �"�� ����� ���
�� ���� �������!����� ���������� ��	� ��� ���"	� 

( , ) ( )x y xy� �� (��� �  ����� ��� �������� �� 
� ������ �� �������������). 
 
 
A-12. �� ����� 1 1 1, , ,   , , � �  � �  ���
���� �� 1 1 0�  �� �  ��� �� 
�!�	���� �� ���� 

0 0,x y  �� ���	�����  
  0 0 1 0 1 0 10,   0x y x y � �  � �� � � � � � . 
 �� �� ��	
��� ��� �������������� 
  0 0,X x x Y y y� � � � , 
 �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

  
1 1 1

dy x y
dx x y

 � �
 � �

� �
�

� �
. 

 �������	: �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

  3
2 3

dy x y
dx x y

� � �
�

� �
. 

 
 
�-13. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� ,X x Y y �� � � �  (���   

��� �  ����� ���������� ���
��� �� 
� ������ �� ��������������), �� ����
�� � 
���"����	 �#��!�� 
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  1 1exp
2 2

dy x y x y
dx x x

� � � �� �� � � �� �� �
. 

 
 
�-14. �� ��� �������������  tx e� , �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

 
22

2 0,  0d y dy dyxy x y x
dx dx dx

� �� � � �� �
� �

. 

 
 
�-15. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  3 2 2(2 3 ) ( ) 0y xy dx x xy dy� � � � , 

 �� �� ��	
��� �������!����� ��������� ��� ���"	� 1( , ) xx y
y y

� �
� �

� � �
� �

, ��� �  

����� ��������� �������� (�� 
� ������ �� ���
��). 
 
 
A-16. �� ����� p  ��� q  ������� ����������� �����	���� ��� �������� [0,�), ������� 

����  
  ( ) ( )p x q x�   ��� ��� �� 0x � , 
 ��� �� 
�!�	���� ��� ������ ��#�� ��������� ��������� ���"������ �#�������  
 (P) 0y py� � �  
 ��� 
 (Q) 0z qz� � � . 
 �� �#������� �� ����� ���
	� 	 %��	� � �������: �� ���� �� ������ ��� (Q) 

������ ���� �� ����� ��� x� � , ���� ���� �� ������ ��� (P) ������ ���� �� 
����� ��� x� � . 

 
 
�-17. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

  2

1 1 3 0xdx dy
x y y y

� � � �
� � � �� � � �

� � � �
, 

 �"�� ���
�� ���� �������!����� ���������� ��� ���"	� ( , ) ( )x y x y� �� , ��� �  
����� ��� ��������� �������� (�� 
� ������ �� �������������). &�� �������, 
�� ����
�� � �������! ���"����	 �#��!�� ��� �� ���� ����� �����. 

 
 
�-18. �� �������
�� ��� � ���"����	 �#��!�� 

  2 2 3( 1) 1 2
2

dy x y x y x
dx

� �� � � � � � �� �
� �

 

 ������� ������ ��� ���"	� 2y x�� �  (��� �  ����� ���
���).  &�� �������, �� 
����
�� � ���"����	 �#��!�� ��	. 
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�-19. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  2 2 2 2 2 2[ ( ) ] [ ( ) ] 0y x x y dx y x y x dy� � � � � � , 
 �"�� ����� ���
�� ���� �������!����� ���������� ��� ���"	� 

2 2( , ) ( )x y x y� �� �  (��� �  ����� ��� �������� �� 
� ������ �� �������������). 
 
 
�-20. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
  3 2 2(2 3 ) ( ) 0y xy dx x xy dy� � � � , 
 �� �� ��	
��� �������!����� ��������� ��� ���"	� 2( , ) ( / )x y x y� ��  (��� �  

����� ��� �������� �� 
� ������ �� �������������). 
 
 
A-21. '��! � ������ ��#�� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) y py q� � � , 
 ��� p  ��� q  ����� ������� ����������� �����	���� ��� �������� [0,�). �� 

��
����� ��� ������ 0 0x �  ��� ��� ���
��� 0� � , ���� ���� ( )p x ��   ��� 
��� ��  0x x� , ��� ��� lim ( ) 0

x
q x

��
� . �� �������
�� ��� ���� �� ������ ��� (*) 

������ ���� �� ����� ��� x� � . 
 �������	: �� �������
�� ��� ��
� ���� ��� �������	� ���"����	� �#��!��� 

  2

5 coslog sin ,  0
2 ( 1)

xy y x x
x

� �� � � � �� � �� �
 

 ������ ���� �� ����� ��� x� � . 
 
 
�-22. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 
   22( ) ( 1) ;   (1) 2,  (1) -1y y y y y� �� �� � � � . 
 
 
�-23. �� ��� ������������� /y y z� � , �� ����
�� �� �������� ������� ����� 
   2 2( ) 0;   (1) 1,  (1) 0x yy xy y y y�� � �� � � � � . 
 
 
A-24. +������ �  ���"����	 �#��!�� 
 (*) 2 2( ) ( ) 0xy y dx xy x dy �  �� � � � , 
 ���   ��� 0� �  ����� ����������� ���
����. �� ���
�� ���� �������!����� 

���������� ��� (*) ��� ���"	� ( , ) ( )x y x y� �� � , ��� �  ����� ��������� 
��������. &�� �������, �� ��	�� ���� �� �������!����� ��������� 	 �� 
����� �����, �� ����
�� � (*). 

 
 
�-25. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

  
2 2

2

(2 2 1) .
3

dy y x xy
dx x y

� �
� �

�
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�-26. �� ����� b  ��� c  
������ ���
����. �� �������
�� ��� ��
� ���� y  ��� ��������	� 

�#��!���  ( )y y b cy� � �  ��  (0) 0y �  ��������� 
����	 ��� 0x �  ��� ������ ���� �� 
���
��	 ���� /b c  ��� x� � . 

 
 
A-27. '��! � ������ ��#�� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) y ay b� � � , 
 ��� a  ��� b  ����� ������� ����������� �����	���� ��� �������� [0,�). �� 

�������
�� ���: 
  (i)  ��  ( )a x m�  ��� ��� �� 0x � , ��� m  ����� ��� �� �������	 ���
���, 

��� � �������� b  ����� "������� ��� [0,�), ���� ��
� ���� ��� (*) ����� 
"������� ��� �������� [0,�).  

  (ii)  ��  ( )a x k�  ��� ��� �� 0x � , ��� k  ����� ��� 
����	 ���
���, ��� � 
�������� b  ����� "������� ��� [0,�), ���� ������ ������� ��� ���� ��� (*) 
�� ����� "������� ��� �������� [0,�) ��� � ���� ��	 ������� ��� ��� ���� 

 ( ) ( )exp ( )
x

x s
y x b s a t dt ds

�  !� � " #$ %� �  ��� 0x � . 





 
 
 
 B. ��������� ���	������ ��������� 
 
 
 
/-1. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

2
2 2

2 log ,  0d y dyx x y x x x
dx dx

� � � � . 

 
 
/-2. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

2
2 3

2 2 2 ,  0xd y dyx x y x e x
dx dx

� � � � . 

 
 
/-3. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

2 ,  0;    (1) 0,   (1) 1xy y y e x x y y�� � �� � � � � � . 
 
 
/-4. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

(1 ) 0,  1x y xy y x�� �� � � � �  
 �� �� �������� ��� ���� ����	 ���� �� �� ���"����	 �#��!�� 

22 (2 1) (4 1) (2 1) 0,  1x x y x y x y x�� �� � � � � � � . 
 
 
/-5. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

-3 2 1 (1 ),   xy y y e x�� �� � � � &� . 
 
 
/-6. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

2
2

2 2 2

2 2 1
1 1

d y x dy y x
dx x dx x

� � � �
� �

. 

 
 
/-7. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

3 2 32 2 sin ,  0x y x y xy y x x x��� �� �� � � � � . 
 
 
/-8. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

0,  y xy y x�� �� � � &� , 
 �"�� �������!
�� ��� 2- 2

1( ) ,  xy x e x� &�  ����� ��� ���� ���. 
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/-9. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

2 2( 1) ( 1) ( 1) log ( 1),  1;    (0) 0,  (0) 1x y x y y x x x y y�� � �� � � � � � � � � � � . 
 
 
/-10. �� �� ��	
��� �� ��������������� z xy� , �� ����
�� � �������	 ���"����	 

�#��!�� 
2( 1) (3 2)( 1) log( 1),  0x x y x x y y x x�� �� � � � � � � � . 

 
 
/-11. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� y x z�  (���   ����� 

���������� ����������� ���
���), �� ����
�� � �������	 ���"����	 �#��!�� 
2 2 3/ 21 sin ,  0

4
x y xy x y x x x� ��� �� � � � �� �

� �
. 

 
 
/-12. �� ����
�� � ���"����	 �#��!��  

2 32 2 log ,  0x y xy y x x x�� �� � � � . 
 
 
/-13. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� my u�  (��� m  � 0 ����� ���� 

��������), �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 
2 2 32( ) 2 0yy y yy y xy�� � �� � � � � . 

 
 
/-14. �� �������
�� ��� �� �����	���� 

1/ 2
1( ) cos ,  0y x x x x�� �    ���   1/ 2

2 ( ) sin ,  0y x x x x�� �  
 ��������� ��� ������ ������ ����!� ��� ��������� �������	� ���"����	� 

�#��!��� 
2 2 1 0,   0

4
x y xy x y x� ��� �� � � � �� �

� �
. 

 &�� �������, �� ����
�� � �� ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 
2 2 3/ 21 ,   0

4
x y xy x y x x� ��� �� � � � �� �

� �
. 

 
 

/-15. �� �� ��	
��� �� ��������������� sinzy x
x

� , �� ����
�� �� �������� 

������� ����� 

2 0,   0, ;    0,   1
2 4 4

xy y xy x y y� � �� � � � � ��� � �� � � & � �� � � � � �
� � � � � �

. 
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/-16. �� ��� ������������� /y xz e�� , �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

3 2 22 ( ) ;    (1) 0,   (1) 2x y x xy y y y�� � �� � � � � . 
 
 
/-17. �� ����
�� � ������	� �������	 ���"����	 �#��!��  

2 1(2 1) 0
4

y x y x x y� ��� �� � � � � �� �
� �

, 

 �"�� ����� ���
�� ��� ���� 1y  ��	� ��� ���"	� 2

1( ) ,  x xy x e x ��� &�  (���   
��� �  ����� ����������� ���
���� �� 
� ������ �� ��������������). 

 
 
/-18. �� �� ��	
��� ��� �������������� 2 / 2xy ze�� , �� ����
�� �� �������� ������� 

����� 
2(2 1) ( 1) 0;    (0) 0,   (0) 5y x y x x y y y�� � �� � � � � � � � . 

 
 
/-19. �� �� ��	
��� ���� �������������� ��� ���"	� t x�  (���   ����� ���������� 

����������� ���
��� �� 
� ������ �� ���
��), �� ����
�� � �������	 ���"����	 
�#��!�� 

2
2

3 5 2
2 4 4 sin ,  0xd y dyx x y x e x x

dx dx
� � � � . 

 
 
/-20. �� ��� ������������� ,  0u y x x� � , �� ����
�� � ������	� �������	 

���"����	 �#��!�� 
2 2 1 0,   0

4
x y xy x y x� ��� �� � � � �� �

� �
. 

 
 
/-21. �� ��	�� �� ��������������� 21t x� � , �� ����
�� � �������	 ���"����	 

�#��!�� 
2 2 2 2 3 3 2(1 ) (1 3 )(1 ) 8 4 (1 ),   0x x y x x y x y x x x�� �� � � � � � � � . 

 
 
/-22. +������ � �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) ( ) ( ) 1y p x y q x y x�� �� � � �  
 ��
�� ��� � ���������� ������	� �#��!�� 
 (*0) ( ) ( ) 0y p x y q x y�� �� � � , 
 ��� p  ��� q  ����� ������� ����������� �����	���� ��� � . �� ��
����� ��� 

��� ���� ��� (*0) ����� � 2
1( ) (1 ) ,  y x x x� � &�  ��� ��� � ���;��� Wronski ��� 

����!��	���� ����!� ��� (*0) ����� ���
���. �� ����
�� � �������	 ���"����	 
�#��!�� (*). 
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/-23. '��! � ������ ��#�� ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*0) 3 2 1 0 0a y a y a y a y��� �� �� � � � , 
 ��� 0 1 2, , a a a  ��� 3a  ����� ������� �����	���� �� ��� �������� $ ��� 

���������	� �
���� ��� 3 ( ) 0a x �  ��� ��� �� x&I. �� ����� 1y  ��� 2y  ��� ������ 
��� (*0) ������� ����  

1( ) 0y x �   ���  2 1( / ) ( ) 0y y x� �     ��� ��
� x&I. 
 �� ����
�� � (*0) �� ����!�	 ��	� �� ��� ������ ��#�� ������	 �������	 

���"����	 �#��!��. 
 
 
/-24. �� ����� ' (1 2,y y  ��� ������ ������ ����������� ����!� ���� ��������� 

�������	� ���"����	� �#��!��� �������� ��#�� �� �������� ������� �� (-�,�). 
�� �������
�� ��� ����#� ��� ���������� ��;�� ��� 1y  ������ ������� ��� ��;� 
��� 2y . 

 
 
/-25. '��! � ���"����	 �#��!�� 0y ay�� � � , ��� a  ����� ��� ����	� ���������	 

�������� ��� �������� 1 2( , )x x  �� 1 2x x�� � ) � � . �� �������
�� ��� �� ��;�� 
���� �� �������	� ����� ��� �������! ���"����	� �#��!��� ����� �����!����� 
(�����	 ��
� ������ �� ����� �!� ��;�� ��� ����� ������ ��������� 
����). [
������: �� �������
��, �����, ��� ��� ��
� ��;� *x  ���� �� �������	� 
����� y  ������ ( *) 0y x� � .] 

 
 
/-26. '��! � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*0) 0y py qy�� �� � � , 
 ��� p  ��� q  ����� ������� �����	���� �� ��� �������� ( , ) �  �� 

 ��� � ) � � . �� ����� 0 ( , )x  �&  ��� 1y , 2y  ��� ������ ��� (*0). �� �������
�� 
���, �� 1 0( ) 0y x �  ��� 1 2 0( , )( ) 0W y y x � ,  ���� ���� ����� 1 0y �  ���� ������ 

2 2 0 1 0 1[ ( ) / ( )]y y x y x y� �� . 

/-27. '��! $ ��� �������� ��� ���������	� �
���� ��� ���! 0x  ��� ������ �� $. �� 
����� 1 2, , , my y y�  ������ ���� n-��#�� ��������� �������	� ���"����	� �#��!��� 
�� �������� ������� �� $. �� �������
�� ��� �� ������   ( 1,2, , )ky k m� �  ����� 
�������� ���#������� �� ��� ����� �� �� ���������� 

  

0

0

( 1)
0

( )
( )

   ( 1,2, , )

( )

k

k

n
k

y x
y x

k m

y x�

� �
� ��� � �
� �
� �� �
� �

�
�
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 ����� �������� ���#������. 
 
 
/-28. �� ����� , *  ��� c  ���
���� �� 0  *� )  ��� 0c � .  �� ����
�� � �������	 

���"����	 �#��!��  
22 sin ,  y y y c x x * *�� �� � � &� . 

 
 
/-29. '��! � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

 (+) 
5

( )

0

0k

k

y
�

�, . 

 (i) �� ���
�� ��� ������ ������ ����������� ����!� ��� (+). 
 (ii) �� �������
�� ��� �� ������ ��!� �!� ����������� ����!� ��� (+), �� 
������ ������ ���� �� ����� ��� x� � , ����� ���� ��������� ����� ��� �� �  
���, ��� �������, �� ���
�� ��� ���� ����. 

 
 
/-30. '��! � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*0) ( ) ( 1)

1 1 0 0n n
n na y a y a y a y�

� �� � � � �� , 
���   ( 0,1, , 1, )ia i n n� ��  ����� ������� �����	���� �� ��� �������� 0[ , )x �  ��� 

( ) 0na x �  ��� ��� �� 0x x� . �� ���
�� ��� �������� ��
	�� ���� ��
� ���� ��� 
(*0) ��
�� ��� �� �����!��� ����� n-1 ��#�� ��	� �� ����� "�������� ��� 
�������� 0[ , )x � . 
�������	 $: �� �������
�� ��� � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

cos 0y xy y x�� �� � �  ���� ��� ���������� ���� ������ ���� ��	 	 � �����!��� 
��� �� ��� ����� "������� ��� �������� [0, )� . 
�������	  $$: �� 
�!�	���� ��� Euler ������	 �������	 ���"����	 �#��!�� 

  ( ) 1 ( 1)
1 1 0 0,  1n n n n

n nx y x y xy y x   � �
� �� � � � � �� , 

 ���   ( 0,1, , 1, )i i n n � ��  ����� ����������� ���
��� �� 1 0n n  � ) . �� 
�������
�� ��� � ���"����	 �#��!�� ��	 ���� ��� ���������� ���� y , ������ 
���� � ���� y  	 ��� ���������� ��� ��� ��������� ( )  ( 1, , 1)ky k n� ��  ��	� 
�� ����� �� "������� �������� ��� [1, )� . 

 
 
/-31. �� ����� �  ��� �  
������ ���
��� �� 2 4� �� . �� �������
�� ��� ���� �� ������ 

��� �������	� ���"����	� �#��!���   
  2( 1) sin ,  0y y y x x x� � ��� �� � � � �  
 ������ ���� �� ����� ��� x� � . 
 
 
/-32. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� t x�  (���   ����� 

��������� ���������	 ���
���), �� ����
�� � �������	 ���"����	 �#��!�� 
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3 0,  0xy y x y x�� �� � � � . 
 
 
/-33. �� �� ��	
��� ��� �������������� 2 4xy ze�� , �� ����
�� � ������	� �������	 

���"����	 �#��!�� 
21 1 0

2 4
y p x y� ��� � � � �� �

� �
, 

 ��� p  ����� ��� ���������	 ���
���. 
 
 
/-34. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� y x z�  (���   ����� ���� 

����������� ���
��� �� 
� ������ �� ���
��), �� ����
�� � �������	 ���"����	 
�#��!�� 

2 2 3/ 2 -1 ,  0
4

xx y xy x y x e x� ��� �� � � � �� �
� �

. 

/-35. �� �� ��	
��� �� ��������������� 2( ) 2x xy ue� �� , �� ����
�� � ������	� 
�������	 ���"����	 �#��!�� 

2 1(2 1) 0
4

y x y x x y� ��� �� � � � � �� �
� �

. 

 
/-36. '��! � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

 (+) 
7

( )

0

0k

k

y
�

�, . 

 (i) �� ���
�� ��� ������ ������ ����������� ����!� ��� (+). 
 (ii) �� �������
�� ��� �� ������ ��!� �!� ����������� ����!� ��� (+), �� 
������ ������ ���� �� ����� ��� x� � , ����� ���� ��������� ����� ��� �� �  
���, ��� �������, �� ���
�� ��� ���� ����. 

 
 
/-37. �� ����� , *  ��� c  ���
���� �� 0  *� )  ��� 0c � . <�� ������ ���� y  ��� 

�������	� ���"����	� �#��!���  
22 cos ,  y y y c x x * *�� �� � � &� , 

 �� ���
�� �� limsup ( )
x

y x
��

. 

 
 
/-38. �� ����
�� � ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

2 2 1 0,  0
4

x y xy x y x �� ��� �� � � � ) )� �
� �

, 

 �"�� ����� ���
�� ��� ���� 1y  ��	� ��� ���"	� 1( ) sin ,  (0, )y x x x x �� &  (��� 
  ����� ���� ����������� ���
��� �� 
� ������ �� �������������). 
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/-39. �� 
�!�	���� �� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) ( ) ( 1)

1 1 0
n n

ny a y a y a y b�
� �� � � � �� , 

 ���   ( 0,1, , 1)ia i n� ��  ����� ���
���� ��� b  ����� ��� ����	� �������� ��� 
� . �� ����� 0y  � ���� ��� ����������� ��������� �������	� ���"����	� �#��!��� 
�� ������ ��� ������� ��
	��� 

  ( 2) ( 1)
0 0 0 0(0) (0) ... (0) 0,  (0) 1n ny y y y� ��� � � � � . 

 �� �������
�� ���  
  0 0

( ) ( ) ( ) ,  
x

y x y x t b t dt x� � � &� �  
 ����� � ���� ��� (*) �� ������ ��� ������� ��
	��� 
  ( 1)(0) (0) ... (0) 0ny y y� � �

��� � � � . 
 
 
/-40. �� ����� ,  ,  a b c  ��� k  
������ ���
��� ������� ���� �� ������ 2bk ak c� � . �� 

�������
�� ��� ���� �� ������ ��� �������	� ���"����	� �#��!���   
  ,kxay by cy e x��� �� � � &�  
 ������ ���� �� ����� ��� x� � . 
 
 
/-41. �� ��� ������������� 2(1 )z x y� � , �� ����
�� � �������	 ���"����	 �#��!�� 

2 2 2 2 2(1 ) (3 1) (1 ) log ,  0x x y x x y x y x x x�� �� � � � � � � . 

 
/-42. �� �� ��	
��� ���� ��������������� ��� ���"	� t x�  (���   ����� 

���������� ���
��� �� 
� ������ �� ���
��), �� ����
�� � �������	 ���"����	 
�#��!�� 

4 2 22 (1 ) 1 ,  0x y x x y y x x�� �� � � � � . 

/-43. �� ����� b  ��� c  ����������� ���
���� ��� ���! y  ��� ���� ��� ��������� 
�������	� ���"����	� �#��!���   

  2 0y by cy�� �� � �  
 ������ ���� (0) (1) 0y y� � . �� �������
�� ���  
  ( ) 0y n �    ��� ��
� �������� n . 
 
 
/-44. �� ����� ,  ,  a b c  ��� k  
������ ���
��� �� 2bk ak c� � . �� �������
�� ��� ���� �� 

������ ��� �������	� ���"����	� �#��!���   
  ,kxay by cy xe x��� �� � � &�  
 ������ ���� �� ����� ��� x� � . 
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/-45. '��! k  ���� 
������ ��������. �� ���
��� �� ����� ��� ���������	� 
��������� c , ���� ���� � ������	� �������	 ���"����	 �#��!��   

  2 0y cy y�� �� � �  
 �� ���� ��� �� �������	 ���� y  ������ ���� (0) (2 ) 0y y k�� � .  
 
 
/-46. +������ � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) 2y y y � ��� �� � � , 
 ���   ��� �  ����� ����������� ���
��� �� 0 �  ��� 2� � , ��� �  ����� ��� 

����	� ���������	 �������� ��� �������� [0, )� . �� �������
�� ���, �� 
lim ( ) 0
x

x�
��

� , ���� ��� ��
� ���� y  ��� (*) ������ 
  lim ( ) lim ( ) 0

x x
y x y x

�� ��
�� � . 

/-47. +������ � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) 2y y y � ��� �� � � , 
 ���   ��� �  ����� ����������� ���
��� �� 0 �  ��� 2� � , ��� �  ����� ��� 

����	� ��� "������� �������� ��� �������� [0, )� . �� �������
�� ��� ���� �� 
������ ��� (*) ����� "�������� ��� [0, )� . *�����, �� �������
�� ��� �� �����!��� 
�!� ����!� ��� (*) ����� "�������� ��� �������� [0, )� . 

 
 
/-48. '��! � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) ay by cy ��� �� � � , 
 ��� ,  , b c ����� 
������ ����������� ���
��� ��� �  ����� ��� ����	� �������� 

��� �������� [0, )�  ������ ���� lim ( ) 0
x

x�
��

� . �� �������
�� ��� ���� �� ������ ��� 
(*) ������ ���� �� ����� ��� x� � . 

 

/-49. �� �������������� ���� �� ����������� ���
��� 1L � , ���� ���� � ������	� 
�������	 ���"����	 �#��!��   

  2 0,  1x y y x L�� � � � �  
 �� ���� �� ��������� ������ y  �� �� ������� ��� ��
	��� (1) ( ) 0y y L� � .  
 
 
/-50. +������ � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) 22y y y b �� �� � � , 
 ���  &�  �� 0 �  ��� b  ����� ��� ����	� �������� ��� �������� [0, )� . �� 

����� y  ��� ������ ���� ��� (*) ��� ���! 1( ) ( )Y x y x
x

�  ��� 0x � . �� �������
�� 

���: 
   (i) �� � b  ����� "�������, ���� � Y  ����� "�������. 
   (ii) �� lim ( ) 0

x
b x

��
� , ���� lim ( ) 0

x
Y x

��
� . 
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/-51. �� ����� b  ��� ����	� �������� ��� �������� [0, )� , ��� ��� ����� ������ ��� 

���
��� 0C �  ���� ���� 
  

 1
( )

x

x
b t dt C

�
��    ��� ��� �� 0x � . 

 �� �������
�� ��� ������ 

  
 0

( )
1

xx t ee e b t dt C
e

� �
��    ��� ��
� 0x � . 

 &�� �������, �� �������
�� ��� ���� �� ������ ��� �������	� ���"����	� 
�#��!���  

  2 2y y y b�� �� � �  
 ����� "�������� ��� �������� [0, )� . 
 
 
/-52. '��! � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) 2y y b*��� �� � , 
 ��� 0* �  ����� ��� ���
��� ��� b  ����� ��� ����	� �� �������	 �������� ��� 

�������� [0, )� . �� ���
��� ���� �� ������ ��� (*). *�����, �� ���
�� � ���� 0y  
��� (*) �� ������ ��� ������� ��
	��� 0 0(0) (0) 0y y�� �  ��� 0 (0) 1y�� � . &�� 

�������, �� �������
�� ��� � ��
	�� 
 0

( )b x dx
�

) ��  ����� ��� ����	 ��
	�� 
���� ���� �� ������ ��� (*) �� ����� "�������� ��� �������� [0, )� . =����, �� 
��
�� ��� ���������� ���� "�������� ��������� b  ��� [0, )�  ���� ���� � ���� 

0y  ��� (*) �� ����� �� "������� ��� �������� [0, )� . 
 

/-53. �� �������
�� ��� ������ ����������� ���
����   ��� -  ���� ����, ��� ��
� 
���� y  ��� �������	� ���"����	� �#��!���  

  8 25 2cos ,  y y y x x�� �� � � &� , 
 �� ������ 
  . /lim ( ) cos( ) 0

x
y x x -

��
� � � . 

 
 
/-54. '��! � �� ������	� �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) cos sin sin ,  y y x y x x x�� �� � � &�  
 ��� �� ���������� �� (*0) ��� ���������� ������	 �������	 ���"����	 

�#��!�� ��	�. �"�� �������!
�� ��� sin
1( ) ,   xy x e x� &�  ����� ��� (�����	) ���� 

��� (*0), �� ���
��� ��� �������� ���#������� ������ ��� (*0). &�� �������, �� 
���
�� � (�����	) ���� y�  ��� (*) �� ������ ��� ������� ��
	���  

(0) (0) 0y y� ��� � . 
 =����, �� ���
�� � ���� y  ��� (*) �� ������ ��� ������� ��
	��� 

(0) 1y �   ���  (0) 0y� � . 
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/-55. +������ � �������	 ���"����	 �#��!��  

 (*1) 2 3 4 2 3

1 2 2 1 1 2 2 21 ,  1y y y x
x x x x x x x x

� � � ��� �� � � � � � � � �� � � �
� � � �

. 

 �� �������
�� ��� � ������������� 1t x�  �����������;�� ��� (*1) �� ��� �� 
������	 �������	 ���"����	 �#��!�� (*2). �� ���
�� ��� �����	 ���� y�  ��� 
(*2) ��� ���"	� ( ) ,  1my t t t� � )  (m  ��������). �� ����� (*3) � ���������� 
������	� �#��!�� ��� (*2). �� ���
��� ��� ������ 1y  ��� 2y  ��� (*3) �!� 
���"��  1( ) ,  1y t t t �� � )   ���  2 ( ) ,  1ty t e t�� )   ( , ,  � �  ���
����). =����, �� 
���
�� � �����	 ���� ��� (*1). 

/-56. �� ����� �  ��� *  ��� 
������ ����������� ���
��� �� � *� . �����, �� ����� f  
��� ����	� ���������	 �������� ��� �������� [0, )�  �� lim ( )

x
f x L

��
� , ��� L  

����� ��� ���������	 ���
���. �� �������
�� ���, ��� ��
� ���� y  ��� 
�������	� ���"����	� �#��!��� 

  22y y y f� *�� �� � � , 
 ������ 
  2lim ( )

x
y x L *

��
�    ���   lim ( ) 0

x
y x

��
� � . 

 
 
/-57. '��! � �������	 ���"����	 �#��!��  
 (*) 22 cos ,  y y y c x x * *�� �� � � &�  
 ��� 0, >0 *�  ��� 0c �  ����� ����������� ���
����. �� ���
��� ���� �� 

����������� ������ ��� (*). &�� �������, �� ���
�� � ���� 0y  ��� (*) �� 
������ ��� ������� ��
	��� 

0 0(0) (0) 0y y�� � . 
 
 
/-58. '��! � �� ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) 2 1 0y a y a y a y b��� �� �� � � � , 
 ��� 0 1,a a  ��� 2a  ����� ���
����, ��� b  ����� ��� ����	� �������� ��� 

��������  [0, )� . 
(i) �� ����� 0y  � ���� ��� ��������� �������	� ���"����	� �#��!��� 

 (*0) 2 1 0 0y a y a y a y��� �� �� � � � , 
 � ����� ������ ��� ������� ��
	��� 
  0 0(0) (0) 0y y�� �    ���   0 (0) 1y�� � . 
 �� �������
�� ��� ��� �����	 ���� ��� (*) ����� �  
  0 0

( ) ( ) ( )
x

y x y x t b t dt� � ��    ���  0x � . 
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 (ii) �� ��
����� ��� �� ������� 3 2
2 1 0a a a� � �� � �  ���� ��� ���	 ��;� 

1�  �� 1Re 0� �  ��� ��� ����	 ��;� 2�  �� 2Re 0� ) . �����, �� ��
����� ��� 

 
 0

( )b x dx
�

) �� . 
�� �������
�� ��� ���� �� ������ ��� (*) ����� "�������� ��� [0, )� . 

 
 
/-59. +������ � �������	 ���"����	 �#��!�� 
 (*) 2 1 0a y a y a y b�� �� � � , 
 ��� 0 1,a a  ��� 2 0a �  ����� ���
���� ��� b  ����� ��� ����	� �������� ��� 

�������� [0, )� . �� ����� 1�  ��� 2�  �� ��;�� �� ���!���� 2
2 1 0a a a� �� �  �� 

1 2� ��  ��� �� ��
����� ��� 1Re 0� )  ���  2Re 0� ) . *�����, �� ��
����� ��� 
������ ��� ���
��� 0C �  ������ ���� 

  
 1

( )
x

x
b t dt C

�
��    ��� ��
� 0x � . 

 �� �������
�� ��� ���� �� ������ ��� (*) ����� "�������� ��� �������� [0, )� . 
 
������: �� �������
�� ���, ��� �������, �� �����������
�� �� �����
�: �� 

����� �  ��� ����	� �� �������	 �������� ��� �������� [0, )�  ������ ����, ��� 
������ ���
��� 0C � , �� ������  

  
 1

( )
x

x
t dt C�

�
��    ��� ��
� 0x � . 

 =���, ��� ������	���� 0 � , ������ 

  
 0

( )
1

xx t Ce e t dt
e

 
��

��
��    ��� ��� �� 0x � . 





 
 
 
 C. ������������ 
����� ��������� 
  ���	������ ���������  
  �������� ����� 
 
 
 
C-1. �� ���
��� �� ����������� ������, ���! ��� �� ������ 0 0x � , ��� ��� 

�����
�� ��� ���"������ �#�������: 
 (i) 2 0y xy y�� �� � � . 
 (ii) 2 3 6 0y xy y�� �� � � . 
 
 
C-2. �� ����
�� � ���"����	 �#��!�� 

2( 1) 2 0y x y y�� �� � � � . 
 *�����, �� ���
�� � ���� 0y  ��	� �� ������ ��� ������� ��
	��� 

0 0(1) 1,  (1) 0y y�� � . 
 
 
C-3. �� ����
��� �� �����	���� ������� �����: 
 (i) 2 2 0;y xy y�� �� � �  (0) 1,  (0) 0y y�� � . 
 (ii) 3 0;y xy y�� �� � �  (0) 2,  (0) 6y y�� � � . 
 (iii) 2 2 0;y x y xy�� �� � �  (0) 1,  (0) 0y y�� � . 
 
 
C-4. <��  �� ���"����	 �#��!�� 

2(1 ) 6 4 0x y xy y�� �� � � �  
 �� ���
��� �� ����������� ������ ���! ��� �� ������ 0 0x � . 
 
 
C-5. <��  �� ���"����	 �#��!�� 

2(1 ) 3 0x y xy y�� �� � � �  
 �� ���
��� �� ����������� ������ ���! ��� �� ������ 0 0x � . 
 
 
C-6. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

(2 ) 6( 1) 4 0x x y x y y�� �� � � � � ;  (1) 1,  (1) 3y y�� � . 
 
 
C-7. �� ����
�� �� �������� ������� ����� 

2( 2 ) 5( 1) 3 0;   (1) 2,  (1) 1x x y x y y y y�� � �� � � � � � � � . 
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C-8. '��! � �������� ��#�� ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

2 2(1 ) 0;  1 1x y xy p y x�� �� � � � � ) ) , 
 ��� p  ����� ��� �� �������	 ���
���. �� ���
�� ��� ������ ������ ����!� 

��	�.  
 
 
C-9. �� ����
�� � �������� ��#�� ������	� �������	 ���"����	 �#��!�� 

2(1 ) 2 ( 1) 0x y xy p p y�� �� � � � �  
 ��� �������� (-1,1), ��� p  ����� ��� ���������	 ���
���. 
 
 
C-10. �� �� ��	
��� �� ��������������� 2 4xy ze�� , �� ����
�� � ������	� �������	 

���"����	 �#��!�� 
2

1 0
4
xy y

� �
�� � � �� �

� �
. 

 
������: <�� ��� ������	 �������	 ���"����	 �#��!��, �� 
� �����%�� �� ��� 
�������������� 2 4xy ze�� , 
� ������ �� ���
��� �� ����������� ������ ���! 
��� �� ������ 0 0x � . 

 
 
C-11. �� ����
��, ���! ��� �� ������ 0 0x � , � ���"����	 �#��!�� 

0xy y xy�� �� � � . 
 
 
C-12. <��  ��� ������	 �������	 ���"����	 �#��!�� 

2 2 0xy y y�� �� � �  
 �� ���
��� �� ����������� ������ ���! ��� �� ������ 0 0x � . 
 
 
C-13. �� ����
��, ���! ��� �� ������ 0 0x � , � ������	� �������	 ���"����	 

�#��!�� 
2(1 ) 4 0xy x y xy�� �� � � � . 

 
 
C-14. �� ����� p  ��� ���������	 ���
��� ��� ���! ��� � p  ��� ����� ���� ��������. �� 

���
��� �� ����������� ������, ���! ��� �� ������ 0 0x � , ��� �������� ��#�� 
���������  �������	� ���"����	� �#��!��� 

3(1 ) 0
2 2

px x y p p x y y !� ��� �� � � � � �� �" #� �$ %
. 
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C-15. �� �� ��	
��� ��� �������������� tx e� , �� ����
�� � ������	� �������	 

���"����	 �#��!�� 
2

2
22 0,  td y dy e y t

dt dt
� � � &� . 

 
������: <�� ��� ������	 �������	 ���"����	 �#��!��, �� 
� �����%�� �� ��� 
������������� tx e� , 
� ������ �� ���
��� �� ����������� ������ ��� 0x �  
(���! ��� �� ������ 0 0x � ). 

 
 
C-16. �� �� ��	
��� ��� �������������� tx e� , �� ����
�� � ������	� �������	 

���"����	 �#��!�� 
2

22 (1 ) 0,  td y dye y t
dt dt

� � � � &� . 

 
������: <�� ��� ������	 �������	 ���"����	 �#��!��, �� 
� �����%�� �� ��� 
������������� tx e� , 
� ������ �� ���
��� �� ����������� ������ ��� 0x �  
(���! ��� �� ������ 0 0x � ). 

 
 
C-17. �� �������
�� ��� � �������	 ���"����	 �#��!�� 

 2 0xy y xy�� �� � �  
 ������� ��� ���� ��� ���"	� 

 
1

( ) 1 n
n

n

y x x c x�
�

�

� �
� �� �

� �
,   ��� 0x � , 

 ��� 0� �  ���  nc (n=1,2,…)  ����� ����������� ���
���. &�� �������, �� ���
�� 
� ���� ��	.  

 
 
C-18. �� �������
�� ��� � �������	 ���"����	 �#��!�� 

(*0) 2 ( 3) 3 0,  0x y x x y y x�� �� � � � �  
 ������� ��� ���� 1y  ��� ���"	� 

 1
1

( ) 1 n
n

n

y x x c x�
�

�

� �
� �� �

� �
,   ��� 0x � , 

 ��� 0� �  ��� nc (n=1,2,…) ����� ����������� ���
���0 �� ���
�� � ���� ��	. 
&�� �������, �� ���
�� ��� ���� 2y  ��� (*0), ���� ���� �� 1 2,y y  �� ����� 
�������� ���#�������.  

 
 
C-19. '��! � ���"����	 �#��!�� 

(+) 21 1 0
2 4

y p x y� ��� � � � �� �
� �

, 

 ��� p  ����� ��� ���
���.  
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 (i) �� ���
��� �� ����������� ������ ��� (+) ���! ��� �� ������ 0 0x � . 
 (ii)  �� �������
�� ��� � ������������� 2 4xy ze�� �����������;�� ��� (+) ���� 
�#��!�� 
(++) 0z xz pz�� �� � � . 
�� ���
��� �� ����������� ������, ���! ��� �� ������ 0 0x � , ��� (++). 
 (iii) �� ���
��� ���� ��  ������ ��� (+). 

 
 
C-20. �� �������
�� ��� � ���"����	 �#��!�� �� Bessel ��#�� 1/2 

(*0) 	 
2 2 1/ 4 0,  0x y xy x y x�� �� � � � �  
 ������� ��� ���� 1y  ��� ���"	� 

 1
1

( ) 1 n
n

n

y x x c x�
�

�

� �
� �� �

� �
,   ��� 0x � , 

��� 0� �  ��� nc (n=1,2,…) ����� ����������� ���
���. �� ���
�� � ���� 

��	.[+������ ���  
2 1

0

( 1) sin ,  
(2 1)!

n
n

n

x x x
n

��

�

� � &
�, � .] 

&�� �������, �� ���
�� ��� ���� 2y  ��� (*0), ���� ���� �� 1 2,y y  �� ����� 
�������� ���#�������.  

 
 
C-21. �� ���
��� ��� �������� ���#������� ������ ��� ���"����	� �#��!��� �� 

Hermite ��#�� p  
 2 2 0y xy py�� �� � � , 

 ��� p  ����� ��� ���������	 ���
���. D� ��� �"�����	, �� ����
�� �� 
�������� ������� ����� 

2 8 0;   (0) (0) 1y xy y y y�� � �� � � � � . 
 
 
C-22. '��! � ������	� �������	 ���"����	 �#��!��  

(*0) 	 
2 2 2 0x y xy x p y�� �� � � � , 
 ��� 0p �  ����� ��� ���
���. �� �������
�� ��� � (*0) ���� ��� ���� 1y  ��� 

���"	� 

 1
1

( ) 1p n
n

n

y x x c x
�

�

� �
� �� �

� �
,   ��� 0x � , 

��� nc  (n=1,2,…) ����� ����������� ���
���, ��� �� ���
�� � ���� ��	. *�����, 
�� � p  ��� ����� ��������, �� ���
�� ��� ���� 2y  ��� (*0) ���� ���� �� 1 2,y y  �� 
����� �������� ���#�������. &�� �������, �� ��
���� ��� ��� ��� ����������� 
��� 	 p  = 0 	 p  ����� ���� 
������ ��������, �� ��
�� � ���"	 ���� ����� 2y  
��� (*0) (�!��� �� ���
�� � 2y ) ���� ���� �� 1 2,y y �� ����� �������� ���#�������. 
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C-23. '��! � ���"����	 �#��!�� Chebyshev 

 2 2(1 ) 0x y xy p y�� �� � � � , 
 ��� p  ����� ��� �� �������	 ���
���. �� ��� �����	 ��������	� (1 ) 2t x� � , 

�� ���
��� �� ����������� ������, ���! ��� �� ������ 0 1x � , ��� ���"����	� 
�#��!��� ��	�. 

 
 
C-24. �� ��� �����	 ��������	� xt e� , �� ���
��� �� ����������� ������, ���! ��� 

�� ������ 0 0x � , ��� �������	� ���"����	� �#��!���  

  1(1 ) 0
2

x xe y y e y�� �� � � � . 




