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Πρόγραμμα 

 

Μθ παραμετρικι ανάλυςθ 

• Kaplan-Meier καμπφλεσ επιβίωςθσ 

• Logrank τεςτ 

 

Μοντζλα παλινδρόμθςθσ 

• Παλινδρόμθςθ Cox 



Δεδομζνα του τφπου ‘χρόνοσ για το ςυμβάν’  
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Το RR επιβίυζηρ είναι παπαπλανηηικό διόηι δεν παίπνει 

ςπότη ηος ηη διάζηαζη ηος σπόνος 

Διαθοπέρ από ηοςρ μέζοςρ όποςρ ηυν σπόνυν 

επιβίυζηρ δεν παίπνοςν ςπότη αςηούρ πος έθςγαν 

από ηην μελέηη  
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έξοδορ Σςμβάν 

Χπόνορ 



Σφγκριςθ δυο ομάδων ωσ προσ τθν 
επιβίωςθ 

• Χρθςιμοποιϊντασ τισ ςυναρτιςεισ επιβίωςθσ 

 

– Kaplan-Meier καμπφλεσ 

– Το Logrank τεςτ 

 

• Χρθςιμοποιϊντασ τθν hazard function 
(ςυνάρτθςθ ςτιγμιαίου κινδφνου) 

– Cox μοντζλο 

 

 



Σφγκριςθ με καμπφλεσ επιβίωςθσ 



Καμπφλθ επιβίωςθσ S(t) 

Απσή Τέλορ 
Time 

Έξοδορ Σςμβάν 

S(t1)=1 

S(t2)=18/9 

S(t5)=8/97/86/75/6 

Kaplan Meier Εκηιμηηήρ επιβίυζηρ 
Η ζςνάπηηζη επιβίυζηρ αναθέπεηαι 

ζηην πιθανόηηηα κάποιορ να 

επιβιώζει μέσπι ηο σπονικό ζημείο t  

S(t1)=1 

S(t2)=18/9 

S(t5)=8/97/86/75/6 

= 8/97/86/75/6 1/2 



Εκτιμθτισ Kaplan-Meier 

• Χωρίηουμε τον χρόνο ςε διαςτιματα ti που 
ορίηονται από τα γεγονότα (π.χ. κανάτουσ 
i=1,2,…) 

• Στθν αρχι κάκε διαςτιματοσ (πριν το 
ςυμβάν) υπάρχουν ni άτομα ‘ςε κίνδυνο’ 

• Ο εκτιμθτισ Kaplan-Meier είναι  
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Καμπφλθ επιβίωςθσ S(t) 

Απσή Τέλορ 

S(t1)=1 S(t4)=8/97/85/6 

Kaplan Meier Εκηιμηηήρ επιβίωζηρ 

Η ζςνάπηηζη επιβίυζηρ αναθέπεηαι ζηην πιθανόηηηα κάποιορ να επιβιώζει μέσπι 

ηο σπονικό ζημείο t  

S(t2)=18/9 

n1=9 n2=9 n3=8 n4=6 n5=2 

9/9 8/9 7/8 5/6 1/2 

Τα ζςμβάνηα 

λαμβάνοςν σώπα 

ζηην απσή κάθε 

διαζηήμαηορ και οι 

έξοδοι λαμβάνοςν 

σώπα ζηο ηέλορ 

κάθε διαζηήμαηορ 

(και θευπούνηαι 

όηι έσοςν 

επιβιώζει μέσπι ηο 

ηέλορ ηος κάθε 

διαζηήμαηορ) 

S(t3)=8/97/8 S(t4)=8/97/85/6 1/2 

d1=0 d2=1 d3=1 d4=1 d5=1 

(1-di/ni)= 



Καμπφλθ επιβίωςθσ S(t) 
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Διαςπορά S(t) 

Όπωσ όλα τα μεγζκθ, θ καμπφλθ επιβίωςθσ ζχει 
αβεβαιότθτα 
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ππορ ηο ηέλορ, οι καμπύλερ ηείνοςν να 

γίνονηαι πιο αβέβαιερ, με μεγαλύηεπα 

διαζηήμαηα εμπιζηοζύνηρ 



 Time in the party (hours) 

Π.σ.: Χπόνορ μέσπι εξοςθένυζηρ ζε πάπης   
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Χπόνορ ζηο πάπης 

Kaplan-Meier survival estimate 

Σςμβάν: εξοςθένυζη 

Έξοδορ: έθςγε από ηο πάπης 
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Π.χ: Σφγκριςθ καμπφλων επιβίωςθσ 
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Kaplan-Meier survival estimates 

Χπόνορ ζηο πάπης 
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Μη Χοπεςηέρ 

Χοπεςηέρ 

Πυρ θα ζςγκπίνοςμε ηιρ δύο καμπύλερ ζςνολικά; 



Logrank τεςτ 

• Ζλεγχοσ για τθν υπόκεςθ Η0 
‘Οι καμπφλεσ επιβίωςησ για τισ δφο ομάδεσ είναι ίδιεσ’  
 

• Είναι μθ παραμετρικό τεςτ 
– Καμία παραδοχι για τθν μορφι των καμπφλων 

επιβίωςθσ 
 

• Συνυπολογίηει τισ εξόδουσ 

• Μζγιςτθ ιςχφ όταν οι καμπφλεσ δεν 
διαςταυρϊνονται 



Logrank τζςτ 

• Σε κάκε χρονικό ςυμβάν t κάνουμε υπολογιςμοφσ 

– Υπολογίηουμε τα προςδοκϊμενα ςυμβάντα υποκζτοντασ 

ίςθ πικανότθτα και ςτισ δφο ομάδεσ 

 e.g. Ot,Dancing , Et,Dancing , Ot,no Dancing , Et,no Dancing  

– Υπολογίηουμε ζνα άλλο μζγεκοσ Vt (πιο περίπλοκο…) 

 

• Ακροίηουμε τουσ υπολογιςμοφσ από όλα τα χρονικά 
ςθμεία 
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Logrank τεςτ: υπολογιςμοί 
Χπόνορ OD ND OND NND 

 

Et,D Vt 

1h 1 20 0 15 120/35 0.24 

1.2h 1 19 1 15 219/34 0.48 

…. … … … … 

10.5h … … … … 
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Συνάρτθςθ ςτιγμιαίου κινδφνου 
Hazard function 

h(t3)=1/7 

H hazard function πεπιγπάθει ηην 

ζηιγμιαία πιθανόηηηα ενόρ γεγονόηορ 

ζηον σπόνο t μεηαξύ ηυν αηόμυν πος  

επιβίυζαν μέσπι t. 
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Όηαν t  0 

Τέλορ 
Xπόνορ 

Έξοδορ Σςμβάν 

Απσή 



Σφγκριςθ των ςτιγμιαίων κινδφνων  

• HR=1 or lnHR=0 ο ζηιγμιαίορ κίνδςνορ ζηιρ δύο ομάδερ  είναι ίδιορ 

• 95% CI : 

• π.σ. HR=2  

‘Έναρ σοπεςηήρ έσει διπλό ζηιγμιαίο κίνδςνο να εξανηληθεί ζε ζσέζη με έναν 

μη σοπεςηή’ 

Αςηόρ ο ςπολογιζμόρ παίπνει ςπότη ηος αςηούρ πος έθςγαν από ηο πάπης 

(και δεν ξέποςμε ηι απέγιναν!)  
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V είναι η διαζποπά ηος Logrank ηεζη 

Σηιγμιαίορ κίνδςνορ (hazard) 

ζηοςρ σοπεςηέρ 

Σηιγμιαίορ κίνδςνορ ζηοςρ μη 

σοπεςηέρ 



Σφγκριςθ επιβίωςθσ με μοντζλα για hazard 
functions 



Το μοντζλο Cox 

• Μοντελοποιοφμε τθν hazard function παίρνοντασ 
υπόψθ και μεταβλθτζσ 

• Συγκρίνουμε δφο ομάδεσ: 
 
 

0 (t) h h(t) 

  σοπεςηέρ)     (Όσι 1   Ομάδα  

= b  = e (t) h h(t) 

(σοπεςηέρ)      2   Ομάδα 

0 

Όσι σοπεςηήρ     0 D 

Χοπεςηήρ      1 D 

   e (t) h h(t) 
D 

0 
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= 

 =  b 
Cox μονηέλο 

HR= eb 
Baseline 

hazard 

(ζηιγμιαίορ 

κίνδςνορ ζηην 

ομάδα 

αναθοπάρ) 



Moντζλο Cox : Γενίκευςθ 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1X1+ b2X2+…+ bnXn 

X1,X2,…,Xn  μεηαβληηέρ (ζςνεσείρ ή δισόηομερ) 

321

3

21

0

0 bbb

b

bb

=



= e

eh

eh
HR

Δισόηομερ μεηαβληηέρ: HR ζςγκπίνει ζηιγμιαίοςρ κινδύνοςρ μεηαξύ αηόμυν 

πος, π.σ.  έσοςν εκηεθεί ζηοςρ παπάγονηερ X1 and X2  με αςηούρ πος  

έσοςν μόνο έκθεζη ζηον X3 
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Σςνεσείρ μεηαβληηέρ: HR ζςγκπίνει ζηιγμιαίοςρ κινδύνοςρ μεηαξύ αηόμυν 

πος έσοςν ηιμέρ u1 για ηην έκθεζη X1 με αςηούρ πος έσοςν ηιμή u1 για ηον 

 ίδιο παπάγονηα 



Το μοντζλο Cox : Ερμθνεία των ςυντελεςτϊν 

Δισόηομη μεηαβληηή: X είναι ‘σοπόρ’ 

Ο ζηιγμιαίορ κίνδςνορ για έναν σοπεςηή είναι eb θοπέρ ηον ζηιγμιαίο 

κίνδςνο για έναν μη σοπεςηή 

Σςνεσήρ μεηαβληηή : X είναι ‘ηλικία ζε σπόνια’  

Ο ζηιγμιαίορ κίνδςνορ θα είναι eb θοπέρ για ένα άηομο ένα σπόνοι 

μεγαλύηεπο από κάποιο άλλο  

Καηηγοπική μεηαβληηή : X είναι ’μη καπνιζηήρ’ (0), ‘ππώην  καπνιζηήρ’ 

(1) ή ‘καπνιζηήρ’ (2) 

Ππέπει να θηιάξοςμε ‘τεςηομεηαβληηέρ’ 

 V1 για ζύγκπιζη 1 με 0 

 V2 για ζύγκπιζη 2 με 0 

Έπειηα επμηνεύοςμε όπυρ για ηιρ δισόηομερ μεηαβληηέρ 

 



Το μοντζλο Cox : Φανταςτικό παράδειγμα 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Χοπόρ+ b2Κάπνιζμα+b3Ηλικία 

Coefficient Value SE HR 95% Conf 

limits 

P-value 

b1 
0.41 0.020 1.50 1.44 1.56 < 0.01 

b2 
0.01 0.010 1.01 0.99 1.03    0.32 

b3 
0.10 0.003 1.10 1.09 1.11 < 0.01 

e0.41=1.5   e0.01=1 e0.1=1.1 



Υπόκεςθ ανάλογων ςτιγμιαίων κινδφνων 
(Proportional hazards assumption) 

Το Cox μοντζλο υποκζτει 

1. Ο λόγοσ ςτιγμιαίων κινδφνων δεν αλλάηει με το χρόνο 

– Η επίδραςθ των μεταβλθτϊν του μοντζλου δεν αλλάηουν με το 

χρόνο = Δεν υπάρχει αλλθλεπίδραςθ χρόνου-μεταβλθτισ 

– Το αντίκετο: b(t) ο ςυντελεςτισ είναι ςυνάρτθςθ του χρόνου 

2. Οι μεταβλθτζσ μπαίνουν ςτο μοντζλο με γραμμικό τρόπο 

– Το αντίκετο: b(X) ο ςυντελεςτισ είναι ςυνάρτθςθ τθσ 

μεταβλθτισ 

 



Επιλογι των μεταβλθτϊν 

• ‘Στατιςτικά ςημαντικζσ’ μεταβλθτζσ είναι αυτζσ 
που δίνουν ςτατ. ςθμαντικό HR (CI δεν περιζχει 1) 
ι b (CI δεν περιζχει 0) 

• Κρατάμε μζςα ςτο μοντζλο ςτατ. ςθμαντικζσ 
μεταβλθτζσ ι κλινικά ςθμαντικοφσ 
προγνωςτικοφσ παράγοντεσ   

• Aποφαςίηουμε για το καλφτερο μοντζλο όπωσ 
ςτθν λογαρικμιςτικι παλινδρόμθςθ: 

   με βάςθ τθν πικανοφάνεια 
   (όςο μεγαλφτερθ τόςο καλφτερο) 
Με το Likelihood Ratio test (λόγοι πικανοφανειϊν) 

 

 



Επανάλθψθ περί Likelihood, Deviance 
και προςαρμογι του μοντζλου 

• Likelihood 

–  Όςο μεγαλφτερθ τόςο καλφτερθ θ προςαρμογι 

• Deviance   D= –2 log(Likelihood) 
– Όςο μικρότερθ τόςο καλφτερθ θ προςαρμογι 

 

• Όςο πιο πολλζσ μεταβλθτζσ ςτο μοντζλο, τόςο 
πιο καλι φαίνεται να είναι θ προςαρμογι του 
μοντζλου 



LRT: γενίκευςθ 

• LRT= D(μοντζλο χωρίσ τισ p μεταβλθτζσ )- D(μοντζλο με τισ p μεταβλθτζσ ) 

 

LRT~X2 με p βακμοφσ ελευκερίασ 

 
– P-value<0.05 : Το μοντζλο με τισ επιπλζον μεταβλθτζσ είναι ςτατιςτικά 

καλφτερο από το μοντζλο χωρίσ τισ μεταβλθτζσ  κρατάμε τισ μεταβλθτζσ ωσ 

ςθμαντικζσ 

– P-value>0.05 : Το μοντζλο με τισ επιπλζον μεταβλθτζσ δεν είναι ςτατιςτικά 

καλφτερο από το μοντζλο χωρίσ τισ μεταβλθτζσ πετάμε τισ μεταβλθτζσ ωσ 

αςιμαντεσ 

• Προςοχι ! Τζτοιοι ‘απλοϊκοί’ κανόνεσ δεν είναι πάντα χριςιμοι – να 

κοιτάμε και τθν κλινικι πλευρά του κζματοσ 



Σύγκπινε για να αποθανθείρ για 

ηην ζημανηικόηηηα ηηρ ηλικίαρ και 

ηος καπνίζμαηορ (df=2) 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Dancing+ b2Smoking+b3Age 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Dancing+ b2Smoking 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Dancing 

Επιλογι μοντζλων: φανταςτικό παράδειγμα 

Μονηέλο Deviance Σύγκπιζη X2 P-value 

(1 df) 

Dancing 

Smoking 

Age 

D1 = 238.5 

Dancing 

Smoking 
D2 = 239.8 D2 –D1 1.3 0.25 

Dancing D3 = 244.1 D3 –D2 

 

4.3 0.04 

   e (t) h h(t) 
0 

 = 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Dancing+ b2Smoking 

   e (t) h h(t) 
0 

 = b1Dancing 

Σύγκπινε για να αποθανθείρ 
για ηην ζημανηικόηηηα ηος 

καπνίζμαηορ (df=1) 

Σύγκπινε για να αποθανθείρ 
για ηην ζημανηικόηηηα ηηρ 

ηλικίαρ (df=1) 



Π
ιθ

α
ν
ό
ηη

ηα
 α

π
ο
θ

ς
γ
ή
ρ
 ε

ξο
ς
θ
έν

υ
ζ

η
ρ
 

0
.0

0
 

0
.2

5
 

0
.5

0
 

0
.7

5
 

1
.0

0
 

0 2 4 6 8 10 

Kaplan-Meier survival estimates 
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Υπόκεςθ ανάλογων ςτιγμιαίων κινδφνων 

• h(t)=h0(t)× eβ×Xoρόσ 

• Ζςτω β=0.4 

• eβ = 1.5 = ΗR 

• Ζνασ χορευτισ ζχει 1.5 φορζσ τον 
ςτιγμιαίο κίνδυνο να 
εξουκενωκεί ςε ςχζςθ με ζναν 
μθ χορευτι 

• Αυτό είναι μάλλον 
παραπλανθτικό! (δεσ τισ Kaplan-
Meier καμπφλεσ) 

• Αυτόσ είναι ζνασ μάλλον πολφ 
‘ςτο περίπου’ τρόποσ για να 
ελζγξουμε τθν υπόκεςθ 
αναλογίασ – υπάρχουν τεςτ και 
καλφτερεσ μζκοδοι 


