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Every time you look up at the sky, every one of
those points of light is a reminder that fusion power

is extractable from hydrogen and other light elements
and it is an everyday reality throughout the Milky Way Galaxy

Carl Sagan





���������	
 � �
��
����	�

� ���	��� �����
� ��	����
 ��	��� ��	������� ������� ��� �����
�� �� ��
���
�
��	�� ���	��� ����� ��������� ��	������	���� ��� �	����� �	����
��� ������ �� �
��������� ��	
� �
�	�� �	
 �� �	� ��� � �	� ���	 ����	
�
�������� 	
�������� �� �
���� ����!� ��� �
����	���� �	
 ��	� �������	��� �	
  �
�	
�	 ������"
�� �	
 #���������
	
 �����
��� �� $�%� &�	
�	
���	
�	� 	 	�	
	� �����
��� ��� �� ��� ��������� �	
 �� '�����	� �� ����� ��� �
���� �������	�
��� �� ��� ���
������ �	
 ��������� �� ���	'����� �� �	� �������	 '
����
����	�  �
��� �	� �
������� '���� ����	�� ���� '�������	� �� ��������� ����
��������� �	
 ���� ��� '���� ����	�� �� �����(� �� 	�	�	'��	�� ����������	��
��� ���� �� '������� ��� ������
������ �	
 ��	
'���

I ought a big thanks to Dr. H. Tasso researcher at Max Planck Institute
für Plasmaphysik at Garching of Munich, Germany for his very useful critical
comments on my work as well as for the long talks on physics and mathema-
tics. It was very beneficial for me to collaborate with such an experienced
physicist as he is. 
������� �� ���� ��� ������	�� �
��	
��
����� �����	��� �	� ��������
�	
 #���������
	
 �����
��� �� $� #���� ��� �	� �������� �	
  ����	�)������	
 #	�
�����
	
 �� �� *��!��
'� �	
 '������� �
�� �	 ���	 ����
��� ��� �� ������� �	
� ������ ���� �� '������� ��������� ��� '��������� 
������
�� �����!� ��	� �� ���� ��� �(��������� �����	��� �	� ��"������ �	
 #���������
	
 �����
��� �� �� ��
����'����� �	� ��������
�	
 #���������
	
 &�����	�
��� �� +� ����	� �	�  �
�	
�	 �������� �	

#���������
	
 �����
��� �� �� %
��	 ��� �	�  �
�	
�	 �������� �	
 #���"������
	
 ������ �� �� �
����� ��� ��� ������� �	
� �� �
�������	
� ��
�
�� ��� �����	��� �� ��	��	'	������ �	
� ������ ��	� ��	�� ��� ���	���
�����
� ���� ��� ��� �'��� �	
� ��� ����	����� ���
���
���	� ������ �� ������� ��� 
�	�����(� �	
 ���, ��� �� '������� ���

������
������ �	
 ��	
'�� ��� �	  ����� #��������  ���������� &���	"�
������� -����(�� ��� ���
��� �	
 �
��	��
	
 ERB 5005 CT 99 0100 �	

�
�'���	
 ����(� ��� Euratom ��� ���  �������� ���	����
��� � �� ����

�	�����(� ���������� �
�� ���� 	��	�	����� ��
��
��� �
�� ���� ��� '
��"
������� �������	�	
���� ������.��� �� ���
������ ������ ��� #������������
��� ����
��
� '
�������� �(�	�	
��� �� ��� �������	�	
��� ������.��� ��	

Max Planck Institute für Plasmaphysik
��	 )����	 ��� $�����
��� �	 	�	
	

��� �
������� ��� ��� ���	(��
�� ��	
 �
�� ����	���� �
������
��





�����������

	 %
��
�
� 	��� #����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� $����� ���
 �������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�����  ��������� -����(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� )	����� ���������� �	
 �������	� �����(�� � � � � � � � � � � ��
��� ����
�� Pfirsch-Shlüter
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Abstract

In the present thesis stationary equilibrium states of magnetically confined
plasmas of fusion concern are studied. The states are characterized station-
ary due to the inclusion of the flow term in the momentum equation. The
study was motivated from recent experimental evidence clearly indicating
that flow may play a role in achieving high confinement modes in fusion de-
vices. Specifically, flow may play a role in the formation of transport barriers
associated with improved confinement which seems to be the most promi-
nent configurations for achieving steady self-sustained device operation. The
study consists of three parts.

In the first part the impact of sheared flow and reversed magnetic shear,
quantities which may play role in the formation of internal transport barriers
(ITBs), in plasma equilibrium of a tokamak is examined in the infinite aspect
ratio approximation. The study is conducted within the framework of two-
fluid model. In particular, it is examined in which way the aforementioned
quantities affect the pressure, the toroidal current density, the radial electric
field and the shear of the ~E× ~B velocity, ω ~E× ~B = |d/dr( ~E× ~B/B2)|, profiles.
It turns out that the magnetic shear and the sheared toroidal and poloidal
velocities act synergetically in producing electric fields and therefore ω ~E× ~B

profiles compatible with ones observed in discharges with ITBs.
The subject of the second part is the impact of flow in the magnetic topol-

ogy of axisymmetric equilibrium configurations within the framework of ideal
magnetohydrodynamics. We found that the toroidal flow can change the
magnetic topology of equilibrium eigenstates of a tokamak plasma bounded
by a conducting boundary of rectangular cross-section in forming multi-
toroidal configurations. The impact of the aspect ratio, related to the toroidic-
ity, on the change of magnetic topology and on the Shafranov shift is further
examined. In addition, a connection between the magnetic topology and the
profile of the safety factor is established.

The final part concerns axisymmetric equilibrium states of a magnetically
confined plasma with anisotropic resistivity and toroidal flow. Specifically,
a reduced set of equilibrium equations and respective exact solutions are
obtained. On the basis of these solutions the impact of the flow and the aspect
ratio on equilibrium quantities such as the resistivity components parallel
and perpendicular to the magnetic field, the electric field perpendicular to
the magnetic surfaces and the toroidal current density is evaluated.
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������ Coulomb �
�����	�� ��� ���	�
!	
� ��� �
���� ��� ��"
�
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����'
�� �	
 ��	���	�� �	 ������� �����	�� �
��� �
��� ���� � '��'	��
�
������ �� ������	
�� '�	 ����	��� �	
 �������	� � ��� �� ��	
 ��"
�� �	����� '��������� �����
!	���� ������ �	������� ���
������ �	��
	
 ������� ��� � �������� ����(� �	
� �
��� r

� � '����� Coulomb ������� ���
�	��
� ��� � ��� � ��������� ��� 1/r2 � ���� ��� '�'	���� ������ ���
� 	
���	� �	
 �������	� ��� � �	
 ���'�� ���� � �
(���� ��� r3

� ���, �
�� �	
����	 ����	��� �	
 �������	� ��������'�	�� �� ������� ��	�������� � 	�	��

	
'��������� �������� ��	 ��� �	 ������ ����	��	���� �����
!���� ���������
	
'����	 ��� ���
� ������ �	���� '
�������

#	�	����� ���� ���	 ��� �	������	 ����	 �����
��� ������ ���	�
!���� ���
�	 ���	� Debye ,���� 3 ��� ���-� �	 ���	� Debye ��������
!�� ��� 	���
���������� �	
 ���� �� ����� �� ��� ��	������ ���� ��������	� ��'
	
 �	
 ���"
'�� ��	 ������� ����'�� �� 
�	���	
�� ��� ���� ��	 ������ �	�	������
��� �������'�	 �	
 ��
������ �� '
������ φ0

� ���� ���� ��� �	 �������'�	 ��
�
��������	�� �����
'�� �� �	��
	 ���
���	 ��� �
�� �	
 ������	'
	
 ���"
���
!	���� ��� ���	�� , ���� ���� ���
����� �	
 '�� ��	
�� ������� �
����
�	 �(������� �
�� '
������ �� ���������
 ����
���  ���'� ���� � ����	���"
�
� '�� �
��� ��'������ ���� ��� �������� �
������ ���	�� ��� �� ������������ ��	
� ������ �������� �������� ���� �� '�������	
� �	 ���	�� , ��� ��
'���	
�����
 ��������� ��'
	 ��� ��	����� � �������� '�� �
��� ������� #	"
�	���� �	 ������� '
������ ��� �
������� ��� ��������� r ��� �� ���� �	

�(������	� '
�����	� �� '
����� ��� �� ����� ,'�� ��� ����'����� ��� ���� 3-�

φ(r) = φ0 exp(− r

λD
) , λD =

√

Te

nee2
,

��	
 Te
�
��� � ����	����
� ��� ne

� �
������� ��� ������	�
�� ������ ���
�	 '
������ ,���� �����
� �� �������
 ��� ���� 	� �
����� �������� ��	
�
���� �	��'�-� ����	
�� �	���� ��� �	 ���	� �	
 ���	
�� �	
 ��������
!����
��� �	 ���	� Debye

�
λD

� �(������� ��� �� ����	����
� ��� ��� �'����������
������� ��� ������	�
�� ���� ��� �
�� ���� ������ �'������� �
��� �	����	 �
�
���� ��� �� ������� ��!�� ������  �
���� ��� ������� ��
��	����
�� �������� r > λD

������	���� �� '����� Coulomb ���������� ���� �	������	��� exp(−r/λD)
� ���� �
������ �	 ���	� Debye �
��� ��� ����	 ���

��������� ��� ���������� '
������ ���� ��	 ������� -������ �� �� ����"���� ��� �� �����
��� ��� �	������	 ����	 ������ �� ������ 	� ����	��	�����
�	
 '���������� L� �� �
��� �	�� ����������� ��� λD

� , ��� 	�
!���� �	�	����
� 	�	��
 	
'���������� �� '��������� �	
 �������	� L �� ������ �� �
��� �	��

�



���� #+�-)�

����������� ��� �	 ���	� Debye
� ���� ���� �� ��������	�� ��������� '
��"

���� ���� �	����� �
����������� �	��
	
 � ���� �(�������� �����������
�
�� �� ��	�	���	�� ��� �� ����	
� �	 ���������	 ���	� �������� �����"
�����	 ��� ���������� '
������� �
�� � ��������� '�� �
��� ������ 	
'�����
'���� ���� '� �� �������	���� ������	���������� '
������� ���� ���	�� ����
�� ��	��
 �� 	�����
 � �
������� �������	� ���� ��� �������

ni ≈ ne ≈ n

$�� �� �
��� ��	'���� �� ������ ��� �������� ����� ��� ��� �� �
���
�	
�
��������� �
��	����� �
������	��� �� ������ 	 ������� ��� ������	�
�� ����
��� ���
�� Debye

�� �
��� ������ �����	�� �� ��	����
�	
�� �	 ������ ��
�'����� ����	 �
�������� n� 	 ������� ��� �����
�� ��� ���
�� �� ���
�� λD�
����

ND = n
4

3
πλ3

D.

, ��� � �
��	���� �
������	�� ������
�
ND � 1

� ��	'������
λD � n−1/3.

� ����
��
� �
����� �
��� ��	'����� �� �	 ���	��� ��� � '
������ ��������
�
��� ��������� ��� ��� �������� ���� � ���������� ��������'���� ������ ���
������	�
�� �� �
��� �	�� ����� ��� ���� �
������ �(�����
!�� �� '��������
��� ���� �� �	��� �������	��)
� ����� �
����� �
��� �����
���� ���� ��� �	������	 ����	 �� �����
"
��� ������� �� ��	����� ��� �	��������� �����
�� �� �� 	
'����� '� �������� �� �
��� �
���� '���� �, �
�� ��� ���
����� � �
���� ��� �����
��

���	��� �� 
'�	'
������� '
������ ��� ��� �� ������	����������� , ��� ��
ω �
��� � �
������� ������	����� ����������� ��	 ������ �	
 �
�'����� ��
��� �������
'���� Coulomb ,��� �3� ��� ���- ��� τ 	 ���	� ����	� ����(�
�
���	����� ��� �	��������� �� 	
'����� �������� ���� ��� �� �������
��� �	������	 ����	 ��� ������ �� ������ �� �������

ωτ > 1.

-
�	.
!	����� ��� �� ������������
 ��� ����	 �� ������ �� ������ ��
����	�	�	����� 	� ���
� �������� �
�������

�
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��
L� λD��
ND � 1

��
ωτ > 1

�*�*� �/�������3 �2��3�3
� ������������� ���'�������� �����	�� �	
 �������	� �
��� � ��������
��������� ���� ����	�
������� ����'������ �����(��� )����� ��	�������
������������ ����	��
�� ��� ��� ��
��
(� ����������� ��� �
�	�
����	���"
��� �����(�� � 	�	
� �� 	'���
 ���� �������� ���������� � ����	� ����'��"
������ �����(�� �� ���
!���� ���� ���
'�����

D + T −→ 4He (3.5MeV ) + n (14.1MeV )

�� �
�� '���� � ������� '���	�� ���'���� ��� �� ����	����
�� �	
 �
��� '
����
�� �����
��	�� �
��� ���������� ��� �
�� ����� ����'������ �����(��� $��
�� �����
���
 	 ��	��� ��� ��������� ��������� �� ������ ��	 ������ �� ���"
����	�� �
����������� �
������ ��	� ��	�� ��� �
�������� �� ����	����
�
��� �	 ����	 ����	����	� ��� ��������� ����� �	
 ���	
 �	
� � ��	��� ���
��
��
(�� 
.���� �
�������� ��� ����	����
�� ����� ��� �����	
 ����	
 ��"
��	����	� ��� ��������� ������
 ��� ����	�	
��� �	
 ������
	
 ��� ������(���	
 ��� ��� ���
'���� D − T ��� ��� ����	����
� ��

keV ���������
nτE ≥ 3 × 1014 cm−3 sec.

�	 
�	� ��� ����� �
�� �
�'����� �� ��� ���
���� � ��������� ����	����	�
�� �
�����
��� ��� ��� �������� �������� ��� ����������� �
����� ��
	

������	���� ��� �������� ��������� ���� �����	�	�
�� ��� ����� ���
�� ���
������	� �����
�	���� �	 ������� $�� �	� ������ ����	����� �	
 ������"
�	� ������	�	�	����� �
�
�� ���
�� ��������� ��'
� ���� ��� ���
��� '�����
laser

� � ���
�� ��� ��� ����	�
������ �����(� ���� �����������
 �
�
�� ��	
��������� ����	������ 	���� ��
����� ������	 �� �������	�� ���	�� ��� ��
!������� ������� �� �
���� � �������� ����
�������� ����� ���� �	
 ����	"
���	
 Joule

���� �	
 ������	� �	
 '������� �	 
'�	 �	 ������� �� �����	�	�
�
����� ��� �� ���	�� '����� 	
'������ ������'
��� �	 ���� �	
 ����	����	�
��� ��������� ���� ����� ������� ��	�	��� �� ����
��
� ������ �� ��	����"
��� �� ��	
� �����������
 ���������	� ����	� ����	����	� ,improved confine-
ment modes- ���� ��������� �����	��� ���� � �������� ��� ������ ����	

�
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����	����	� �� 
.��� ,L-H transition- � �� ��������� �������� �����	���,Internal Transport Barriers-� �� ���������	� ����	� ����	����	� �
�����	
�
��� ��	 ������ ����	����� �	
 �������	�� #���������� ��	���
� ��� �
�	��
��� �'���� ����� ��� ������ �	 ��'
	 ���
��� ��� �
���� �������	� �����(��
��	�� �	� ���	����� ����������� ��	��	�
�� ,�� ��� ���	�� ��� ����������
���� ��� ��� ����	'
�������-� �� ����������� �
���� �� ������ ����	�����
�����	���� �� �������� �	
� �	� ����	'����� �� �
����� ��	� �����(� ��� ��"�� !������� ����	�	����� ������ ���� ��� ����'����� � '���	
��
� ���
���
���������� ��'
�� ,�"���- � � �����
(� 
����� ���������� ��� �� �	�������
�	
 ����'��������
�	 !����� �	
 �����	� ����	����	� �	
 �������	� �����(�� ���� �	 ���"

�	 �	
 ���������� �	
� ���
����� ��� �
���������� 	 ����	������ �� �����"
���� ��'
�� �� ����� �
������� �
��� �
���'���� �	���� ��� � ��	�������
����	���� ���	����������� ���� 	� �������� ��� �� ���� �	
�� 	'����� ��
������� �	�	��'� �
������� ���� �� tokamak ��� �� stellarator � '���	������������� �
���� -����� �� ��� ���
�� '��(������ ��� ���� ������
��� �	
����	����	� �� laser

����������	 
�	������	�� ��	� ��	�� ��� ����������
�����(�� �����
!���� 	 ���������� ����	������� � ����	� 
�	.���	� ��� ���
�������
� ���� ����
�	
 ����'������� �����(�� �
��� �	 tokamak ,��������-� �	 ����� �	
 �
��� �	�	��'�� ��� 	�
!	���� '�	 '��
�������� ���� ���	�
�	
 ���	
 � �	�	��'�� ,toroidal- ��� ������ �� �
�� � �	�	��'�� ,poloidal-�-� ������� �
���'����� �
����������� 	� '�	 '��
������� ������	��	�� ����
���
�� θ ��� φ ���
��	��� ���� ��
����� ��	 ����� ���� � 	������ �
��� ���
'�	 '��
������� �
�'����� �� �	 ���	��� ��� ���� ��	'�����
 � ������������
����(�� ��������	� ��'
	
 ��� ���� '�	 �
��� '��
������� ���� �� �����
���
����	������ �	
 �������	�� )�� ��������	� �	
 ��
!�� ��������� ���	 ����
��	��	�
� ��� ����������� ��� �	�	��'�� �
�������� �
��� 	 ���	� �.�� ,as-
pect ratio-� 	 	�	
	� 	�
!���� �� �	 ���
�	 ��� �	�	��'	�� ���
��� �� ��	�
��� �	�	��'� ,'�� ��� ����� ���-�

α =
R

r

-� ��� tokamak � �	�	��'�� �
������� �	
 ��������	� ��'
	
 '���	
�"
��
��� ��� �(������� ���
�� ��� � �	�	��'�� ��� �	 ��������� ����� �	
 ���"
����	� ��� �	�	��'� '����
��� �	 	�	
	 '���	
���
��� ���������� ����'��

�� ���� ����� �	
� ��
�� ������� ��������
 ��� ��������� �
��������� �� ��������

� ��
�������
���
 �� ����� ����
!
 �!
 "�����#
 � "�������

�
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-���� ���
� -�������� ������������ �	
 ITER ���� tokamak

�	
 �������"
��� ��� �� ��	������� �	 ��		
��	 ���� ����'������� �����(�� ��� �	 	�	
	
���������� �� �������
����
 �� ��������� �
�������	'������

�	 ������ �� �
�� ��� ���
����� ��
!�� �	 ���	 �	
 '�
�����	��	� ���
	

���� ��������������� #�	����� �	 tokamak

����	
���
 �������� ������ �	

'�� �
��� ����
���� ��� ���� ����'������� ��������� ���������� ���������
��, �
�� ��� �������	�	��
��� ���
�� ���� ��� ������
��� ��������� �� ���"
�����	� ������	� ,non-inductive- ��� ���� �
������ ��
��
(�� �������� ���"
�	
��
�� ,steady state- ���� ��� ��� ����������� ������ ����	����	��
� ���������� ����	������ �	
 �������	� ���
!���� ���� �(��	������� ���

'
������ �	
 �������	�� �, �
�� ��� ��� ���������� '
������� -
��������"
.



���� #+�-)�

-���� ���
�
� �������
� ���� ��������� �(	���� �
��������� �	�	��'	�� '����"(�� �� ��� '��
������� �� �����!	���� �� �
���'����� �
������������ � �(	���

z �
��� 	 �(	��� �
�����
��� θ ��� φ � �	�	��'�� ��� �	�	��'�� '����
��� ��"
�
��	���� �� �������� ���������� �	
 ��
�	���� ��	 ����� �
��� 	� ����������
����������� �	 �������������� �	
� �
��� �	 ��� 	� '
������� ������� �	

��������	� ��'
	
 �
��� �����	������ �, �
����

��� ��������� ��� ���
����� MHD
��	��	�
�� ���
� �	� ,'�� �'���	 ��� ��������������� ����	������� ��	� ��	�� �	 MHD �	����	-� �� ������ �� ���"

�	�	��
��� � �(
���� 	�����
~∇P = ~J × ~B, ,���-

� 	�	
� '������ ��� � '����� ���� ��� ����
'�� �
���� ������ �� �(��	�"
�	��
��� ��� ��� ��������� '����� Lorentz

� ��� �
�� ��	������ ����� ���
�	 ����� ��� �	 ��������� ��'
	 ������ �� �
��� ������ �� ��	� �� ����
"
'� �
����� -� �
���'���� �������
� �
�� � �(��	������� �
��� ���� ��������

�
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'����
��� ��� 	
�������� �
��� � �(��	������� ��� ����
'�� �
����� �	
 ��
�
�� ��� ��	������� ��� ��(��� ��� ���
��� �	
 �
�
�'�	
� ��� �� ���������
'������ ��� �� �	�	��'� �������
� � ��������� '���	�	�	��
���� -
������"
���� ��� ����
��
� ���
����� � ��
��
(� �	�	��'	�� ��	��	�
�� ���
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������ ��� ������	
 '���� �	 �������� ��� ������������ �� �	�� �'��
���� ��
����������� �������
��� ���	
���!�� ���� �	���� '
��	�
�� ��� �����������
���.�������
�	���� ��� ����	�� ���� ��������� ��
����� ������	 �� ������	�� ������'�
����� ������ �	���� ����
�'
��� ��������� ��� toakamak 	� ����"������� �������� �����	�� ,kink instability-� �
�� ��������� �
�� �(������� ���

	� ���
��	���� ���������� ����������� ,tearing mode- ��� m = 1 ,re-
sistive m = 1 instability-� � ������������� �� ��������� � �(�������
�(������� ��� �	 �� �	 ������ ������� �� ����� �� ������� ������	
�	
���� � �� ����(� �	
 �������	� ��� �	
 �	������	� �����������������	�� ��������	� ��'
	
 ���	��

�� �������� �����	��	�� ,ballooning modes-�#����� �� �
��� ����� ��� ���	��� ��������� �
��� �	�� ����
�'
��� ��� �	� ��"
��	����� �	
 �������	� ��	�� 
�� 	�������� �
������� ��	�	�� �� 	'����	
�
�� �������
�� �	
 �
������	��� �	������ �	
 ����	����	� �	
 �������	� ��������� ���� ���	��� ������"
���� ���� �
��� � ��������	� β ��� 	 �����	���� ��������� q � � ��������	�
β ������� ��� ��������� �	
 ��������	� ��'
	
 �� ����	�
��� �	 ������ ��	�
����
���� ���	 ��� �
��� 	
�������� 	 ���	� ��� �
�������� ��� ��������
��������� ��	� ��� ���
��	��� ��� ���������� ���������� )� �	� �����	���
��������� ��������� � �	������ �	
 ����	����	� �� ��	� �� ������������ ������	���� ��������� 	�
!���� �� 	 ������� ��� ������
(��� ���� ����������
'
������� ������� ��� �	�	��'� '����
��� ��	� �	� ���
��	��	 ������ �����	�	��'� '����
��� ��	 ���	 �	
 � '
������ ������ �������	�	��
 �����	
�
����	
� ��� �	�	��'� '����
����

q ≡ lim

������
(��� ��� �	�	��'� '����
���
������
(��� ���� �	�	��'� '����
���.

 ���'� 	� '
������� ������� '�� ����	���� � ���� �	
 �����	��� ���������
�
��� � 
'�� ��� ���� ������ ���� �� ���� ��� ��������� ���������� '���'� 	 q
�
��� �	������ �������
��� � �����	���� ��������� �
����� 
�	�	�
!���� ��
� �����	�� ��� ���������� �	�� ��� �	�	��'� '����
��� �� ��	� �� ���������
�	� ��� �	�	��'� '����
��� �� ���� �� ����� ,��� ��� ���'��(� ��� ������
	 ���������� ������������ ��� �����	����
� ���-�

q(V ) ≡ dψt

dψp
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�������� ��� ����	"����
�� ���� 	�	
�� ��	��
 �� 
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 ����	�
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��� ��������� �
�� �
���
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���� ������ �
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���
���
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��� ��� �	����	 �(������� ��� �	 �� 	� 
�	������ �	
��	
� ������	�	����
 ��� ��� �������� �	
 ����	�	�	����� ��� �	 
�� ������
��������)�� ������ ������ ��������� ������� � �������� ����
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�������� ��� �
�������� ��� �������	����
���

��� ��� �	 ���	 ��� ������	�
��� �� �(������� �	
 ��������	
� �	 ������
�� �
�� �	 �	����	� ��������� ��	 Gaussian

������� �	��'�� ���	���� ��
�������� �	
 ����� ����� ��� �	� �����	��� 4π �	��'�� �
��� 	� ����	
������  (
���� '��������� ��� ��!��

∂nα

∂t
+ ~∇ · (n~vα) = 0. ,���-

��  (
���� '��������� ��� 	����

nαmα

[∂~vα

∂t
+ (~vα · ~∇)~vα

]

= qαnα( ~E + ~vα × ~B)~∇Pα.
,���-

��
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Zini ≈ ne = n. ,���-
�� �� �(������� �	
 Maxwell

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, ,���-

~∇× ~B =
∑

α

nαqα~vα +
∂ ~E

∂t
,��.-

~∇ · ~E =
∑

α

nαqα
,���-

~∇ · ~B = 0, ,��3-
��	
 	 '�
���� α ���	�
!�� �	 �
'	� ��� ������'
�� ��� ��
���� ��� ����� i ���
�� ����� ��� e ��� �� ����������� d/dt ≡ ∂/∂t+~v · ~∇ �
��� � 	���� �������	�
,convective derivative-� nα

�
��� � ���������� �
�������� Zi
�
��� 	 ��	�����

������� ��� ������ ��� qα �	 �	��
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���	��	�
�
��	������ ���� �(������� ,���-",��3- �
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�� �
��������� ��	� ��	��
��� ������� ����	�	�
�� �������	
�� ��	 ��	 ���� �	
 	�	��!���� ������	�"
'�	'
������ ,MHD-� ��� ���
��� �	
 	�	
	
 �	 ������ ���������
!���� ���	�
�� ��� ������	 ��
��� ��	 	�	
	 �������	�� ������	���������� '
�������
���� �
��� 	 
'����
�	��
�� �(������� �	
 ��	���	�� �	 MHD �	����	 �
��� 	� �(�����  (
���� '��������� ��� ��!��

∂%

∂t
+ ~∇ · (%~v) = 0. ,��+-

��  (
���� '��������� ��� 	����

%
d~v

dt
= ~J × ~B − ~∇P. ,����-
��
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�� )�� �(
���� '��������� ��� ��������� � ����������� �(
�����
�� � ���	� �	
 Ohm

~E + ~v × ~B =
↔
η · ~J. ,����-

�� �� �(������� �	
 Maxwell

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, ,����-

~∇× ~B = ~J +
∂ ~E

∂t
, ,����-

~∇ · ~E = ρ, ,����-
~∇ · ~B = 0, ,����-

��	
 % � �
������� ��!��� ↔η 	 ���
���� ��� ��'���� ���
������ �	
 ��
��	�
��� ρ � �
������� �	��
	
� ,���� ��� ���� ���
����� ��� '�	 ��
���� 	
���	� �	
 Gauss ���������� ��	� 
�	�	����� ��� �����	��� �	��
	
� -, �
��
�	 ����
	 ��
����� ������	 �� �
�	
� ���	��� ������������ ��	� ��	�� ��
�	����� ��� ��
����� �������� ��	� ���� �	 ����� ����������� ��	 ���	 �	


Amprére ���	�
��� �� �
�� '���� �
�������� �� ��� 	�	
�� �������	�	�	�����
'���	��� '��������� �
��� �	�� �������  �
��� ��� ��� �������� ��� �	���������� 
�	����
 ��� ��	 ������ � �
������� ��	����� �
��� ������� �
�� �
�
����� ��	 ������ �����(�� '�� ����	�	��
��� ���� ��� �������

νie ∝ T−3/2

��	
 νie
� �
������� ��	����� ����(� ������ ��� ������	�
��� ,��� �� ��	"

�	��� ����
� �� ��
 ��� � ��������� �	
 �������	� �� ��
��� ��	���
�� �	������ �����(��� #��, ��� �
�� ��
����� ��� �	 �	 ������ �����(�� ����"
�������� ������ ���� �� ��
���� �
�� �
���
��� '���� ������ ��	 �����������'
	 �	 ���	 ��� ��	����� ��
!�� � �
�	�
����� ��� ��	� ��	�� ��� �����"���� �� �
�� '����
���� ����'� 	� �������� ��'�����	��	� �
��� ��
��
������
	� �(������� 	���� ��� ��������� '�� ��
!	
� ��������� ���	� $�� ��� ��"
������ �	
 �	����	
 ��� MHD ��� �
�� ��� '�	 ��
���� 	 ���������������������� ���� ����	��� ��� ��� #����������� ����	������� ������� �� ��
'�	 ��	����������� �	����� ���������� �	
 �������	� ��	�	�� �� ����	��
��� �����	����
� ��� �� ���

��



���� )�%� +� # ��$����- ��� #+�-)���- -�%����-
,���� ��	���������� ��� ��� '�	 �	����� �������������� ��� �
� �(
����

'��������� ��� ���������� � 	�	
� �� ����� �
��� �	����	��� � ��� �����������
�(
����� �
�� ������
��� ���� � ������ �	
 �������	� �� �
��� ���� �
�	"
�
���� ����	� -������ ����� �(������� ��������� �� �����	�� ��	 ������
�����(��� 	� 	�	
�� 
�	���	����� ��� ��� ���
��� ��� ���	���� �����
��� �
���
	��

dSα

dt
= 0

���
dTα

dt
= 0,

��	
 S �
��� � ����	�
� ��� T � ����	����
� �	
 �����	�� ��
��	� ,
����
�
"!���� ��� 	 '�
���� α '������ �	 �
'	� ��� ������'
��-� ���
��	���� �(�����������	
� ��� ��� ���
����� ��� MHD
� � ����	�� ��������� ���������� �����"

����� '����	�	��
��� ��� �	 ���	��� ��� ���� ���	� ��� ���������� �������
�	
 ��'
	
 �� �����
'�� ���	����� ���
� ��� ��
'���� ���	��� '������� 	��"
�� � ������� ����������� �
��� �	�� �������  ����������� ��� �����������
�(
���� � 	�	
� ��
��� ������	�	��
��� ���� �������� ����������� ��	��	�
��
,����������� �� �	� ��!��- �
��� � �
����� ��
������������ ~∇ · ~v = 0

�
,���� ���������� ��	 ���� � ���
�� �	
 �������	� �����(�� ���������"

��� �
�
�� ��� �������
� ��� ������ ��� ��������������� ��� �����������
��	��	�
��� �� ����������� �	
� ��� �� ������ ����	����� �����	���� � ��"
�	��� '������� ��	�� ��� �������
� ��� ������ ����������� ��	��	�
�� �	

����
!	���� �� �	
� ���������	
� ����	
� ����	����	� �	
 �������	� �����"(��� �	 ������ �������������� �
��� ��� ��	��	���� �
��� ��� ����������	
�
����	��	���� �	� ��!�� �	
 �������	� � 	�	
� ������� �� ��
!�� ���������
���	 ��	
� ���������	
� ����	
� ����	����	�� #������� '
�	���� 	� �(���"
���� �	
 ��������	
� ��� �� ���� ����������� ��� ���
��� ��� '�	 ��������
�	������� �
��� ��	����	
� ��� ��� ������� �(������� ���	����

∂A

∂t
= 0,

��	
 A 	�	��'��	�� �	�������

��
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• )	����	 ��� '�	 ��
�����

~∇ · (nα~vα) = 0, ,���.-
mαnα(~vα · ~∇)~vα = −~∇Pα + qαnα( ~E + ~vα × ~B), ,����-)�� �(
���� ��������� � ����������� �(
����� ,���3-

Zini ≈ ne = n, ,���+-
~∇× ~E = 0, ,����-
~∇ · ~B = 0, ,����-

~∇× ~B =
∑

α

nαqα~vα = ~J. ,����-
� ����
��
� ����� ��	����
 ���� 	
�
� '�	 (��������� �(�������� �
�
� �
��� 	 ���	� �	
 Ampére

� ~∇× ~B = ~J
� ��� � '�������∑

α nαqα~vα =
~J ��������� �	� 
�	�	����� ��� �
�������� ��������	� ������	� ����
�
�	�
���� ����	 ���� ��� ���
����� ��� ��
�����

• )�����	�'�	'
������ ,MHD-�
~∇ · (%~v) = 0, ,����-

−~∇P + ~J × ~B = %(~v · ~∇)~v, ,����-)�� �(
���� ��������� � ����������� �(
����� ,����-
~E + ~v × ~B =

↔
η · ~J, ,���.-

~∇× ~E = 0, ,����-
~∇ · ~B = 0, ,���3-
~∇× ~B = ~J. ,���+-

�	�
!���� ��� ��� ��� '�	 �	����� �������������� ���� �(
���� 	���� 	 ��	�
�
������� �(~v · ~∇)~v

� �	
 �
�'����� �� �� �	� ��!��� $�, �
�� �	 ���	 	�
����������� ��	��	�
�� 	�	��!	���� ���������)�� �������� ��� �(������� �������� ��	��	�
�� ��� '�	 �	������ 	'�"
��
 ��� �������� �
�����������

�� -�	 �	����	 ��� '�	 ��
���� �	 ��������� ��'
	 
�	�	�
!���� �� �
"
�	�
���� ����	 ���� ��� �(
����� '��������� ��� 	����� -�� ���
���
��� MHD �
�� '�� �
��� '
���� '���� �	 ~E '�� �����
!���� ���� ,����-�

�.
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�� -�	 
'�	 �	����	 � �
������� ��������	� ������	� 
�	�	�
!���� �
�	"
�
����� ��� ��� �(
���� ,����- ���� ��� ���
����� ��� ������ ���
��� ������	�
���

 '� �� ������ �� �
��� ��� �����	 ��	� ��	�� �	 MHD �	����	 ��� ���"
�
!���� �	 ���	 �	
 Ohm

� #	���� �	��� �	 '�(
 ���	� ��� �(
����� ,���.-�����
��� ��'��� �
�� ����
��� ��� � ��'��� ���
����� �	
 �������	� �
���
��'��� -� �
�� ��� ���
����� �	 �	����	 	�	��!���� �'����� MHD

� �� ����� '	��� ��	 ������	 �'���	 ��� � ��'��� ���
����� �
��� ��������� ��� ��
'���
�� Pfirsch-Shlüter

� �	 �� �������
 ��'�� �
���� �� ������ ��� ���� ��	"
�������� �
��� '���� �� ��������� �����	��� �	
 ������	
� ���� ��� �(��"
������ ��� ��� ����(� ��� ���������� ���
������ �����	�� ����	 ���������	
��� �
��� ��� �	� 	�	
	 �������	�	�	����� 	� ������������ ������� ��	��	�
��
	���� ��� ���		����� ,�
�� ���� ����������	 ������� ���� ��� ������
.� �������������� ������ ����	����	� ���� ��� ���� '�� 
����� 	��� �����������
� '
�������� �� ���������	�� ���	�� ��������� �����	��� ���� ��� ������
'�������� ��� ����������-� ,��� �� �������� ��	�	�� �� �������	�� ����
�	
 ���	
 �	
 Spitzer�

η ∝ T−3/2
e . ,����-)� ���� ��� �������� ����� �� ����	����
�� ��� ��(�� ��� 107K

���� 	�	
����
������ �	 ������ �����(��� � ��'��� ���
����� ��	��
 �� �������
 ��'���

��� ������	
Pfirsch-Shlüter

� �
!����� ��� '���
��� �
��� �
����� ���������� ��� �� �	������ ���� ��"
������� ��� ����������� ��	��	�
�� ��� MHD �� ����������� ���������
���
����� �	
 ��	����
 �	 ������
���	 �	
 ������
	
 �� ,���� ��	��������"
�� ��� ��� �� ��'
� ��'�����	��	� ���� ���
�� ��� �
����� �	
 �������	�
�����(�� �
��� ��� �� ��������� �����	���� �'��
���� �� ��������� '���
���
������ ���� ���������� ���������� ������!	
� ����� ��� �
������� �	
 ���"
����	� ���� ��� �	 ����	 ����	����	� ��� ���������� �� �����
'�� ��
�	
� ��
�(��	��	���	
� ��� �
��� ��� ��� ����	����
� �� ��	 �	� ���	 �	
 ������"
�	� ���	����� ��� �	 ��������� ��	� �	 �(������� ,���� ������ ��	� �
����
�
��� �����������-� -���������� ��
��� ��� � '���
�� �� ������� ����	����
��	��
����� ���� ������	���������� ��������'������ ,��	�����- ��� ������'
���	
 �
�'�	���� �� �� ���
�� ��� �
����� Larmor ������ ��	 ��������� ��'
	,���	"���
��-�

��
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� '���
�� ���� ���������� ���
������� ���� ���
����� �	
 MHD �	���"�	
� ������ ���� '
������� ������� �	
 ��������	� ��'
	
 ������������ ���
�	 ���	 �	
 Ohm ��!
 �� ��� �(
���� 	���� �	
� ���	����� �	� ��	 �	��
���� ����
��
�� ����	�����

~E + ~v × ~B =
↔
η · ~J ,����-

���
~J × ~B = ~∇P, ,����-��	
 � ��'��� ��������� ���
����� �
��� �� ����� ���� ���
���� '������� ��(��

�� �
�������� η‖ ��� η⊥ ��� ����� ��������� ��� ������ ��	 ��������� ��'
	
���
��	����� �������� ������ ��	 ��������� ��'
	 ��	������ ��
��	���� �	 �(�������
�������	 ��� ,����- �� �	 ~B ��� ������	�	������ �� ,����- ���� �� ����	����

	 ��	� ~J × ~B �

~v⊥ =
~E × ~B

B2
− η⊥

~∇P
B2

,����-
� '�����	� ��	� ��	 '�(
 ���	� ��� ,����- ���� '���
���� ����� ��� 	 ����	�
�
��� � �������� 	�
������ ,drift velocity- ���� �	
 ��������	� ��'
	
�� �������� '���
��� �� ��� �
������ '���	��� �����'�	 �
��� ���� ����"
���� '����
���� 	���� ������	�	������ �
���'����� �
����������� ,r � θ � z- ��(
���� ,����- ���������

υr =
1

B2

(

EθBz −EzBθ − η⊥
dP

dr

)

. ,����-
� ��	�

(υr)
res = η⊥

dP

dr
,����-

�
��� � '���
�� ���� ��� ������������ ��'���� ���������� ���
�������� '���
�� ���� ��'���� ���������� ���
������ �� �	�	��'� �������
� �
"
��� ����������	 ���
��	�� ��, ��� �� �
���'����� � ������� ���	� �
��� �
�(�������� ��	��	�
�� ��� �	�	��'	�� �������
��� '���'� � �(��	������� ���
�	�	��'	�� '���
��	��'	�� '������� �
�� � '����� ��	��
 �� �(��	��	��"��
 ��� ��� ��������� ��������� '����� ���������� ��� ����� 	��������	
��� �	� �	
 �������	�� �
�� � �	� 
������ ���	 ���� ���
����� �	�	��"
'	�� �������
�� ��� ��	
���!�� ���� ���
��	��� �
���'������ �	 ����� �	

������
��� ��� ��� �(��	������� ��� �	�	��'	�� '���
��	��'	�� '������ �
���

�3
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�����	 ��	 ��������� ��'
	� '���'� �
��� 	
�������� ��� �������
�	 ������
���� �� �(����	
�� ���� ������� ��������	� �
�� �	 ����� �� 	'��	���
�� �
�����
�� �	��
	
 ��	 ���� ��� ���� ����� �	
 ���������	� ��� ������ ������������� � ��	��	�
�� � �
�����
�� �	��
	
 ��	�������� ����
���� ������	� �(��	������� �	 	�	
	 ���� ���� ���	� �	
 ��������	� ��'
	

��� ���� '�� ������!�� ��� ��	��	�
� '
������� � ����(� �
�	� �	
 �����"
�	� ��	'�
����� ��� �	
� Pfirsch ��� Schlüter 	� 	�	
	� �'��(�� ��� ���� ���
��������� �	
� ���� ������������ ��'���� ���
������� ��
!�� ��������� ���	
��� '���
�� �	
 �������	� �� ��� ���	��� 
�	�	�
�	
�� �	 ����� Pfirsch-Schlüter ������	�	����� �
���� ���"
���������� � �
��� �	
 �������	� ��������� ������� ���� ���� ����������
����������� ���� ���� ��� �	�	��'	�� �������
�� � ��������� �	
 �������	�
�
��� ���������� �� ���������� �������� �������� R ,'�� ����� ���-� 	������	������ ��� �
�	���� '����� ��� '����
��� ��� R ��	� �� �(��

F ∼ r

R

dP

dr
.

�
�� �(��	��	��
��� ��� ��� '����� ~J× ~B
� , ��� �	 �����
���	 �����	 ������

Jh

� �	
 �
�'����� �� �
�� �� '������ ���� �������
�� �
������� ,'�� ��������-
Jhv ∼ − 1

B

r

R

dP

dr
. ,���.-

-���� ���
� -� �
�� �	 ����� ��
�	���� 	� �������� '��
������� ��� �
�����"

��� ��� ���������� ��
����� �	
 ����
!	���� �� �� '���
�� Pfirsch-Schlüter
�

�+
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$�� �� ��	��
���
 � �
�����
�� �	��
	
 �	 ����� Pfirsch-Schlüter
�
JPS

�
��������� ��	 ��������� ��'
	 ������ �� �
��� ���	�	 ���� � �������
��
�
������� �	
 �� �
��� 
�� ��� ���
���� �� �� Jhv

� ��	� �
�� � �
�������
�
����

J‖v ∼ Bp

B
JPS,

,����-
��	
 Bp

�
��� �	 �	�	��'�� ��������� ��'
	� 	� �(������� ,���.- ��� ,����-'
�	
��
JPS ∼ − 1

Bp

r

R

dP

dr
. ,���3-

� ������� ������� ��� ������ �
������ '���	��� ��	 ���	 �	�� �����	
���	
 �.�� '������� ��� �� ,���3- ���� ��� �����	��� � ,'�� ���-�� �������� 	�
������ ������ ��	 ��������� ��'
	 �� �	�	��'� �������
�
���
��	��� ��� ,����- �������� ,'�� ���-�

υ⊥ =
Bφ

BpB
η‖JPS − η⊥

∇⊥P

B2
+

1

Bp

(〈EφBφ/Bp〉
〈B2/Bp〉

Bφ −Eφ

)

, ,���+-
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 � ���� ���� ���������� ���� �� ��� ��������� ���������� �� ���
� ��"��
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 ���	� �
��� ��� �(
����� ������	��	�� ��	
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'�� �
���� ��� �	
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���'����� ���
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�(
����� ,����-� � ����	� ��	� �
��� ����	�	� �	
 JPS

��� '
��� �� '���
��
Pfirsch-Schlüter

� $�� ��� ���
��	��� ����� ��� ,����- ��
��	���� ���� ����
�� �
� ��������� ��������� ��	�������

(〈υ⊥R〉
R0

)res

= −dP/dr
B2

ηeff ,
,����-

��	

ηeff = η⊥

(

1 + 2
η‖
η⊥
q2

)
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�� q �	� �����	��� ����������
����	
��� �	����� ��� � '���
�� Pfirsch-Schlüter �� ��	������� �������"��� ��
����� �
��� ���� 2q2η‖/η⊥

���������� ��� ��� �
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�
�� Pfirsch-Schlüter �
��� '
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�
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��� �3�-� � �	�	��'�� '���
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����� '����(��� '�� ���� ��� ���� �3-� -��� ���
����� �
�� '�� �
��� �����
���	
�	 ��������	 JPS

�

��



���� � +���) %�� ���#�� # �����-)��
,���� ��	���������� � ����������� �
��� �� ����� ���� ���
���� '�������

��(�� �	
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�������� ��� ������ ��� �������"�� ��	 ��������� ��'
	� #��� ��� �� �����
� ��� ��� ��� ����� �������� �	
�������	� �
�'����� ��� �� ����������� �������� ����	
��
�� ��� tokamak��	
 � ��	���� ��
���� �
��� ���������� ��� �
�� �	
 ������
��� ��� �� �
�	
�
��������� ��������� �����	��� ,���� � '���
�� Pfirsch-Schlüter-� �� ����"��� ������� ��	��	�
�� ������ ��� ���
��� �	
 �'����	� MHD �	����	
 ������
!	���� ���� �(
���� Grad-Schlüter-Shafranov � 	�	
� ���������� ����"
������� �� �(	���� �
�������� �������
�� $�� �	
� ���	
� �	
 �����������
����� ������� �	
 ����������	
� ���
����� �
��� ����������� &�������� ��	"
'�
����� ���� ������ ����� ��� '�� �
��� '
���� � ����(� �(	���� �
���������
MHD

��	��	���� �� ������� ��������� ���
����� � 	�	
� �� ��
���� �����"
�� ���� ���� ���������� ���������� �+� ��� ���	�� ���� (��� �����������
 ����
����	��� ���� ���� �	 �� �(������
 ���� ���	 �������	� ��	� ,��� ����'�����
�	�� � �(�'	
�- ��	�	�� �� �������	
� ��� �������� ��
��������� �
��� �	"�� '���	�	 ��� ��, �
�� �
��� ���� � ������ �� �
��� �� ������ ��� �� ��'���������������� )������ �	
 �������	�	������� �� ��	��	���� ����������� ���
�
�� ������ �	�	��'� ���� �
�� ��������� ��	 ��������� ��'
	 ���� ��������
�	�� �'��(�� ��� �
�� '�� �
��� '
���� �� ���� ��� ��
���������� -� �
��� �������������� �� 	�	�	����� ��'��� ���
����� ���� ���� ���������� ����������
�
��� �����
�����

��� �	������
�� ������ �	���������
�*�*� ��3/�4 ���1-4 1��0-�0��-2
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.���� ����	� ����	����	� ,H-mode- ��� �'��
���� � �������� ��� ������
����	 ����	����	� �� 
.��� ,L-H transition- ������������ ������� ���������� ��
���� �	
 tokamak ASDEX-Upgrade ���� ��� �
��� ���� ��� �	
� ���	�

�	������	
� ���������	
� ����	
� ����	����	�� #�������� ��� ��� ������
�����	��� ��������� ���� ��� ������'
�� �	
 ������
!���� �	��� ���� ���"
������ �	
 �������	� ,Edge Transport Barrier- ��� ���� ��� �
������ ���
��(��� �	
 ����	
 ����	����	� ��� ���������� τE � ���� ���� �����	��� � � �
�����
� ����������� �	
 �������	� ���� �
�'���
 �� ����	��	���� '���������

�������� ��� �	�� ��!�� �	
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 �� ���	�� ��������� � ��!��� �� ������ ���������"
����� �	
 
.��	� ����	
 ����	����	� �
��� � ��(��� ��� ��
��� ��� profile�	�	����� ���� � �
�������� � ����	����
� ��� � �
��� �	��� ���� ���������
�	
 �������	� ��.� ���� -��� 
'�� ����	�� ��
����	�� �����
!���� '��������	
�	 profile �	
 ��������	� ��'
	
 ��3� �� ��������� ����� �	 	�	
	 �
(������
���, ����
�� ���� ���� � ���� �	 ���������� �	
 �������	� ��+�� ��� � ���"�� ���������� � 
.���� ����	� ����	����	�� �� ��� ������ ������������ ��

tokamak
� ���� �����
���
 ���	� �� ��	
� �	
� ���	
� ������������ '����(����

�
�� �������� �	�	�	�
�� �
�� ��	������  �����	�� � '���	
��
� �	
 �������	�
��
����� ��� '�� ������!���� ��� �	 �
'	� ��� ��������� ��������� ���� ��� �
�������� ���� ����������
 ��� �	��	�� ����	
� ��������� ,�����	�	�
� �
"��	��	�
	
 ������� ICRH

� � ������	�
��� ECRH
� ���	�� 	
'������ '�����

������'
��� NBI
� �����-� +��� ��� '�	 �������� ����� � ���
� �������"

��	� �	
 �������	� �� ������ �� ���� ���	��������� -	����� 
�	.���	� 	
	�	
	� ���� �
�� ��� ���	�������� �
��� � '��������� �������� ~E × ~B

� �
"
�� 	��
����� ���� ����(� �� ��'����	� ��������	� ��'
	
 ��� ������	�������
��� �
���� ��� ��	�����'�� ����� �	
 ��
��	� �� ��� '
������� ������� �	

��������	� ��'
	
 ����������� ����� �
��� ��� ������ #��������� ��� �
��	��!�
(� ��� '��	"��
����� ��� ��� �������� ~E × ~B 	'���
 �� ��
���
��� �
��������� �����	���� ��	 ���������� �������	� �����	��� ��� ���,
�������� �� ����
��� �	
 ����	����	� ��� ���������� , �� ������� �	
 ���"
������� ��� ���
�� ������ ���� �� �������
 '
���� � �����
(� ���� ����
��
��� ��� L-H transition �
��� � �����	
�
� ��� ���	����� ���� �	 �������"
��� �	
 �������	�� #���� ��������� � ����� ��� ������ �������	�	��
��� �
�����	�� ��� profile ��� �	�	������ �
���
��� �	 ���
���	 � ��� �
�	����
��
����	��� )�������� �	
 �������	�	������� ��	 ASDEX ���� ���� ��� ��
���� tokamak ���� ��� '�
��	
� ��� ����� �����	���� 	� �	�� ��	���	������
��� �� ����� ��� ������ �� profile ��� '������� �	�	����� ����'�	�� �� �
��
�� ��
���� �
�� ��	������ ��� ���� ��� ����� '��������� ��� ������'
��
��� ��� ��������� ��	� �� ������ � ������ ���� �	�� ������ ���� '
�������
������� �	
 ��'
	
 �� '�������� ��� ���	�	 ���	�	 ��	���� '������� ���� ��

profile ����'���	
� �� �
���
,���� ���������� ��	 ����� ���������� ��� 
����
�� ��� �� ��
��� ���

������ ��� �	� ���������� �	
 �������	� �����	��� �
��� � '��������� ����"
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� � 	�	
� �(������� ���� ��� �	 ��������� ��'
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	 ��	������ ��� ��� ���
��	��� �
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"
����� ��	��	�
��� -
���������� �� �������
 	 ��	� �����	��� ���� �(
����
,����- ��	������ � ������

Er =
1

qαnα

∇Pα − vθαBφ + vφαBθ,
,����-

��	
 Pα
� ������ �
���� vθα

� �	�	��'�� �
������� ��� vφα
� �	�	��'�� �
��"

����� ��� ����	��	����� ��������� �	
 ��
��	� ������'
�� α � Bθ
��� Bφ�
��� � �	�	��'�� ��� � �	�	��'�� �
������� �	
 ��������	� ��'
	
 ���
��	�"

��� ��� ��� �������� �(
���� ��	������ �	����� ��� � ����	��	���� �	� �	
�������	� ��
!�� ��������� ���	 ��	 ��������� ��'
	� 	���� ��� ��� ��������
~E × ~B � 	�	
� ����
!���� �� ��� �������� L-H

�  '� ������ �� ��������
 ���
���� ���
����� ��� �'������ MHD 	 ��	� ��� ����
'�� �
���� ��	
���!�� ���
��� ���
��	��� ������� ��� �	 ��������� ��'
	 ���� ��� � ����
��
� ��	������
��� �	 ������
���	 ���	 �	
 Ohm , (� ���.-�

Er = vφBθ − vθBφ.
,����-

�*�*� ������0�� �������� �����-��4
,���� ���������� ��	 ����� 	 ����	� ���������	� ����	� ����	����	� �	
�������	� �����(�� �
��� �� ��������� �������� �����	��� ,ITB- ��� ���	�������������� �
��� ����
����� ��� ����������	���� ��� ���������� ������� ���
�� ����	
��
� ��� tokamak

� �
�
�� ��	� ��	�� ��� ��
��
(� �������� ���
��� �������� ����	
��
�� ���� ���� �� ITB �
��� ���������	
 ���� ��	� ���	
�	
 �������	� �	
 ��	
� ����������
 �� ���
��� 0.3r0 < r < 0.8r0

� ��	

r0
� ���
�� ��� �	�	��'	�� '���	��� ��� ����
�	���� ��� ��� �	�� ����� �	"

�	��� ��� ��� �� ���'�� 	������� �� '���	��� �	 �������������� �	
 ��
����� �	�� ��'�����	��� �
��� ��� ���� ����	�� ��������� �	
� ����������� �
'���
�� ��� ��������� ����� ��� ��� ������'
�� ��� �	� �
���� ��	� ���
��������� �	
 �������	� ��� ���, �
�� �	 ����	 ����������� 	 ����	� ����	��"
��	� ��� �������� �	�	������ , �� ������	� ����	� �	
 ��	������ ��� ���
�������� ���������� ��������� �����	��� �
��� � ����
��� ��� �
��������
��� ��	��	�
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� ����
�������� �� '���	�	
�
����	
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��� � �����	������ �	
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��������
�
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�������	� ��� '���	��� �	������� ��	��	�
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 ,ITB-� �� ������� ,����- ��� ,����- ��� �������	
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• � ����	� ��	� ��� ���
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 �	����	
 ��� '�	 ��
���� ��	�������
��� ��� ������ �
��� ��� ������'
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 α �	
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�����	� ������	� ,bootstrap current-� �	 �������� �������������� ��������
��� ��		����� ��
��
(�� �������� ����	
��
�� tokamak

�	
 �
��� ����
����
��� ���� ����'������� �����(��� �� ��������� �������� �����	���� ����
�
'��� ��	 �������	 �� �
�'�	���� �
����� �� �� �	�	�	���� profile �	
 ��"
���	��� ��������� �	
 ������	��	�� �� ����������� ����	����	� �� ��������
��������� '������� ��3� �+� ��� �� ����� �������������� �	
� �
��� profile�
���� �� ������ ��
�� ���� ����	�� �	
 �������	� ���� ��� �������� ���"
������ ��'
	 �	
 	�	
	
 	 ����������� ����
!���� �� '��������� �	� ��.� ����
� ������� ����	� ���������	� ��� ITB '�� �
��� ������ �����	���� ��� ������������� ��������� �	������ 
�	�����!����� ��� ��� ��� ������������ ��"
����������� ���
!	���� ���� ��
��� ��� �����	��� ���� ��� ����	����������
�� �
�'
���� �� �������� ��������� '�������� s < 0

� '��������� �	�� ������"
�� ��������� ��'
	� Er

� �� '������� �	
� E ′
r ≡ dEr/dr

� ��� �� '������� ���
��������� ~E × ~B

�

ω ~E× ~B =

∣

∣

∣

∣

d

dr

~E × ~B

B2

∣

∣

∣

∣

, ,���-

� 	�	
� �����
��� ��� � ��	 ��������� �	������ ��� �	 ���������� �	
 ������"
�	�� -
����������� �
�� �
���
��� '���� � �������� ~E× ~B ��	��
 �� 	'������
�� ��
��� ��� ������� ��� '���
������� ��� ������� ����� ��� ���� �����
������	�� �	
�� � �� ������� �	 ���	� �
�������	� �	
� ����� #����	 �	
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�	
� ��� ����� ����������� �� �
��� �� ��	������� �� ��� �
��� ����� �	 �������	 � �������� ��������� '������� � � '��������� �	� ��
!�� ������������	
���	 ��	 ���������� �	
 �������	�� �� ��������� ��� ����������� '�'	����
���������������� �������� ���� ����	��� ���� ��� �����
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 ��� '�	 ��
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���� ��+�%����� �-����#�� -�� #+��-�� ��� )�%� +��
��% ��� � �-��%

�(������� ,	 ���������� ������������ ��
��� ��	 �'���	 ���-�
~∇ · (nα~vα) = 0, ,���-

mαnα(~vα · ~∇)~vα = −~∇Pα + qαnα( ~E + ~v × ~B), ,���-
~vα · ~∇Tα = 0, ,���-
Zini ≈ ne = n, ,���-

~∇× ~E = 0, ,��.-
~∇ · ~B = 0 ,���-

~∇× ~B =
∑

α

nαqα~vα = ~J, ,��3-
��	
 	 '�
���� α '������ �	 �
'	� ��� ������'
�� ,α = i �

�� �� ����� ��� e ���
�� ����������-� nα

�
��� � ���������� �
������� �	
 ��
��	�� �	
 �
�'����� ��
�� ����� 	�	��
 	
'����������� ,���-� qα �	 �	��
	 �	
 ���� �
'	
� ������'
"�� �� Zi

�	� ��	���� ������� � 
�	�	���� �
��	������ �
��� 	 ����������	��� �(
���� ��������� ,���- �
�'����� �� �	 ���	��� ��� �	�� ������� �����"
��� ������������ ���� ���	� �	
 ~B

� ���� �
������ � ����	����
� �
�����
������� ���� ���� ���������� ���������� �� ����� ��
���� ����	
� � ��	�"
���������� �(
���� ��������� �
��� ��������� ��'������� ��� �� ������������
�� '���� ���� ��� ������ �	
� ��!�� �� ����� �� �� ����� �� ����������
��	�	�� �� �����	�� �	�� ��	 ����	���  ����������� ��� �� ������ ����
�
��	��
 �� ������	�	����� ��� �'�������� �(
���� ����������

~vi · ~∇Pi + γPi
~∇ · ~vi = 0. ,��+-

-
���
�	���� �	 ������� �(������� ��� ���
��� �	
 MHD �	����	
 , (�
,����-",���+-- �� �	 ���
��	��	 ��� ���
��� �	
 �	����	
 ��� '�	 ��
�����������	��� ��� �	 ����
��
	 ���	�����
 �� '�	 ����
� i) � �(
���� 	����
�������� �	 ��������� ��'
	 ��� ���� � �
�����	�� ��� ����
'�� �
���� ��	 ~E
��	��
 �� 
�	�	�����
 ��� �
�� ��� �(
���� ,� 	�	
� �
�����	�� '�� 
������
��� ���
��� �	
 MHD �	����	
 '���� �	 ��������� ��'
	 
�	�	�
!���� ��� �	
���	 �	
 Ohm

� ~E + ~v× ~B = 0- ��� ii) � �
������� ������	� ~J �
�'����� ��
�
�	�
���� ����	 �� ��� ��������� ��� ��
���� �	
 ���� �
'	
� ������'
��
, (� ,��3--��	 ������� 
�� ������ �
��� ��� �(	���� �
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"
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�
�������� �� �� '��
�
��� z �� '������ �	� �(	�� �
�����
��� �� θ �� �
���
� �!��	
����� ���
� ��� r � �������� �
�������� ���� ��
����� ��	 ��������� �	 ��������� ��'
	 �	
 ������	���
 �� �
�� �� �������
� ���� �	�	��'�

-���� ���
�
� �
���'���� �������
� �	
 
�� ������ �������	� ��
����� ��

�
�� �	 ����� ����� ��� 	� �������� '��
������� �� �� ����� ��������	�
�
���'����� �
������������

,�(	����- �
�������� Bz
��� �	�	��'� ,�!��	
�����- Bθ

� ���
��	��� ��� �
�	� ���� �	�	��'� ��� �	�	��'� �
������� ��� ���������� ��� �	 �����������'
	 �
��� ��������� +��� ��� �
�����
�� ���� �	������ ��	��	�
�� �(�������
���	 ��� ��� �������� �������� r � ���, �������� 	� �(������� ,���-� ,���-�� ����������� � ,��+-�� ,��.- ��� ,���- ����	�	�	����� ��
�	����� #���������

��



���� ��+�%����� �-����#�� -�� #+��-�� ��� )�%� +��
��% ��� � �-��%

� �	� ��� ���� �
'	� ������'
�� �
��� ��
��
���� ,~∇ · ~vα = 0-� )� ���� ���������� . ��� ��� �� �������� �	������� �	
 ������	���� ��	 ���	�	 ���
�(������� ,���-",��3- �������	
� ��������� ��� ��	�	�� �� ��������	���

#�	����	���� ��� �(������� 	���� ,���- ��� �	 �	����� ��� �	 ������	����
��
��� ��	������ � MHD �(
���� '��������� 	�����

d

dr

(

P +
B2

z +B2
θ

2

)

+ (1 −M2
θ )
B2

θ

r
= 0, ,����-

��	

Mθ ≡

[

nimiv
2
iθ + nemev

2
eθ

B2
θ

]1/2

�
��� 	 �	�	��'�� ������� Mach
� +��� ��� �
�����
�� � �	�	��'�� �
�������

����� ��� 	� '��������� ��� ��������� ,�	���'	�� ��� �	�	��'	��- '�� ����"
�
!	���� ���� ,����-�  
��� �	�������	 �� ������	�	���	
�� ��� ,����- ���

��� ,���- ��� �� ����������� , ��� ���� �	 ������� ��	 ���� ������� ���
�(������� ��	��	�
�� ��	����
��� ��� ��� ,���-� ,���-� ,���- ��� �� ����� ���	
��� ��� ,���-� ,��.-� ,���- ��� ,����-�  ����!	���� ��� �	�	��'� �
������� �	

��������	� ��'
	
 Bθ

���� �	
 �����	��� ����������

q =
rBz

R0Bθ

,

�� 2πR0

�� ������	���
 ��	 ���	� ��� ������ �	
 �������	� ,'�� ��� ���- ��������	���� ��� ���	���	�	������ ���
�� ρ = r/r0
� �� r0 �� ������	���
 ����

��������� �	
 �������	� � �(� ,����- �������� ��� �	���

P ′(ρ) = −Bz(ρ)B
′
z(ρ)

[

1+
(

ε
ρ

q(ρ)

)2
]

+
[

M2
θ (ρ)+s(ρ)−2

]

ρ
(

ε
Bz(ρ)

q(ρ)

)2

. ,����-
 '� ε = r0/R0

�
��� 	 ���
���	�	� ���	� �.�� ���

s(ρ) =
r

q

dq

dr

� ��������� '��������+�����	���� 
�, �.� profile
������������ ��	���������� �	
 ��	�	��

���������	�� �� ITB
��������	
�� ��� �	������� q � Bz

�
viθ

�
viz

��� n ��
��	�	�����

��
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Profile �	
 q
�	
 ������	���
 �� '��������� �� �������� ��������� ���������

'��������
q(ρ) = qc

(

1 − 3∆q

qc

r2
0

r2
min

ρ2 +
2∆q

qc

r3
0

r3
min

ρ3
)

, ,����-
��	
 qc = q(r = 0)

�
rmin

� ���� �	
 �������	
� qmin

� �	
 profile ��� ∆q =
qc − qmin

� �	 ����� �	
 profile �	
 q ���	�
!���� '
�	���� ���������� �����
��� qmin

�
∆q ��� rmin

�  '� ������ �� ��������
 ��� � ��������� '�������
|s| �
��� ����	�� �	
 ∆q

� ��	����� ����� �	 ∆q
��
���� ����������� �����

� ��������� '������� �
(���� ���, ����
�	 ���� ��� ���� '�	 ����	��� ��	

s > 0 ��� s < 0

� , �� profile �	
 q
�
����� �� ����������� ��	���������

��
����� ��	 ����� ����
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q(ρ)

ρ

-���� ���
� Profile �	
 �����	��� ��������� q ���������	 �� ���� ��� �(
"

���� ,����- �
����� �� ����������� ����	����	 ��	 tokamak JT-60U ����
,����� �� �� �
�� ��� ����	��-�

Profile �	�	��'	�� ��������	� ��'
	
�
Bz = Bz0

[

1 + δ(1 − ρ2)
]1/2

, ,����-
��	
 Bz0

�	 �	�	��'�� ��������� ��'
	 ���	� ��� � ��������	� δ �
�'�����
�� ��� ���������� �'������� �	
 �������	�� '��� ��� δ < 0 �	 ������ �
���

�.
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'������������
Profile ��� �	�	��'	�� �
�������� ��� ��������� ��� ������ Gaussian

���"
���	��

viθ = 4viθ0ρ(1 − ρ) exp
(

− (ρ− ρmin)2

h

)

, ,����-
��	
 � ��������	� h > 0

����
!���� �� �� '������� ��� ���������� '���'�
� |v′iθ| �


(������ ���� �	 h
��
���� ���������� ������ ��� �	 viθ0

���	�
!�� �	
�������	 �	
 profile

�
 
�� �	�
�	��'�� ,peaked- profile �� �	 ������	 ��	 ��������� �(	�� ��� ��
�	�	��'� �
������� ��� ����������

viz = viz0(1 − ρ3)3, ,����-
�
��Gaussian �	���� �����	�	 �� �
�� ��� �	�	��'	�� �
�������� , (� ,����--��� ��������
 ��
��� ��� '�� ��������
��� ������ ��� ��	��������� ��� ���"
���	�	����
 ����������� �	
 ,����- ��� �	�
�	��'�� profile ��� �	�����

viz = viz0(1 − ρ) exp
(

− ρ2

h

)

.

Profile ��� ����������� �
���������
n = n0(1 − ρ3)3. ,���.-

 �����	� � �
��� ��� ������ ��	��
 �� ��������
 �
�������� ��� 	����� �
����
���� ��� �������

Pi = λP
�

0 < λ < 1. ,����-��	� �� tokamak
������ ��� Mθ < 0.1

� 	 ��	� �	�� ���� ,����- �
��� '��"���������� ���� ��� �� ������� ��	��	�
�� Mθ = 0
� ��� �� �
�� ��	��
 ��

���	���
� #����� �� ��������
 �����	� ��� �
�� � ��	������� ������� ��
��� �
��� ���� ���� ���
����� �� �
������ �	�	��'	�� '���	��� � ��� �(	��"�� �
�������� ������ '���� �, �
��� 	 ��	� �	�� �(������� ��� �� '�������
��� �	�� � 	�	
� �� 	�������� ����	��� ��	��
 �� �
����� �	�� ������ ,'��
��� ����'����� ��� �(
���� ,��- ��� �
���'���� ��	��	�
� ��� ����	��� ����
��� ��� �(	���� �
�������� ��
��
���� ��	��	�
� ��� �(
���� ,��- ��� ���"
�	��� ����-� -�� ���
��� ��� �������� �
��� �
��� '
���� �� 
�	�	����	��
�� �
�	�
���� ����	 	� ����	
��� �	�������� �	 �	�	��'�� ��������� ��'
	�
Bθ = ερBz/q

� � ��������� '�������� s = (r/q)(dq/dr)
� � �
������� �	
 ���"
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,����- ��� ���	���� P (1) = 0 ,'���'� ���������� � �
��� ���� ��������� �	
�������	� �� ��'��
!����-� 	� ������� ������� ��� ������ ��� ��� ������	�
���
Pi = λP ��� Pe = (1−λ)P ���
��	���� �	 ��������� ��'
	 ���� ��� ,���- ���
�� ������

Er(ρ) =
1

Zier0n(ρ)

dPi(ρ)

dρ
+ viz(ρ)Bθ(ρ) − viθ(ρ)Bz(ρ),

,���3-
� '������� �	
�

E ′
r =

d

dρ
Er(ρ)

��� �	 ω ~E× ~B
���� ��� ,���-�  �
���� 	� �
�������� ��� ��������� �	
 ���"

���	���	� ��
��	� ��	�	�� �� 
�	�	����	�� ��� �� ����� ~J = ne(~vi − ~ve)
�

� ��	� ��� ����
'�� ��� �
���� ���� ,���3- ��	��
 �� ��	��.��� �����������
�	
 �	����	
 ��� '
	 ��
����� ��� ���
��� �	
 �'����	� Hall-MHD �	����	

�	 	�	
	 ������������ �	 ������
���	 ���	 �	
 Ohm�

~E + ~v × ~B =
1

en
( ~J × ~B − ~∇Pe).

,���+-
���	����� ���� Hall-MHD �(
���� 	���� �	� ��	 �	�� ,����	�� �	
 ����"
��	���
 �� Mθ = 0

���� ���	��� �������-� 	 ��	� ~J × ~B
��� ,���+- ��	��
�� ��������
 �
�������� ��� ����
'�� ��� 	����� �
���� ���

~J × ~B = ~∇P = ~∇(Pi + Pe).
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 ��� ,���3-�� ��	 ���� ������������� '��'����
� ��� 	� ��	��������	� 
�	�	����	
 ��	"
��	�	�� ���� ����
���� ��
�
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������	� ��� �(������� ��	��	�
��
�	
 �	����	
 ��� '�	 ��
����� �� 
�	�	����	
 �������	�	������� ����
��"�� �� ��� �����
(� ��������	
 ��	�������	� ��.� ��	 �����	 Mathematica����
��� ��� ��	���������� �(����� ��� ,���3- ��	������ ��� ����� ��� �(����"

��� ��� Er
��� E ′

r
��� ��� s ���� �	
 ��	
 dPi/dρ

,'�� �(� ,����-- �(��������� �� ��������� '������� �����
!���� ��� ���� �	
 ��	
 viz
�(, ���
�� ���

�(������� ��� �
�������� Bθ
��� �	� �����	��� q � �
�� � �(������ ���

��� s �
��� ���
������ ��� �	 ω ~E× ~B

� ���� ��� � �
������� Bθ
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'���� ��� �	��
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��� ��� ���������� '�������� ��	 Er

� ��	 E ′
r
��� ���, �������� ��	 ω ~E× ~B

�
-�	 ������	 �'���	 �� ���	
�����	�� ��	��������� �	
 '�� �
��� '
���� ��
�����
��	�� ��� ���
��� ��� MHD

� $�� MHD ��	��������� 	 ���������������������� ���� ����	��� ��� ����

��� ����	�������
$�� ���	��� ��� ��� ��������	
� ������	�	������� 	� ����	
��� ������ Bz0 =
1T
�
δ = −0.00975

�
Zi = 1

�
r0 = 1m

�
R0 = 3m

�
n0 = 5 × 1019part./m3

λ = 0.6
� � ����	�� ��� �	 qmin ≥ 2

����� '���� �� ���� ����������� ��	����"
����� ��� qmin < 2

���
�� MHD '������������ ����������� �	� ����	������������ ���� ��������� '���	� ��	�����	� ,double tearing mode- ����� #�"
���	�	 ��	������� ������� ���������� ��� �	�	'������� �
���'���� ��	��	�
�
�� �	
�	 profile �	
 ������	� ���� ����	�� �.��  �����	� �� ���������� ��	

JET �� �������� ��������� '������� ������� �
��������� ����(� �	
 ���"
������	� ITB ��� �����
�� ����� �	
 qmin

,� � �- ��3�� � ������	�	
���
��� �������� ����� ��� ����������� 	� 	�	
�� �
��� �������� �� ��� ���
��	�"
��� ������������ �(�����
!�� ��� 	� ����� ��� 
�	�	��!������ �	�	����� ��
�
��� ��� �
��� �������� �� ��� ������������� �� ����'�
����� ������	����
��� �	 ������	 ��� �	�	��'	�� �
�������� ��������	� ������	� ��
���� ���
���� 5MA/m2 ��� ��� ������ �	�	��'� �	�
�	��'	�� �	���� �������� �	��
� ������� ���� �	
 ��������	� ��'
	
 �
��� ��kV

� ����� �	
 �
��� 
'��� ��(��
�����	
� �� ����������� ��	��������� ����������� �� ITB ��3� �.�� � ����
�	
 ��������	� ��'
	
 �
��� �
����� ��� �� �� ����� 	�	��
 	
'���������� �	


�	�������� ���� �(������� ��� '�	 ��
�����
� ��
'���� ��� ���������� '�������� ��� ��� �	�� ��� �������������� ���

��	��	�
�� ���������� ���� ��� �����	��� ��� ���������� ∆q
�
qmin

�
rmin

�
h
�
viz0

��� viθ0

�� ���	� ,�"��-� ,�"�-� ,���"��.-� ,�����"����-� ,105 − 106 m/s-��� ,104 − 105 m/s- ���
��	���� 	���� �	 qc = qmin + ∆q ������������ ��
���	� . ��� �.�  �����	�� � ����� ��
����� M2

θ ≈ M2
z

� �
���� ��� tokamak
�

�(�����
!���� ���� ��� Bz ≈ 10Bθ
��� viz0 ≈ 10viθ0

��+� ���� � ��
'���� ���
�����	��� ��� ���������� '��������� ���� ��� ���
��	���� �	
 ∆q

� ������"���� ��������� ������� �� rmin
��� qmin

� ��� � ��
'���� ��� ����� ��� rmin��� qmin
�(�������� �� ������� ∆q

�
#���� �� �������	�� �
�	����� ���	�� �������������� ��� profile ����
���� ��� ��� �	�	��'	�� �
�������� ������	�� �� 	�	
� �������	
� ��	�� ��

�� ���
��	��� ��� MHD �������� �	 profile ��� 	����� �
����� ��� ���, ���"
�+
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����� ��� �
���� ��� ������ ��� ��� ������	�
��� �
��� �	�
�	��'	�� �	����
�� �	 ������	 ��	 ��������� �(	�� ��� ��� s < 0 �
(������ � ��
�� �	
 �����
� |s| �
(������� ���� ��	������ ��� ��� ��� ,����- ,��� ���-�  �����	� ���
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ρ

P (ρ)/P (0)

∆q = 4

∆q = 14

-���� ���
� Profile ��� �
����� ��� '�	 ����� ��� ��������	
 ∆q

� ���	���	"�	������ �� ��	� �� ���� ��� P ��	 ��������� �(	���

�� ,����- ��	������ ��� � ��
�� �	
 profile �
(���� ����� �	 ������ �
���������������	 '������������ '���'� ���� �	 B′
z

�	
 �
�'����� �� �� ���� �	


δ
��
���� ����������� ������ �	 profile ��� �
�������� �	�	��'	�� ������	��

Jz

� �����
!���� �	
�	 �� �	 ������	 �	
 ���� ����	�� �	
 qmin

� ���� ��
�����
��� ��	 ����� ���� �
�� �� �������������� ��	
� ����������
 �� ����������
�� ITB ���� ��� �
��� ����
���� ��� �	 ���������� ����������  �����	� ���

s > 2
��������
��� ��� �������	�� ��� Jz

���� ����	�� ��	
 s > 0
� �
��

�	 �������������� �
!������� ��������� ���� ����	��� ��� ���� -�	 ����
	
�
�� ��	��
 �� ��������
 ��� ��� ����� �������	 ������������ ��� ��	��	�
�
�� ������������� �
������� ������	� ���� �(����� ���
�� �	
 �������	�
��� �	�	�	���� �
(������	 profile �	
 q

������� ���� ����	�� �����
#������� �� ���	
�����	�� �� ��	��������� �	
 ��	�	�� ��� ��
'��"

�� ��� ���������� '�������� ��� ��� �	��� (�������� �� ���� ��� ��� ����	������� Er

� |E ′
r| ��� ω ~E× ~B

�

��
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ρ

Jz(ρ)/Jc

∆q = 4

∆q = 14

-���� ���
� Profile ��� �	�	��'	�� �
�������� ������	� ��� '
	 ����� �	


∆q �� 	�	
� ���'�����	
� �	 �	
�	 ����� ��� ��� �������	�� ���� �(���������	�� �	
 �������	�� � ���	���	�	
��� ��� ����� �������	�	������ ����	� �� ������� ���� �	
 Jz
��� ∆q = 4

�

�*�*� �/����0�� 1���- �
Er�

-�	 ��������� ��'
	 �
�������	
� 	� ��	� ��� ����
'�� �
����� ~∇Pi

� ��� �	"
�	��'	�� �
�������� ��� ���������� viz

��� ��� �	�	��'	�� �
�������� ����
viθ

� �	
 ������	��	�� ��	� ����	� '�����	 ��� ��
�	 ��	 ��� ,���3-� �������� ��� �
�	�� �	
� ��	
� ���� �
�����	�� 
'��� ��(�� �����	
� ��� ����
�	
 ��������	� ��'
	
� ���� ��
����� ��	 ����� ���� �
�� �	 ��	����������� �����
 ��� ����������� ���� ����	�� ����� ��� �����	�	 ��������� ��	"
������� ������� �� '���	������ ����	 ���� ���� ,����� � �, �
��-� ,�����
��� ������� ��� ��� ,���3- �	 Er

�(������� �������� ��� ��� viz
��� viθ

��
�� �
�	���� �
�����	�� ��� �	�� �����	� �� �(������� ��� �	 ������� ���"
���	 ��� viz

�
viθ

��� Bz

� �	 ����� ���� �
���	� profile �	
 Er
�����
!�� ���

�������	 ���� ����	�� �	
 ��
������ �	 qmin

� ���� ��
����� ��� ��	 ���������
� ��(��� ��� |s| ���� ��� ��(���� �	
 ∆q

��	����
 ��(��� ��� ��	
�������	 �	
 |Er| ,��� ��.-� ����	�� �� �� '����
��� ��� ��������� ��� �	��,�	�	��'�� � �	�	��'��- ��� �	 ����� �	
 profile ���� �����	�� �	
 ∆q ��� �
�� �� �
(���� ��� ����� �	
 ���
��	
 �	
 |Er| �

�� ��.� ��� ������ �	�	��'�
��
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Erviθ

-���� ���
� Profile ��� ���� ∇Pi

�
viz

��� viθ
�	
 ��������	� ��'
	
� ��� ��

	�	
� ��
����� ��� ��� 	� ���
� �
�����	��� �
��� ��� 
'��� ��(�� �����	
�� ,���
�� profile �
��� ���	���	�	������ �� ��	� �	 �������	 �	
 ��	
 ��� ����
'���
�����

�	� ��� �3� ��� ������ �	�
�	��'� �	�	��'� �	�� �����
�
!���� �'� ��� �
�(������ �	
 ��������	� ��'
	
 ��� ��� s ��	������� ��� �	
� ��	
� ∇Pi

���
viz

� � ���������� �	
 ����
	
 �	
 qmin
,��������� ������� �� ∆q ��� qmin-��	� ��� ��������� �	
 �������	� �
(���� �	 ������	 ��� ����
��� ����� �	


��������	� ��'
	
 ���� ��
����� ��	 ����� ���� #	�	���� ���������� �	


rmin
��� �	 ��� ��	 ��. 	'���
 �� ��(��� �	
 ���
��	
 �	
 Er

��� �.� �������  �����	� � ���� �	
 ���
��	
 ,�	 	�	
	 ��
������ ���� ����	�� �	


rmin- �����	�
!���� ��� �
�� ��	� �� �(�� ��������� �	 ∆q
������� ���

�
(��	���� �� ���� �	
 qmin
��������� � ���� �	
 ���
��	
 �	
 |Er| ,��� ��3-�#	�	���� ��� ��(��� �	
 qmin

��� � �� � �� ∆q = 4 ��� rmin = 0.5 � ��
���
�
��� ��	 ���	� ���"���� ����� �� �
������� �� �� '����
��� ��� �	�� ���
�	 ����� �	
 profile ��� �
�������� ���� #��������� � ��(��� ��� '��������
��� �	�� ,���� ��� ��
���� �	
 h ��� ��� �� �����- ������ �	 �������	 �	


Er

�������� ����������	 ���� ������������ ����������� �	
 �(����������

�*�*� �0���3�3 �-. 3/����0�-2 1���-. �
E ′

r�
�� ������ �������������� ��� '�������� �	
 ��������	� ��'
	
 �
��� � �
���"
��	�� 
'��� ��(�� �����	
� ��� �	
� ����� ��	
� ,∇Pi

�
viz

��� viθ- ���� ���
��
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 ���� ��� ��(���� �	
 ∆q ��� qmin = 4
�
rmin = 0.5

�
Gaussian����� �	
 profile ��� viz

��� viθ = 0
�

���� ���
����� �	
 ��������	� ��'
	
 ,��� ��+- ����� ��� � ����(� '�	 ���	"
����� ���������� �	
 ����
	
 rmin

���
���	
 ������	
 ,��� ����-� ��(���
��� |s| 	'���
 �� ��(��� ��� '�	 ���
���� ��� E ′

r

���� ����	������ ��� ��"
��������� '��
�
���� ��� ������	� profile ��� ���
����� ��� �	�� �	
 �(�"
�������� �� ��� ��(��� ���� ����	�� �	
 s > 0

�� �
��� ���������� ��, �
��
���� ����	�� s < 0 ,��� ����-� $�� 	�����	
� �
�'
���	�� ��� �
��������
��� ���������� ���� �	 ��� �������	 �
(������� ��� �	 ���	 ���������� )��
���	�� ���
����� �� �	�	��'� �	�
�	��'� �
������� ��� �	�	��'� �
�������
��
����� ��	 ����� �����

,��	� ��	�� ��� �(������ ��� ����� �	
 �������	
 ��� '�������� �	

��������	� ��'
	
 ��� �� ���� �	
 qmin

��	��
.� ��� ����� �	 rmin

��
����
����������� ������ �	 
'�	 �
���
��� ��� �� �� ���� �	
 �������	
� ��� ��� ����� �	
 ����
��
	
 �����	�
!���� ��	� �� �(� ,��� ����-�  (�
���� ��	����

� ���
����� �	�	��'	�� �
�������� �� Gaussian profile ��� �� ��'������ �	"�	��'	�� �
�������� ��� ��������� ��� �	��� #	�	����� � ��(��� ��� �����
�	
 �������	
 �
��
����� ����(� 3� ��� ��� ��� �(������� ��� �� '����
���
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�����
���� ���	� �	
 ��������	� ��'
	
 ��� ������ ���� ���������� ����������� ���	�	�� ��� �(
����� '��������� ��� 	���� ,���- ��� �	
 ���	
 �	
 Ohm,���- ���� �������� '��
�������� 	'���
 ���� ���������� 	�������� �	�	��"
��� 	� 	�	
�� �������	
� �������� ���� ���� ���������� ���������� ��� ���
�	 ������� ������������ �� ��� ���	�����	� -
����������� � ��	�	�� ���
�(
����� 	���� ���� ���	� ��� �	�	��'	�� '����
���� ,·~∇φ- '
���

~∇φ · (~∇ψ × ~∇I) = 0, ,����-
��� ��� 	�	
� ��	������ ��� �
������� I �
��� �	������ �������
��� '���'�
I = I(ψ)

�  �
���� �����!	���� �	 ��������� ��'
	 ���� �	
 ������	������	�
'
�����	�� ~E = −~∇Φ

� � �
������� �	
 ���	
 �	
 Ohm ���� ���	� �	

��������	� ��'
	
 ~B 	'���
 ���� �(
����

~B · ~∇Φ = 0. ,����-
��� ��� �(
���� ,����- �
��������� ��� �	 ������	������� '
������ �
����	������ �������
�� Φ = Φ(ψ) ����� ��
��� ��� �	 ��������� ��'
	 �
���
�����	 ���� ���������� ����������� #�	����	���� ��� �(
���� ,���- ���������� ���������� ���������� ,·~∇ψ- ��	������ ���

(dΦ

dψ
− K

%R2

)

|~∇ψ|2 = 0. ,����-
$�� �� ������ � �(
���� ,����- �� �������

dΦ

dψ
=

K

%R2
, ,����-

����� ���� �
'��� ��� ��� �(
���� ,����-� �	 ������	������� '
������ �
����	������ ����������� ���, �������� ��� � �������	� �	
 �� ��	� ψ � 	���� �	

'�	 �� ������ �� ������ ��� ��� ��� �	������ ��	 '�(
 ���	� ��� ,����-� , ���� �	������

K

%R2
≡ ω =

dΦ

dψ
, ,���.-

� 	�	
� �
��� � �
����� �
������� ��� �	�� ��!�� �	
 �������	� �
��� �	��"
���� �������
�� ω = ω(ψ)

�

.�



����  ��-�- �- �-����#��- ��� +�- �-
)� �� �	����� ��� �(������� ,����-",���.- � ��	�	�� ��� �(
����� 	�"

��� ���� ���	� �	
 ��������	� ��'
	
 ��� ������ ���� ���������� ����������������� ���
��	����
[ ~∇P
%

− ~∇
(ω2R2

2

)

]

· ~B = 0, ,����-
[∆∗ψ + II ′]|~∇ψ|2 +R2

[

~∇P − %ω2~∇
(R2

2

)

]

· ~∇ψ = 0, ,���3-
��	
 	 ���	� '������ ���������� �� ��	� ψ ��	 �������� ������� ��� ����������� �(������� ,����-",���3- ���	�
"!�� ������ ��� ��	��	�
�� � ����� �(
���� �
��� ���	
 Bernoulli

�	
 �
"
�������� ���� 
'�	'
������� ��� � '������ ������	���
 ���� �(
���� Grad-
Shlüter-Shafranov ��� �������� ���
������ ,'�� ��� ����'����� ���-� $�� ��
���	�	����
 �	 �������� ������� �
��� ���	� �����
���� � 
�	������ ����
�
����������� �(
����� ��������� � ������������ �(
������ �
�� � ����	���� �������
 �� �
���� �������������+��� ��� �� ������� '������ ��� �����
'�� ���� ���	� ��� '
�������
������� �	
 ��������	� ��'
	
 � ������� ����������� ��������� ��	 ��"
������� ��'
	 �
��� ���� �	�� ������� ���� �
������ 	� ���������� ����������
��	�	�� �� ������	�� ���������� '���'� T = T (ψ)

� *�����	�	������ �	
���	 ��� �'������ ���
�� P = λ%T ��� �������
!	���� ��� � �	������ ����
���� ������� ���� �(
���� ,����- �
��� ��� �	������ ���������� ��	��
 �
��
�� 	�	�������
 ��� �� '����

P = Ps(ψ)
(ω2R2

2λT

)

, ,���+-
��	
� ���� ��
������ � �	������ Ps(ψ) �
��� � �
��� ��	
�
� �	�� ,ω = 0- �	�	
� �
��� �	������ �������
��� �
�� �
��� �
����� �� �	 ���	��� ��� ���
������� ��	��	�
� 	� ��	������� ���������� ��
�
!	���� �� ��� ���
��	���� ��"
��������� #��	
�
� �	��� � �
��� ���� ��� � �
������� ��!��� ���� �	

���	
 ��� �'������ ���
��� '�� �
��� �������� ���� ���� ���������� �����"
������ ���� 	� ����
��
�� �
��� ���������� � �� ����������� ��� �
������������ ���� ���������� ���������� 
�	�	�
��� ��� �	� ��	 ��
������������� ��
��� � �
�������� ����� ��� �� ����	����
� ��������� ������� ���� ���� ��"
�������� ���������� ���� ����������� �
��� �
��� ��� ��	�������� -� �
�� ������
����� � ��	��	�
� ���� �������������� �����	�� �� �
�� ��� ��������
��	'
������� �.��� � ����
��
� ����	�	��
 �� �
����� B = B(ψ)

� ��	
 B
�	 ����	 �	
 ��������	� ��'
	
 ��� '�� ������	���
 �� tokamak ���� ��� �	

.�



� ��+��� ��  #����-� ��- ���- -�� )�$%�����
��#�+�$�� ���%��� -�)) �����% ����-��- �%
�-����#��-

�	�	��'�� ��������� ��'
	� Bφ

� ��'��
!���� ���� ��	 ��������� �(	��� ���
�� �������� ��	������ �	���� ��� ���� ��� ��� ����� �����	�� ��� �
�����"
��� ��!�� ���� ���� ���������� ���������� �
��� �����
���� ��� ��� ����(�
��	��	���� tokamak �� ��������� ���������� ���������� ��� �	����������������� ��� �
��� ���� �(
���� ,���3- �� ��� ������� ��� ,���+-� ����� �
�����

∆∗ψ + II ′ +R2

[

P ′
s + Ps

R2

2

( ω2

λT

)′
]

exp
(ω2R2

2λT

)

= 0. ,����-
�
�� �
�� �������
 ������ ���� ����	�� ����� ����������� ����
� �� ��	�	��� �� �������� ��
��
���� �	��

~∇ · ~v = 0. ,����-
-, �
�� ��� ���
����� ���� ��� �(
����� ,���- ��	������ ��� � �
���������!�� �
��� �	������ ����������� % = %(ψ)

� *�����	�	������ �
�� �	 ����"
����������� �	 ���	 ��� �'������ ���
�� ��� �	 ���	��� ��� � �	������ ����
���� ������� ��� �(
����� ,����- �
��� �	������ ����������� ���� ������� ���
���� ���
����� ��������� ���������� ���������� ��� 	�	������	���� �
��
��� �(
���� ��	������

P = Ps(ψ) +
R2%ω2

2
, ,����-

��	
 ��� �'� � �	������ Ps(ψ) ������	���
 ���� �
��� ��	
�
� �	��� ����"����������� ��� �
��� ��� ��� �(
���� ,����- ���� ,���3- ��	������

∆∗ψ + II ′ +R2P ′
s +

R4

2
(%ω2)′ = 0. ,����-

�
�� ��	����
 ��'��� ���
����� ��� �(
����� ��� �(	���� �
�������� ��	��	�
�
�� ��
��
���� �	� �
��
�� '����
���� �	
 �(���� ������ ���� ����	�� �����&� ������ �� ��������
 ��� ���, ������	��
� �� ��� ��
�������� ���
����� �
���
�����
���	 � ����	����
� ���� ���� ���������� ���������� ���� tokamak

��
��� �
��� ������� ���� �(������� ��	 �����
�� �(������� ,����- ��� ,����- ������	
� ��������� �	������� ����������

��� ��� 	�	
�� 	� ����� �
��� �	����� -
���������� 	�Ps

�
I ���ω �
��� �	����� ���

� ������� �	������ �
��� � T ��� � % ��� �� ��
�������� ��� ��� ��
��
�������
����� ���
��	���� -
���
�	���� ��� '�	 �(������� ��
����� ��� 	 ��	� �	��
���� ,����- �(������� ���� ��� �	 ω ��� ��� T ���� �	
 ��	
 ω2/λT ��� ���

.�



����  ��-�- �- �-����#��- ��� +�- �-
�������	
 �
�	� �� ��	� ψ ,'���'� �� '������� �	
-� ��� ���	 � '�������
�	
 ��	
 �	�� %ω2 �����
!���� ���� �(
���� ,����-� #��������� �� ��� �
�
���������� �(������ ��� �	
� ��	
� �	�� �
��� '���	������� 	� �(�������
,����- ��� ,����- �
�	���� �����	��� ��	 ���	 ω2/λT � 1

� �
�� ��	��
 ��
�
��� ���	�� ��������� ��������	���� �	 �������� ���� ,����-�

exp
(ω2R2

2λT

)

= 1 +
ω2R2

2λT
+ · · · ,

��� ��������� ���� �����
(� ���	 �	� ����	 ��	� '���'� �� �	��'�� $�� ��	
�	�� ���
� '�������� (ω2/λT )′ = 0

� ������
��� ��� 	 ������ ��(�� ��	� ����
�� '��������
 � 	�	������� �� �������� ����
�	
� ��� ��� ���	����� �������
�
�������� �������	��� �	
 �������	� ����� �	�� 
.���� ����	����
�� �	������ ��
��� �� �
������������ �� ��
��
���	�$�� �� ����
�	�� ����
���� 	� �(������� �� ������ �� �������	�	���	��
�� ��������� ����	�� ��� ���
����� �	�	����� �������
���  '� �� �����"
�	�	���	�� 	� ����	
��� ����	������ �-
�������� �	�

�� �������� ����	��� ������ ��� �� �������	�	����
 � ,����- ��.� ����
I2 = I2

0 + I2
1ψ

2,

Ps = 2P0ψ
2, ,����-

ω2

λT
=
γM2

0

R2
0

=
�����

 '� I0/R
�
��� �	 �	�	��'�� ��������� ��'
	 ���	� ,��	
�
� ������"

�	�-� � ��������	� I1 ��	�'�	�
!�� ��� ���������� �'������� �	
 ������"
�	�� ��� P0

�
γ ��� M0

�
��� ��� ��������	� �
����� 	 ���	� ��� ��'��������	����� ��� 	 ������� Mach �� ��	� �� �������� �	
 ��	
 �� ��"�	�	 ����
	 ����	��� ,z = 0
�
R = R0- ���
��	���� �	 ����
	 R0

����	�'�	�����
 ���������
 ����	���� ��� �������� ����	��� ���� �(
���� ,����- �
�� �������	"�	��
��� ��� ���'������ ����
���� ���� ��� �	���� R(R)Z(z) �� ����
�� ���	'	 �	
 ������	� ��� �����������  �����	���� ��������� ��
������� '��������	� �� �
��� 
�� �� I1R0

� ���� �������� ��� �	����

ψ(x, y) = C1

[

J0

(

2τ
√
eγM2

0
x2/2

γM2
0

)

+ C2Y0

(

2τ
√
eγM2

0
x2/2

γM2
0

)

]

cos(R0I1y),

,����-
.�



� ��+��� ��  #����-� ��- ���- -�� )�$%�����
��#�+�$�� ���%��� -�)) �����% ����-��- �%
�-����#��-

��	
 x = R/R0
��� y = z/R0

� ��� J0
��� Y0

�
��� 	� �
��������� Bessel
��'������ ��(�� ����	
 ��� '�
���	
 �
'	
� ���
��	��� ��� τ 2 ≡ 4P0R

4
0

�
�	 ���	� ��� ����� ��� z '����
���� �	
 ��	����
��� ��� ������ ���
"����� ��� �������� �
�'
���� ������	
 ��� �
�������	
� �������������� ���� � ���� �� �
��� �
�������� �� ��	� �	 ���	��
��'	 z = 0

� ��
'�	 �������� C1

��� C2

��	����	
� ��� ��� 	�	������� �	
 �������	�
���	
� ��� ,����-�

�� ��
��
���� �	�
-� �
�� ��� ���
����� �������	�	������� 	� �������� ����	��� ��� ��
�������	�	
��� ��� ,����-�

I2 = I2
0 + I2

1ψ
2,

Ps = 2P0ψ
2, ,���.-

(%ω2)′ =

[

K2

%R4

]′

= 2Aψ.

� ��
�� ��� �(������� ,���.- ��!
 �� ��� ,����- �
�'�	
� ��� ����"
����	 A �� �� profile ��� �
�������� ��!�� ��� �	
 ��������	� ��'
	

������ ���� ���������� ����������� �
����������� �� ��� ����� �
��� ���
�� '������� �	
�� � �	�������� �	
 ��������	� ��'
	
� ~E � ����� ���� �������� '������� �������	
� ���� ��������	 A� �� ����'����	�� ��
��� M0

��� 	�	
�� � '������� �
��� ��'��� �� ��
���� �
�� ������� �
��
��������� ������  �
��� � ��������	� A ���� '���������� ��� 	 �������
Mach �
��� �'������	��
� ���� �	
 ��	������ �� ������� ���������� ��� ��� �������	�	������,����- ���� ��� ����	��� ,���.- �����!���� ���� ��� �
���������Airy����	
 ��� '�
���	
 �
'	
�� Ai ��� Bi� ���
��	��� �� ��3��

ψ(x, y) = C1

{

Ai

[

(AR0

4

)−2/3(AR6
0

4
x2 − P0R

4
0

)

]

+C2Bi

[

(AR0

4

)−2/3(AR6
0

4
x2 − P0R

4
0

)

]

}

cos (R0I1y),
,����-

��	
 ��� �'� � ���� �
��� �
�������� �� ��	� �	 ���	��
��'	 z = 0
�

.�



���� #�+����� �� �- -*�)���-)�� ��� ���
��� 
�������	�
	�
 ��	�������� ��� ���
-� �
�� �	 �'���	 �� ���� ��� ������ ,����- ��� ,����- �� �(������
 � ���������
�	�	�	�
� �������� ����������� tokamak

��	 	�	
	 �	 ������ ������������
��� ������� �	������� 	��	������ '���	���� ���� ��
����� ��	 ����� ����

z

R

.0
R

0
+ b- b

R
0

R

a

r

θ

-a

-���� ���
� -� �
�� �	 ����� ��
����� � �	�	��'�� '���	�� �	
 �
���	
 �	
�������	�� � ���	� �.�� 	�
!���� �� R0/b

� �� �	����� �
����������� (r, θ)������	�	�	����� ��� �	� 
�	�	����� �����	��� ���� ���� ���������� �����"
������

#����� �� ��������
 �'� ��� ��	 ���������� ���	��� ���� �
����� � ������	�
D
� �����	�� ������ ����������� �� �	��� ������ �� ��������� ����	�� ���

�
���������� ���� �� ����	�	�	����� 	� �
�	������ �
������� -� �
�� ������
������ ����� 
��� '� �� ���� '
���� �� ����������	�� ���	�� �������"
������� ��� ��	��	�
��� ����� ��� � ������� ������ ��� ��
'����� ��� �	��
�� �
�� �(���
�� �	
 ����������	
 �����	� ���� ��� ������ �	
 �� ������	"�	�	������ ��� ��� �� ���������� �������� �	
 
�������	���� �� ������ �������	 '���	�	 �
�� �	 ���	� )�� ���� ��� �������� ��	������� ��	����
 �
���������� ��
�
�� ��� �(�������� ���� ���	��� �����
� ����� ���'�������
� ������ ����
����� ��� ������� �������$�� �� �����	��	�� 	� �
�	������ �
������ �����
��� ��� � �(����� ����"
��� ��������� ��������� �
��
���� �� �� �	������� 	��	������ '���	��� 	����

.�
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��#�+�$�� ���%��� -�)) �����% ����-��- �%
�-����#��-

	� ������ �� ������ �� ����	�	�	�� ��� ����	
��� ������� ���� '�	 ���(�������
'��
������� x ��� y

ψ(y±) = 0 ,���3-
���

ψ(x±) = 0, ,���+-��	
 y± = ±α/R0
��� x± = 1 ± b/R0

� , ���� �	 �������� ��� ��	��	�
��
�
������ ��� ���������� ��	.�� ��� �������� �
�	������ �
������ 	� �'�	"
����������� �	
 	�	
	
 ���	�
!	���� ��� ��� ���
���� ��� ����	�	
��� ���,���3- ��� ,���+- ��� ��� ,����- ��� ,����-�  ������	���� ��� �
����� ,���3-��	 ���	� ��� ������ �	
 �(������� ��� �� z �
�������� �	 	�	
	 �
��� �	���
��� �
������� ��� ��
��
���� �	�� ��	������ ��� ��� �'�	����� � ������

I`
1 =

1

a

(

`π − π

2

)

, ` = 1, 2, . . . ,����-
��� ��� �	������ I1 � 	�	
� �
�'����� �� �� �
������� �	
 �	�	��'	�� ���"
���	� I(ψ)

� �� ���
��	���� �'�	�
��������� ������	��	�� �� ���������	��
�� ` ��������	�� �(	��� ��������� ��	� �(	�� �
�����
�� �	
 tokamak ,z'����
���-� ���
��	���� � �
����� ,���+- ������!���� ��	 ���	� ��� �������	
 �(������� ��� �� �
�������R

� -� �
�� �	 ���	� ���������� 	 �����	����
�	��� '���'� �
�� 	 ������� Mach

�
M0

� �
�� � ��������	� A ��� �� �
�������
��� ��
��
���� ���
����� ���
��	����  �	������ � ��
'���� ��� �	�� ����
��	��	�
� ���� ��� ������ ,����- ��� ,����- �� ������������ ��	 ���	� �	
��	
 ��	�� �� '����
��� R �  �����	� ��� ���������� �	�� ���������� ��� ���������	� �
���� P0

� $�� �� '��
�	�
���
 � ��������� �
!����� ��������� �	
����	�	 F �	
 ������	������� �
�� �	 M0

�
�� �	 A
� �
��� 	 �
��	������

�
��� �(�������� ������	� ��� ��� ���	
�
��� ��	���������� �� 	�	
� �
��� ���"(������ ��� �
�������������  ���	� 
����	
� '�	 ��������� ��������	�� F��� P0

� 
����	
� ������������ '
��������� ��� �	� 
�	�	����� ��� �'�	�����
���� ��� ,���+-� , ���� �
��� '
���� �� ���	����	�� �'�	����� �	�� 	� 	�	
��
�
��� �
��������� ��� P0

� �	
 ��������� ��������� F n(P0)
,n = 1, 2, . . .)

� �
���
���	�� �'�	����� �
���� P n

0 (F ) �� ��� F ��������� �
�� � �����������
�(������ �
(���� ��� '
��������� ��� �'�	����� �� ����� �� �� ������� ��"
�
����� ��� ����� �	 ����� �
��� �
�����	�  �
���� 	� �'�	����� �(��������
��� ��� ����������� '��������� R0

��� b� ���� ��� ��� �	 a ,���� �� ����
�
�� ���'�����	���� ��	 ����� ���-� 	���� �� ��	��������� �
��� ���(������
��� �	 ���	 ������
���� a/b� �� �������� 	�	�������� C1

��� C2
��� �(�"

������ ,����- ��� ,����- ������	�	�	����� ��� ��� ���	���	�	
��� ��� ψ ��
..



���� #�+����� �� �- -*�)���-)�� ��� ���

��	� �	 ��������� �(	�� ��� ��� ��� ����	�	
��� ��� �
�	������ �
������,���+- ���
��	���� ,���� ��	������ ��� �	
� 	����	�� ,����- ��� ,���.- � ��"������	� A ���� '��������� �� ����'����	�� �� �	� ������Mach
�
M0

� 	 	�	
	�
�
��� �'������	 �����	�� $�� �� �
��� � ��������	� A �'������� �	������ ���
���	���	�	������ �� ��	� �� �	��'� 1kg/(m7T 2s2)

� )� ���� �� ��������

�	�	�
!	���� ���������� 	� �'�	����� F n(P0)

��� P n
0 (F )

� $�� '�'	���� ���� �	

P0

	� F n
����	�	�	�� ��� ���� n ��� ����	
�� ����� '����(�� F n+1 > F n

�
���
��	��� ��� �����	�� ����� ����	�	��
��� ��� ��� P n

0
��� '�'	���� ����

��� F � �� ���
��	���� �'�	�
��������� ������	�����	
� ���������	�� �� n
��������	�� �(	��� ���� ���	� ��� '����
���� R � )� ���� �� �������� �
	���� ���� ψ`n = Z`(z)Rn(R) ������	���
 �� �	�
�	�	��'�
� ���������	�� ��

`× n ��������	�� �(	����, ��� �������� ����������� �� '�	 �(	��� ��������� ��� '����
��� z ��"�������� ���� �.��� �����
�
!���� ��� ��������� ��	� �(	�� �
�����
�� 	������� �	
 ���	
���!	���� '�� ��	
� �(������ ��� �� �	�� 	���� � '
������"
�� �	�
�	�	��'�� ����������� ���� ���	� �
�	� �	
 �(	�� �
��� ���(������
��� ����(�� �	��� , ���� �	 ��'�����	� �� ��������
 ��	 ���	� ��� �����
������ ��	� �(	�� �
�����
��� $�� ���	
� ���	�	
���� ��� ���
� �� �������
� ����������� � ������ �� ����	�����
 ���� �'�	�
������� ψ1n

� 	�	
� ����"
������ �	�
�	�	��'�
� ���������	�� �� n ��������	�� �(	��� ���� ���	� �	

�����'	
 z = 0

� -�� ����'����� ���������	� �� '�	 ��������	�� �(	��� �	

������	������� � ψ12

��
����� ��	 ����� ��� ���� ���
����� �
�������� �	���
#	�
�	�	��'�
� ���������	
� ��� ������� ���
����� ����	�	� �� �	
 �����"
�	� ��� ����������� ���� ����	��� ���� ��� ���� �� �
�'
���� �� �	
�� profile�
�������� ������	� �� 	�	
� ��	�	�� �� �
�	
� �������� ��	� �
���� �	
�������	� ��� ���, �������� �� ����������
 � �	�� �	
 ������	�� -� �
�� ������
����� � �������	�� �
��� '
���� ���� �	
 ��� 	� ���������� ����������
'�� �
��� �������� #�	����� ��� ������� ���
����� �
��� '
���� �� ��	
��
���	 �'�	����� ��� �
����� #��	
�
� �	�� �(��������� �'�	����������� ���������� �'�	����� ��� �
���� P n

0 (F ) ��������	���� �
����� ��� ��������	
�	�� F �� ����
	 ���
����� �� ���� ��� �������� ���
������ P 1

0 (F ≈ 0)
�  '������� �� ��������
 ��� ��� ��
��
���� �	� A = 0 '� ����
��� �����
���� ���

������	���
 ��� ������� ���
����� ���� ��� ��
��� �(
����� ��� ����	���
,���.- � 	�	
� ������������ ��� �� '������� ��� �	��� )�������	���� �
��"
��� ��� ��������	 �	�� ������������� ����
� ��������� Fm (m = 1, 2, . . .)��� 	�	
� ����!�� � ��������� �	�	�	�
� ���� �	
 ���������	� ���� ������	�
��������	� �(	�� ,	 '�
����m �'� 
�	'������ ����
	 ��������� ��� '�� ���"��� �� �
������� �� �	� ������ n �	
 ������	���
 ���� ��(� ��� �'�	�����-�

.�



� ��+��� ��  #����-� ��- ���- -�� )�$%�����
��#�+�$�� ���%��� -�)) �����% ����-��- �%
�-����#��-
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-0.5

0

0.5

1

y

x

-���� ���
�
� ����������� '���	� ��������	� �(	�� ��� �'�	�
�������� ψ1n�� �'�	���� M2

0 = 1.692 ��� ���	 �.�� α = 3
�

-�	 ����� ��� '�
������ ��� ��	�	
�
� ���������� �	
 ������	���
 �� �����"
����	�� �	
 �������� ��������	���� ��� ��������	 A� -
����������� ����"������� ���� ���������� ��� ��� ���� �	��� ��� ������� ���� ���� �	�	��'��
����������� ��	������ �� �'�	���� P 1

0 (A = 0.009) �� �'�	�
������� ψ11
,-�����

(a)-� )�������	���� ��� ��������	 �	�� 	� �'�	����� ��� �
���� �����	����
��� 	 ����������� �� ���	�	 �����	�
!���� ��	� �� �(� ��� �
����!���� ����
�(������� �	
 ���
�� ,-�� ���(b)-� , ����� ����� � ��������	� �	�� ������
��	 ����	 ����
	 ��������� A1 = −0.01

� �� ���
��	��� �'�	���� ��� �
����
P 2

0 (A = A1)
� ���� '�����	� ���������� �(	��� ������
!���� ���� �(����������
�� �	
 �'� 
����	��	� ��	�������� �� ���������� �	
 ����
��
	
 ��	�

�	 ��������� ,-�� ���(c)-� �	 ���	��� �	
 ���������	� �	
 ��	
 ��������	�
�(	�� ���� �(������� ���
�� �	
 
����	��	� ���������	� ��
����� ��� ���
�	�� �	
 �	�	��'	�� ��������	� ��'
	
� ���� �
�� ��	������ ��� �	 ������	
��� ψ ����� ���� ��� ������ ���� �	 ���������� �	
 ��	
 ��������	� �(	�����	� ���� �
�� �	 ���������� � ψ '�� �
��� ��'��� 	 ��	� ���������� �(	���

.3
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-���� ���
� -� �
�� �	 ����� ��
����� ��� ��	�	
�
� ���������� � 	�	
�

'�
���� ��� ���������� �(���(� �	
 ���������	� ��� ���������� ����������
����� ��������� � ��������	�A ���� ��
��
���� ���
����� ��� ��� ���	 �.��
α = 3

� �� ����� ��� A ��� ���� ������� �
��� (a) A = 0.09
�
(b) A = −0.01

�
(c) A = −0.02

�
(d) A = −0.1

�
(e) A = −0.122

�
(f) A = −0.2

�

������	���
 ��	 ��������� ���
 ��	
 � ψ ���� ���
���	 ������	 ��� �	 	�	
	
�� �� ����� �	
 ������	���
 �� ����	�� ��	
 � �	�� �	
 ��������	� ������	�
������������� ,-�� ���-� -� '���	������ ���
����� �� ��	��
��� ��
������
���� �	�	��'� �	� ���� �� '������� ��� ��������� ���� ��� ����� ���� �� ����"���� �� ���� ������ ��� '���	�� �	
 ��'����� ��� ������ ���� �������� ���
'���	�� �	
 ��'����� ��
���� -
���
!	���� ��������� ��� ��(��� ��� �	��
,��
��� ��� ��������	
 A- �	 �(����	 ��������� ���
 ��������� �� ������
��� 	 ����������� ��	 ���	�	 �	
 �����	�
!���� ��	� �� �(� �� �	 ������	
����
	 ��������� A2 = −0.1 �� ���
��	��� �'�	���� P 3

0 (A = A2)
,-�� ���(d)-��	 	�	
	� ���� ��� ����� '���	
���
��� ���� ������	� ���������� �(	��� ����

.+
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�-����#��-
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(a) (b)

ψψ

x

x

-���� ���
�
�� ������� ��� �
�������� �	�	��'	�� ���������� �	�� ψ ��	

��
��'	 y = 0 ����� ���� ��� ������ ���� ��� ����� �������� ��
�	���� ���
��������� (a) ��� (b) ���
��	���� �� ���
��	���� ����� ��� ��������	
 �	��
A �
��� −0.01 ��� −0.02

� ��� 	 ���	� �.�� �
��� ��

�(������� ���
�� �	
 
����	��	� ���������	�� , ��� ���� 
����	
� ��
�
��������� ����� ,-�� ���

(e)- �� 	�	
� ��� ���� �����	�
!	���� ��	� �� �(�
����� � �	� �
(������,-�� ���

(f)-� �	 ��
�	 ��������� ���
 ������
!����
���� �(������� ���
�� �	
 
����	��	� ���������	� ��� �	
� ��	����������"
�	
� ���	
� �	
 �
�� �
���
��� ��� ���� �	 ���������� �	
 '�����	
� �
��
� '��'����
� �
���
!���� ����� �� '���	
��
� �	�
�	�	��'	�� ���������	� ��

n ��������	�� �(	���� ����	��� �	�
�	�	��'�
� ���������	
 �
��� '
���� ����	��.	
� ��� ��� �
������� �	�� �
�� � '��'����
� ��	��
 �� �������
 ��
��� ���������� ��(���(�� ��� �'�	����������� �
���� ��� ��	��	�
�� �	
 ���"
����	� ����� �
(������ � �	� ,��� 	����� ��	������� ��� ��(���(��� �
���
��	��
 �� �����
 ���� ���	���
'� �.��-� �	 �������� ��	��
 �� '��
��������
��������� ��������� ��� ���� �����	�� ��� �	�� �
��� ���	 ����� ���� ��
�� '���������
 �� �����	 ����� �	 ������� ��� ��� 	 ����	� ����(� ����
���	��� ������ �����	��� ��� �	�� �
��� ������ �����	� ���� �	 ������ ����
������ ��� ���� �� ��������� ��	��	�
��� ������ �
�� � ��(���(�� '�� �
���
'
���� ��� �������� ��	��	�
��� �� ��� ���
 ��	�	��� �� ��	
�� �	�
�	�	��"
'�
� ���������	��� ���� ��� '�� 
������ ���	�� �
���� ��������	� ��� 	�	
��
� �
����� �����	�� �� ��	����
 ������� ��� ��������� �	�	�	�
�� ���� �
���
� �	� ��	 
�� ������ ��������  ���������� ���� �������� ���	'	�	�
�
�
��� '
����� ��������	���� ��� ��������	 �
���� P0

� �� ��	��.	
� ����
�
��������� (P0)m

�� 	�	
� �� ������	��	�� �� �'�	����� �	��� �� ��� � '������
�
�� ����������� ��	������� �	�
�	�	��'�� ����������� �
��� ��	'���� ���

��



���� #�+����� �� �- -*�)���-)�� ��� ���

��������� ��	���� ��� ��	.� ����������	� ��'�����	��	� � ����� ��	�������
�
��� ����������	 ����
���� ���� ��� '
��������� ����	
 �����	
 ��� �	���

#	�	����� ��� ���	 �.�� α = 3 ��� �
������� �	� � �������� �	
 ����"
��	���
 ���� ����� �������� ��� ���� �� '���� �	�	��'� ���������� �
��� ���
��(�� ��� 105 m/s

� ��������� �
��� ��� ��(�� �����	
� ��	
� ����������

�� tokamaks

� 	���� �
��� '
���� � ����������� ���������� ��� ������� ���
��������� �	�	�	�
��,���� ���� ��������
 � �	� ��
����� �� �
�'����� �� �	 ���������� ����"
����� �����	��� �� 	�	
� �
��� �
�'�'����� ��� �� �	 profile �	
 �����	���
��������� ��� ���, �������� �� �	 ���
��	��	 �	
 ��������	� ������	�� #�"
�������� �	 �������� ������	 ��� �
�������� �	�	��'	�� ���������� �	�� ψ��	 '���� �	�	��'� ���������� ,'�� ��� ���- 
�	'������ ��� �	 ����� ����"
������� �	��� +��� ��� �������� �
��� ��'�����	� �� �(������
 �	 profile �	
�����	��� ��������� ��� ���� ��� '���� �	�	��'�
� ���������	��� � ������	
 ������	�	������ ��� �
�� �	� 
�	�	����� �
��� � ����	
�� ����

q(ψ) =
I(ψ)

2π

∮

c

1

R2

d`

|Bpol|
, ,����-

��	
 � 	�	������� �������	�	��
��� ���� ���	� ��� �������� c � 	�	
� �
���
� �	�� ���� ���������� ���������� �� ��� �	�	��'� '���	��� � 
�	�	�������������	�	������ ���������� �� ��� �����
(� ���������� �	
�
��� ��	 ��"���	 Mathematica 5.0

� $�� ���� �	�	��'� ���������� �	 q �
(������ �	�	"
�	���� ��� �	 ��������� �(	�� ��	� ��� ��������� �	
 �������	� ,-�� ���
(a)-�  �
���� � ���� ���� ��	 ��������� �(	�� ��	��
 �� 
�	�	�����
 ��� ���
����
���� ����� ����

qma =
I(ψ)

R

[∂2ψ

∂R2

∂2ψ

∂z2

]−1/2
∣

∣

∣

∣

z=0,R=Rma

, ,����-
�	
 ��� �	 profile �	
 ������	� ���

(a) ,α = 3
�
P0 = 12kPa ��� M0 = 1.234-'
��� qma = 1.29

�
#������	�	������ �	� 
�	�	����� �	
 �����	��� ��������� ��� '���� �	"

�	��'� ���������� ,-�� ���
(b)- ��������
��� ��� '������
 �� ����������������� ���� �	�	��'�� '���'� �����
!�� �������	 ��	
� ��������	�� �(	��� ���

�
(������ ����� ����
� ��	���������� ��� �
�	��� � ����(� '�	 ����������
�(���� ����� 	'���
 ���� �������� ���� ���
��	
 ���	� �	
 ���	
 �	
 ���"
����	� ��	 ����
	 ��	
 �� '�	 ��������� ����� �
�'�	����� �
�� �	 �����

��
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-���� ���
� Profile �	
 �����	��� ��������� ��	 ���	��
��'	 y = 0 ��� (a)

���� ��� (b) '���� �	�	��'� ����������� �� ������� ������	��	�� �� α = 3
�

P0 = 12kPa
� ��� �����	�� Mach (a) M0 = 1.234 ��� (b) M0 = 1.692

� �
������� ���� ��	 ������� (b) ������	���
 ��	 ����
	 ��	
 �� '�	 ���������
����� �
����������  '� ������ �� ��������
 ��� � �
��
� ������ ��	 �����"
�� (a) ������	������� ��� ����� �	
 ���� ����������� '
��	���� '�� �����
'
���� �� 
�	�	�����
� #����� �
�� � ���� �	
 q

��	 ��������� �(	�� ��	��

�� 
�	�	�����
 ��� ��� ����
���� ����� ,����- � 	�	
� ��� ��� �
�����������
����� ��� ���������� '
��� qma = 1.29

�

�	
 profile 	'���
 ���� �������� '�	 ����	��� ��������� ���������� '�����"
��� ���������� �	
 ���
��	
 ��� ��� �	
� ��������	�� �(	���� )� ���� ����������� 	� '���� �	�	��'�
� ���������	
� �	
 ��� �
���������� ���
���"
�� ��	
� �� ������	
��� �
��	 �� �	�� �
�'�	���� �� '���	������� ���������
���������� '��������� ����'�� � �	� ��
����� �� ��	��
 �� ����(�� ��� �����"
���� �	�	�	�
� ����������� ���� �
�	
 �� �����
!	
� ����	��� �� ��������
��������� '�������� (���!	���� ��� ��
'���� �	
 ���	
 �.��� �	
 ���� �������� �����
!�"
��� ���� R �
������� ��� ������� ��������
��� ��� ��	 ���	 �	�� �����	
���	
 �.�� � �	� '�� ��	��
 �� �������� ������ ��� ��������� �	�	�	�
� ��
�
�� '���� �� �
�� �	 ���	 � �	�	��'�� �
������� ��� �	�� '�� �����
!����
���� �(������� ��	��	�
�� ���(������ ��� �
������������� -
����������� ���
�
���'���� �
�������� ������ �� �
��
� �	�	��'� '���	�� 	� ���
��	���� ���
,����- ��� ,���3- �(������� ��
��	
� ��� �	����

~B · ~∇P = 0 ,����-
∇2ψ +

(

P +
B2

z

2

)′

= 0. ,����-
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�
��� ��	����	
� ��� ��� ,�.- ��� ,��- ��� ����	��� ���� ���� ���
������	
 � �	�	��'�� �	� ��'��
!���� ,F ′ = 0-� #�	����� �� �
�� ��� ���
�����
���� ��	������ ��� ��� �(
���� ,����- � �
��� �
����� �	������ �������
��� ���	� ���� ����
� ���
����� �	
 	 ���	� �.�� ��
��� ��	 �����	 � �	�
'�� ������!�� ��� ��	��	�
�� ��� 
������ �(������ ���� �
��� ����������	��
�
��� ����������	 � �����	�� �	
 �� ������!�� ��� �'�	����� ����� ��� �� ����
�
����������  (�������� �	���� �	�	����� � �(������ ��� �'�	����� ��� ���
����
�� ��������� ��� �	 ���	 �.��� α � ��������	���� �� ���� �	
� ��
��	��������� �
�	.
!	���� ��� �(����� �� �'�	����� P n

0
��� F n

��
��	
� ���������� ����� ��	 	 ���	� �.��
������������ $�� ����'������ ���α = 3 ���α = 2 	� ���
��	���� �'�	����������� ��(�� �
���M2

0 = 2.8 ��� M2
0 = 2.3 ���
��	����

�� ,��	 ��������	 �	 α ���	 ��������� �� ����
� ��������� (M0)m
���

Am
,��� ���� m-� $�� ����'����� ��� α = 3 ��� α = 2 	� ���
��	����

����� �	
 �����	� Mach ��� ������ ��������� �
��� (M0)1 = 1.692 ���
(M0)1 = 1.338

� ��� ��� ��� ���
����� ��
��
����� �	�� �� ���
��	���
����
� ��� ������ ��������� �
��� A1 = −0.083 ��� A1 = −0.448

�
,���� ���� �
��� ������� ��� �� �������� ��	��������� 	� ��������� ���

����
�� ��������� ���
��	
�� �� ������ ���� 
���������� ����	��� #��������"��� ��������� �� �
�� ��� ����	�� ��	
� �������
 ���� ����	��� �.�� ��� �..��+��� ����� ��� �������� �(������� ��� ����
�� ��������� ��� �	 ���	
�.��� �
��� '
���� �� ����
� ��������� �� ����	�� ���� 
�	������� ����	��
��� ��������� ������ ����� �	
 α

� , ���� �� �
�� ��� ���
����� ,�
��������
�	��- 	� ���������� ��	�	�� �� ���������	�� �
�	������ �� �������� toka-
mak ����� � �������� ���� �	
 ����	
 ����
	
 ��������� �	
 �����	� Mach
(M0)1

�
��� ��.� ��� ������	���
 �� �
������ �	�	��'�� (α = 1)
�

��� �	�������	
Shafranov

��� �	������
 ���

� ���
 ���
	����
 	����
	�	


-� �
�� �	 �'���	 �(���!���� � ��
'���� ��� �	�� ��� �	
 ���	
 �.�� ���
���������� Shafranov

�'�	����������� �� ��� ��������� �(	���  �
��� �(�"
��!���� ��� � ��
'���� ��� �������� ��� profile ��� ���� '���
������� �������� ���������� ���������� ��� �
�������� ��� ��� ����	����
�� ��� �
�������
��� ��
��
���� �	� ���
��	����
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Shafranov

� ���������� Shafranov ����� ��� �������� �	
 ��������	� �(	�� ��� �	
���������� �����	 ��� �	�	��'	�� '���	���� ����'�� �� R0

�
��� � ���� �	

���������	� �����	
 ,'�� ��� ���- ��� Rm.a.

� ���� �	
 ��������	� �(	���
���� � ���������� Shafranov 	�
!���� �� ∆R = Rm.a.−R0

�� ���������� ����
��� ���	���	�	������� ����������� �� ∆ξ ≡ xm.a. − 1

� �� ��	���������
��	�	�� �� �
�	.���	�� �� �(����� ����� 	 ������� Mach

�
M0

� �
(������ � � ��������	� A ����������
� ���������� Shafranov �
(������� �
�� �	 ��	������� ������������	�	���� ��	 �'���	 ��� ��	
 ���������� � ���������� �	
 ���������	���	� �	 �(������� ����� � �	� �
(����� � ��(��� ���� ����������
Shafranov '
����� �	�	���� ��	
� �
����� ��� ��� ����

M0
)��������� Shafranov��� �����

��� ����3
��. ���.�

#
����� ���� � ���������� Shafranov
�
∆ξ ≡ xm.a. − 1

� ��� '���	��� ����� �	

�����	� Mach ��� ���	 �.�� α = 3

�

A
)��������� Shafranov����� �����

����. ����+
"����� �����

#
����� ���� � ���������� Shafranov
�
∆ξ ≡ xm.a. − 1

� ��� '���	��� ����� �����������	
 �	�� A ��� ���	 �.�� α = 3
�

 '� ������ �� ��������
 ��� ���� ���
����� ��
��
����� �	��� ��� ��"
����� ������� ����� ��� ��������	
 A� � ���������� Shafranov ��	��

�� �
��� ��������� -�� ����'����� ���������� ��� ��� α = 3 ���A = 0.09� ���������� �
��� −0.0274

� �
�� ����
��� ��� 	� ���������� ����������
�� �
�� ��� ���
����� �
��� �����	�������� ��	� �	 ��������� �	
 ��"
�	
� ���	�� �������� ���������� 
�	�	�
����� ���� ����	�� �.�� ���

��
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�	�	��'� �	��  �
���� ��
��� ��� ����������� Shafranov ��� �������"�	 profile �	�	��'	�� �	�� ������������ ���� ����	�� �.3� ���� 	�	
�
����������� ��	��	�
�� ��	 ���	 �����	
 ���	
 �.��� -������ �� ������	��� �����
�� ������ ���	 ���� ���������� Shafranov

��
����� ����
!	
� � ����	����
� ��� � �
������� ��� �
������� ��� ��
��
����
�	� ���
��	����

�� ,��	 ��������	� 	 ���	� �.�� ���	 ���������� � ���������� Shafranov
�

�
�� '�
������ ��	
� �
����� ��� ��� ��� ��� '
	 '���	������� ����� �����������	
 P0

�

+��	� �.�� )��������� Shafranov� ���+�
� �����
��� ����+

#
����� ���
�
� ���������� Shafranov

�
∆ξ ≡ xm.a. − 1

� ��� P0 = 12 kPa ���'���	��� ����� �	
 ���	
 �.�� ���� ���
����� �
�������� �	���

+��	� �.�� )��������� Shafranov� �����
� �����
� �����

#
����� ���
�
� ���������� Shafranov

�
∆ξ ≡ xm.a. − 1

� ��� P0 = 110 kPa ���'���	��� ����� �	
 ���	
 �.�� ���� ���
����� ��
�������� �	���

,���� ��	����������� ����������� ��
��� 	� �����	��� ��� �
��������
��� ��� ����	����
�� ���� ���	� ��� ���������� ���������� ��� �
�������
��� ��
��
���� �	� ���
��	���� �� �����	��� �(��������� ���� ���
�����
�'�	����������� �� ��� ��������� �(	��� $�� �	� 
�	�	����� ������	�	����"
��� �	����� �
����������� (r, θ) ,��� ���-� �� ���	���	�	������� �
������"
����� (x, y)

�
�������� ��� (r, θ) �����!	���� ���� ��� ��������
x = 1 +

r

R0

cos θ, y =
r

R0

sin θ.

��



� ��+��� ��  #����-� ��- ���- -�� )�$%�����
��#�+�$�� ���%��� -�)) �����% ����-��- �%
�-����#��-

#��� �� ��� ��������� ���������� ψ(r, θ) =
����� ��	��
 �� 
�	�	�����
 ����"

������ ���� ��� �'�	�
�������� ψ`n
� �(������ ��� r ��� �� ���
� θ � '���'� �

r = r(θ)
� )� ���� �
�� �� ������ 
�	�	�
!	���� � �
������� ��� � ����	���"

�
� ��� �
������� ��� ���
�� θ � �� ��	��������� �
��� ��� 
�	�	���������	
���!	���� ���������
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'��� ��� �� � ����	����
� �
��� �	������ ����������� ���� � �
������� '��
�
���� � �(������ ��� ����	����
�� ��� �� �
�������ψ ���������� ���� ����
������ �� �
�����
 �� ����������� ��	��������� ��� ������	
 �� 
������
���
���
� ��	� ���	����� 	�������� ��������������� �	
 profile ����

T (ψ) = T0ψ
κ, ,����-

��	
 � ��������	� κ ���	�
!�� �	 ����� �	
 profile ��� � ������� T0

����
"
!���� �� �� ����	����
� ���� ��	 ��������� �(	��� , ���� �� �� �	����� ���,���+- ��	������ ��� � �
������� '
����� ��� �� ������

% =
2P0

T0
exp

(γM2
0x

2

2

)

ψ2−κ. ,���.-
 (���!	���� ��� ��
'���� ��� ��������	
 κ ��������
��� ��� ��� κ < 2 �	

profile ��� �
�������� ���� �	�
�	��'� �	���� �	 	�	
	 ����� �
(������ 	
������� Mach �����	�
!���� ��	� ��� �(������� ���
�� �	
 ���������	� ,-����.

(a)-� $�� κ > 2
� �	 profile �
����� �	
�	 �	
 	�	
	
 �	 �������	 �����	"�
!���� ��	� �	 ��������� ����� 	 ������� Mach

��
���� ����������� �����,-�� ��.
(b)-� *�����	�	������ ��� �(
���� ,���.- ��� �	� 
�	�	����� ����
�������� ���� ���� ���������� ���������� ��	������ ��� �
�� �����
!�� ���

������	 ���� ����	�� ��	
 	� ���������� �
��� �
���������� ,���������� �����
��� ���
�� θ- ��� ��������� ����� 	� ���������� ���������� �
�	���� ������"
�	 �
���������� ,����������� ����� ��� ���
�� θ- ,-�� ���-�  �����	� ��	
����� ��� ��
����� ��� � '��������� ��������� ����� �
(������ � �	�� $��
M0 = 1

� �
� ���� ������� �� ��������� �� ������� �����(��� � '���������
�
��� ���  '� ������ �� ��������
 ��� � �����	�� �	
 κ '�� �������� ���
�
�����	�� ��� '��������� ���� ���	 ��� ���������� �	
 ������	� ���������
��	� �(	�� %�

�.



���� ) ����#�-� SHAFRANOV
��� ) ����+ - #�%� -��-)�$%���� -  #���% � -

0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 1.3

0.25

0.5

0.75
1

1.25

1.5
___

---

0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 1.3

2

4

6

8 ___
---

(a)
(b)

%/%α%/%α

xx

M0 = 0.1

M0 = 1.1
M0 = 0.1
M0 = 1.1

-���� ��.
� Profile ��� �
�������� ���	���	�	������� �� ��	� �	 ���������

�(	�� ��	 ���	��
��'	 z = 0 ��� κ = 1 ��� κ = 3 ��� �� ���� ���
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������� ��� ���
�� θ ��� '�	 �����
�	
 �����	� Mach

��
����� �, �
�� �	 ������ � ���	� �.�� �
��� α = 3 ���
�	 profile ��� �
�������� ��	 ���	��
��'	 z = 0 �
��� �	
�	 ,κ = 3-�
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'
�������� �����	
� ���� ��������	
� �	
 ������	� �	
 profile ����
%(ψ) = %0ψ

κ, ,����-
��	
� ���� ��� ��� �� ����	����
� ��� ���
����� �
�������� �	��� � ��"
������	� κ ������� �	 ����� �	
 profile ��� � ������� %0

'
��� �� ���� ����
�������� ���� ��	 ��������� �(	���)� �� �	����� ��� ,����- ��	������ ��� �� ����	����
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T =
2P0

%0
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2P0 +
AR2

0

2
x2

)

ψ2−κ. ,���3-
� �(������ �	
 ������	� �	
 profile ��� ����	����
�� ��� ��� ��������	 κ
�
��� ��	�� �� �
�� ��� �
�������� ��� �
������� �	�� ����'�� ��� κ < 2
�	 profile

���� �	�
�	��'� �	���� ��� ��� κ > 2 �	
��� � ��(��� ��� �	��
,��
��� ��� ��������	
 A- 	'���
 �� �
� ���������� �	
 profile ���� ���	�
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 ���������	�� ���� ��� ��� ����
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 � ���� �(������� ��� �	 ������	 ��� ��������	
 �	�� A� -
������"
����� ��� A > 0 �	 ������	 ��
������ ��� ���� ��	
 	� ���������� ����������
�
��� ����������	 �
����������� ��� ��� A < 0 �	 ������	 �
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 	� ��"
�������� ���������� �
��� ����������	 �
����������� �
�� � '���	�	�	
���
��	����
 ��'��(� ��� � '������� ��� �	�� ��
!�� ���	� $�� ��� ������� �� ���"
�������� '�'	����� ���� A = 0.01 � '��������� ��� ����	����
�� �
��� ��� �
���� �
�� � '��������� ����� �
(���� ���� � ����
�� ���� ��� ��������	

A ��������� ,-�� ��+-� � ��
'���� ��� ��������	
 κ ��� '��������� �������	����
�� �
��� ��	�� �� �
�� ��� '��������� ��� �
���������
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������� ��� ���
�� θ ��� ���
�

����� ��� ��������	
 A ��
����� �, �
�� �	 ������ � ���	� �.�� �
��� α = 3��� �	 profile ��� �
�������� ��	 ���	��
��'	 z = 0 �
��� �	
�	 ,κ = 3-�

��� ����	�������
-� �
�� �	 �������	 �'�	����������� ��	��	�
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MHD �	����	
� ���	 �
������� �	�� �	
 �
�'����� �� ������� ����	���"
�
� ���� ������������� �
������� ���� ���� ���������� ����������� ��	 ���
��
��
���� �	� �� ������� �
�������� ���� ������������� ����	����
� ��"
�� �, �
��� �(��������� ��� ���� ��� ���
��	���� ��������� �(�������
��	��	�
�� �,����- ��� ,����-� ��� ������� ������ �	
� �,����- ��� ,����-�� ���
'���� ��� �	�� ��� ��������� �	�	�	�
� ��� �'�	�
��������� �(��������
���� ��� ���������� M0

��� A� 	� 	�	
�� �
�'�	���� �� ��� �	������� ω2/T
��� �
������� ��� %ω2 ��� ��
��
���� �	� ���
��	���� �� ������
� ������ ���
�
������� ���
����� '�� ������	
� �� '������� ��� �	�� �(ω2/T )′ = 0

�� ���
	� ���
��	���� ���� ��
��
���� ��� ������	
� �(%ω2)′ 6= 0

��  �����	�� ����
ω2/T � 1 � �
������� �(
���� ��
���� �����	�� �	��� �� ��� ��
��
�����
'���'� �	 ������ �
������������ �� ��
��
���	�+��� ��� �	��� ����
� ��	��
 �� �������� �
�� �'�	����� �
����� (P0)

n

n = 1, 2, . . . �� ��� ��������	 �	�� F �� ��������� �������� ,F ������	�"
��
 ��	 M0

� ���� A-� �
�� ����������� �'�	����� �	�� F n �� �������� P0

�
$�� '�'	���� F ���� ����� ���
����� ��� '�'	���� P0

��� '������� 	� �'�	"
����� ����	�	�	�� ��� ���������� P n+1

0 > P n
0
��� F n+1 > F n

� �� ���
��	����
�'�	�
��������� ��� ��� �	�	��'� ��������� �	� ψ ��	�	�� �� �������.	
��	�
�	�	��'�
� ���������	�� �� n ��������	�� �(	��� ���� ���	� �	
 ���	�"����'	
 z = 0

� ,���� 	 M0
�
(������ � � A ��������� ���� �
���� ����	�


����	
� ����
� ��������� Fm
,m = 1, 2, . . .- ��� 	�	
� ������
!���� ����

������	� ���������� �(	����  ����������� �	 
'�	 ��	��
 �� �
���
 �� �
����
�����	�� ��� ��������	
 �
���� P0

� 	���� 
����	
� ����
� ��������� (P0)m�	
 �
�'�	���� �� �'�	����� ��� �	��� �
�� � ������ ��� ��������� �	�	�	�
��
'
���� ���	 ���	
�
� �	��� �
�'����� ����� �� �� ���������� ������������"�� �	
 ���������	� ��� �'��
���� �� �	 ���	 �.��� -
����������� ��	 ���	�	�� �����	
 ���	
 �.�� 	� ��������� �(������� ��	��	�
�� �
��� ���(����"
��� ��� �	��� � �������� '��'����
� ���������� ��	��
 �� �������
 �� ���
���������� �(���(� �	
 �������	�� ���� �
���	�� ������� ��� �	�� '������
�'�	����������� �
����� � ����������� ���� �
���	�� �����	��� ��� �
����
'������ �'�	����������� �	��� � ���	� �.���α � �	
 �
�'����� �� �� �	�	��'�
�������
� ����	� ������!�� ���� ���� ���	�	 ����	� �����	�	��
 ��� ��
'����
��� �	�� ���� ��	��	�
�� ���'�� ��� ��� ����
� ���������� -
�����������
��	 ��������	� 	 α ���	 ��������� � ���� �	
 (M0)m

��� �
������� ���
���"
�� ��� Am

���� ��
��
�����  �����	�� �	 profile �	
 �����	��� ����������
���� ���
����� '���� �	�	��'�� ������������ ���� ����	��� ��	
 � ��
�� �	

�
��� �������� ��� ���, �������� � ��������� '������� �� �
��� �
��� ���������
�	 �������� �� ����'����	�� �� ��� ���
����� ���� �	�	��'�� �����������
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��	
 �	 profile �	
 �����	��� ��������� �
��� �	�	�	����� ����	�� �(�������� � ��
'���� ��� �	�� ��� �	
 ���	
 �.��� α � ��� ��"
�������� Shafranov ��� 
�	�	�
����� � '��������� ��� �
�������� ��� �������	����
�� ���� ���� ���������� ���������� ��� �
������� ��� ��
��
����
�	� ���
��	���� ���� ���
����� ���� �	�	��'�� ������������ �
��� 	� '��"
�
������� �
��� �����
����� ��� ��� ����(� �������� ��	��	���� tokamak

� ��
�
���������� �	
 ��	��
.�� �
�	.
!	���� ���������

�� � ���������� Shafranov (a) �
(������ ����� 	M0

��
���� �����������
��� � A ���������� ����� ��� (b) �
(������ ����� 	 α

��
���� ����������
������  �����	� ��� ������� ���	����� ������� ����� ���A � ����������
��	��
 �� �
��� ���������

�� $�� �	�� �������	������ � ������� ��� ��������� �����(�� � '���������
��� �
�������� ��� �
������� �	� ��� ��� ����	����
�� ��� ��
��
����
�	� ���� ���� ���������� ���������� �
��� ���
�	
 ���

�� � '��������� ��� �
�������� ��������� ����� 	M0

��
���� �����������
������ ��� � '��������� ��� ����	����
�� �
(������ ����� � |A| ��
����
����������� ������

�� �� ����� ��� �
�������� ��� ��� ����	����
�� ��� A > 0 �
��� ��������"
��� ���� ����	�� ��	
 	� ���������� ���������� �
��� ����������	 �
�"���������� $�� A < 0

����� 	� ����� ��� ����	����
�� �
��� �����������
���� ����	�� ��	
 	� ���������� ���������� �
��� �������	 �
������������
�� � '���	�� �
��� ������ �� 	��
����� ��� �� ��'����� '������� ���
��
��
����� �	�� �	
 �(��������

�� �� '���
������� ��� �
�������� ��� ��� ����	����
�� �
��� ���(�������
�	
 profile �
���� ����'�� �������	
� ���'�� 
'��� �
�� �	 profile �
���
�	�
�	��'�� �
�� �	
�	�
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-� �
�� �	 �������	 �� �������	�� ����������� ��	��	�
�� �(	���� �
���"
����	�� ��������� ����	������	
 �������	�� �� ����	��	���� ����������� ���
�	�	��'� �	�� -
����������� �� ������	�� ��������� �(������� ��	��	�
��
��� �	 �� ���� ������� ��� ���
��	���� ������
� ������� , ������ �� ��������

� ��
'���� ��� �	�� ��� �	
 ���	
 �.�� �� �	������� ��� ��	��	�
��� ����
	� �
�������� ��� ��'���� ���
������� ��������� ��� ������ ��	 �����������'
	� �	 ��������� ��'
	 ��� � �
������� ��������	� ������	��

��� ��������	�� ��� ���������

� ����	.��
� ��� ������� ��	��	�
��� ����� ��������� ��	�	���� ��������
�� ��'����� ��������� ��'��� ���
����� ��� ��'����� ����	��	���� �	� �	
�������	� 	� 	�	
�� ����	�	�	�� ��� �(
���� Grad-Schlüter-Shafranov

� ���"��������� ����� ��� � ����������� ����������� ��� � �	� �
��� ����������
,���� �-� #��� ��� �	� ��	���� ��� ���	 ���� ����� �������� �	
 ���"
����	�� � ����������� ����������� �
�'����� �� �� ������� ����	
��
� ���
����'�������� �����(��� ���� ��� �, �
�	�� � ��
���� ����	
 �
��� �	�� ����"������ ��� ��� ���
��	��� ��� MHD �� �	�� ������ ������������  �����	��
	 �������	� '
����� ������� ����� ��!�� ��� 	���� �
��� ���� ��� ��������	��	
 ������ �� �����
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3�



� ��+��� �� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#��� �$�$�)����� ��� ���� ��� ���

, ��� ��	'�����
 ��
� ������ ����� ��������� �+� ��� �(	���� �
��������
MHD

��	��	�
� �� ������� ��'��� ���
������ 	�	���	��� ���� ����������
����������� '�� �
��� �
����� �� ��� �(
���� Grad-Schlüter-Shafranov ���
������	� � �	�	��'�� �
������� ��������	� ������	� ������ �� ��'��
!����� �
�� ����(� �(	���� �
��������� ��	��	�
�� �� ������� ��'��� ���
����� ��	"���!���� ���
��� ���� ����	��� ���� ���� �	 �� �(������
 �	 ���� ���	 �
���
'
���� � ����(� ��	��	����� ��	����	���� ��	 ���	 �	
 Ohm

��	
� �	��
��� �(�'	
�� �
��� �	�� '���	�	 !������ ��, �
�� ������ �� �������	�	����

�� ������ ���� ��'���� ������������ ����������	���� ���� �	�� ��	
� �	

�
�'�	���� �� �� �
����� -� �
�� ��� ��	������� ��	
� �
��� ������� �(	����
�
��������� ��	��	�
��� �� ������� ��'��� ���
����� ��� �	� ������ �	�	��'�
���� � ��������� ��	 ��������� ��'
	 ~B ���� 	� 	�	
�� ������(�� ��	 �
���"
����� ��� '�� �
��� '
���� �� ���	�� 	� ��
���������� ,�� ����	�	���� ���
�(
����� Grad-Schlüter-Shafranov ��� �	
 ��'�����	� ��� �	�	��'	�� �
�"
������� ��������	� ������	�-� )� ��'����� �	�	��'�� ��������� ����� �
���
'
���� ���� ���
����� �������� ��	��	�
�� �� ����	��	���� ��'��� ���
������
-� �
�� ��� ���
����� 	� �
�������� η‖ ��� η⊥ ��� ��'���� ���
������� �����"���� ��� ������ ��	 ��������� ��'
	 ���
��	���� �
��� '���	������� �3�� ,����
��� �� �
�� ��� ���
����� ���
� ��� ��� '�	 �
�������� '� ��	��
 �� �
���
������� ���� ���� ���������� ����������� -��� �������� �����
�� ����" ���� �
���� �(������� ���� �
��� �	 �	�	��'��� ������� �(������� ��������� ��'
	� �����	�� 	� �
���������� '��������� �	�� '�� �
��� ��������� �� �� '���
��
Pfirsch-Schlüter

� 
�� ��� ���	�� ��� 	� �
����������� ������ ��	��	�
�� �	

�������
������� ���� ����	��� ����� ���� 	��� ��	���
	���� 	��� ���������"
�	���� �� ������� ������ �� '���
�� Pfirsch-Schlüter ,'���'� �� ������ �	
��	
� �������� ������ ���� ���������� ����������-�

��� �
�
��� ����	����� ��������� �	 �
��
��������� ��������	�� ��� ����	�
� ���

-� �
�� �	 �'���	 �� �(���	�� ��������� �(������� ��	��	�
�� ��� ��� �(	����
�
��������� ��������� ����	������	 ������� �� ����	��	���� ��'��� ���
���"
�� ��� �	�	��'� ����	��	���� �	�� � '��'����
� �� ���	
������
 ���� ����
����
	 ����	� 
�� ��� ���	�� ��� ���	�� �
���������� �(
���� '��������� ���
��������� � ����������� �(
���� '�� 
�	����
��� ��� ��� ����� �
�� �� �
���
���� �� �
��� ������
	�
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���� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#����$�$�)����� ��� ���� ��� ���

�� ������� MHD �(������� ��	��	�
�� �
��� 	� ����	
����
~∇ · (%~v) = 0, ,���-

−~∇P + ~J × ~B = %(~v · ~∇)~v, ,���-)�� �(
���� ��������� � ����������� �(
����� ,���-
~E + ~v × ~B =

↔
η · ~J = η‖ ~J ‖ +η⊥ ~J⊥,

,���-
~∇× ~E = 0, ,���-
~∇ · ~B = 0, ,��.-
~∇× ~B = ~J, ,���-

��	

↔
η=

(

η‖ 0
0 η⊥

) ,��3-
�
��� 	 ���
���� ��� ��'���� ���
������� �� '�
���� ‖ ��� ⊥ '����	
� '���"�
��� ��������� ��� ������ ��	 ��������� ��'
	 ~B

� )� ���� �	� ��������
�
��	����� � �
������� �	
 ��������	� ������	� �������� ����	���

~J‖ = ( ~J · b̂)b̂
���

~J⊥ = b̂× ( ~J × b̂) = ~J − ~J‖,

��	
 b̂ = ~B/B
� � '��'����
� �	
 ��	�	
��
��� �
��� � ���������� ���	����	�	����� �������
�� ,'���'� �	�	����� �	
 �������	
� �������� ���� ����

���������� ����������- ��� � �������� ���� �������	
 �
������	� �(�������
��	��	�
�� ���� ��� ��	�	��� ��� �(
����� '��������� ��� 	���� ,���- ����	
 ���	
 �	
 Ohm ,���- ���� �	�	��'�� ��� �	�	��'� '����
��� ,� ��	'�������������� ��	 ��������� ��'
	- ��� ������ ���� ���������� ����������� ��
��� � '��'����
� �
��� ���, ����� ��	�� �� ��� ���
��	��� �	
 ������
	
 ��
���	
���!�� �(���	��� '���	��� ���� �� ��'������ ���������� ���
�������$�� ����'����� ��������� ����	�	�
� ��	������ ��� ��� 	�	��������� �	���
��� ,���-� $�� �	 ���	 �
�� � '��'����
� ��������� ��� ��������� �(�������
��	��	�
�� �� ������
 �� ���	�� ����	������ �	�
!	���� ��� '���	����
�	 ������� 
�� ������ �
��� �(	���� �
�������� ��� �� �
���'����� �
�"

���������� (R, φ, z) 	 �(	��� z ������	������� �	� �(	�� �
�����
��� +���
�
�����
�� ���� 	� �	������� '�� �(�������� ��� �� �	�	��'� ���
� φ � ���� �	�	��'�� �������� ��� �	�� ��!��� �	 ��������� ��'
	 ,�	 	�	
	 ������ ��
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� ��+��� �� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#��� �$�$�)����� ��� ���� ��� ���

����	�	��
 ��� �(
���� ,��.-- ��� � �
������� �	
 ��������	� ������	� ��"
�� �	
 ���	
 �	
 Ampére ,���- �����!	���� �� �� �	����� ��� ���������
�
��������� K(R, z)

�
ψ(R, z) ��� I(R, z) ���

%~v = K~∇φ, ,��+-
~B = I ~∇φ+ ~∇φ× ~∇ψ, ,����-

~J = ∆∗ψ~∇φ− ~∇φ× ~∇I. ,����-� �
������� ψ ���	�
!�� ��� ���������� ���������� ,ψ =
�����- ��� 	 �����"������ �������� ∆∗ 	�
!���� �� ∆∗ ≡ R2~∇ · (~∇/R2)

�
��� ��� ��	�	�� ��� �(
����� 	���� ,���- ��� �	�	��'� '����
��� ��	"

������ � ������
~∇φ · (~∇ψ × ~∇I) = 0, ,����-�	
 �
��������� ��� � �
������� I �
��� ������� ���� ���� ���������� ���"

������� ��� ���, �������� �
��� �
������� ���	 ��� ψ � '���'� �
��� �	������
�������
�� I = I(ψ)

� -� ����'����	�� �	���� �� ��� ���
����� �	�� �������"��� ��	 ��������� ��'
	 �3�� 	� ���������� ������	� ���� ���
����� �	�	��'	��
�	�� �
��
��	
� �� ��� ���������� ����������� ���(������ ��� ��� �����������
�(
�����
��	������	���� �	 ���	 �	
 Ohm , (� ���- ���� ���	� ���� �������� c�� 	�	
� 	�
!���� �� � �	�� ���� �
��
�� ���������� ������	� �� �	 �	�	��'��

��
��'	� ��	������ � �(
�����
∫

c

~E · d~̀+

∫

c

(~v × ~B) · d~̀=

∫

c

(
↔
η · ~J) · d~̀, ,����-

��	
 d~̀= ~∇φ× ~∇ψ/|~∇φ× ~∇ψ| �
��� �	 �	��'��
	 '���
��� ���� ���	� ���
�������� c� ��	� ���� ��	��	�
� ������ ��� ∂ ~B/∂t = 0

� �	 ����	 	�	�����"
�� ��	 �������� ���	� ��� ,����- �� �� �	����� ��� ,���- ��'��
!���� ���� �	
��������	� �	
 Stokes

�  �����	�� �	 '�����	 	�	������� ��	 ����	 ���	�
��'��
!���� ���� ��� �	�	��'	�� '����
���� ��� �	��� ����� ��� �� ����	"�	��
��� � �(
���� ,����- �� ������ ��� �	 	�	������� ��	 '�(�� ��� ���	� ��
��'��
!����� $�� �� ������ ���� �
�� ��� ��	� � c �
��� �
��
�� 	� ������� ���"
���	� ��� ~Jpol

�
��� ��������� ������� ,
����
�
!���� ��� 	� ���������� ������	�
�
��
��	
� �� ��� ���������� ����������- ��� ������	� ������ ~∇· ~J = 0 ,'���'�
'�� 
����	
� ����� ������	� ������ ���� ���������� ����������-� �� ������ �	�	�������� �	������ �� ��'��
!����� ,��� �� ������ �� ������ �	�����

(
↔
η · ~J) · d~̀= (

↔
η · ~J)pol = 0. ,����-

3.



���� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#����$�$�)����� ��� ���� ��� ���

$�� ��	��	���� ��'��� ���
������ η‖ = η⊥
� � �(
���� ,����- �
��������� ��� ��	�	��'�� �
������� ������	� ������ �� ��'��
!����� #��	
�
� ����	��	�
��

����� �� ��'����� �	�	��'� �
������� ��������	� ������	� �
��� '
����� ��"
�� �	
 ��� �	 �	�	��'�� ��������� ��'
	 ��	��
 �� '���	
������ ����� �����	�	��'� '����
���� -�� �
������ �	
 ������
	
 �� �������
 ��� ���� ��	�"
�	�
� �	 �	�	��'�� ��������� ����� �
��� �� ��'������ ����!	���� �	 ��������� ��'
	 ���� �	�	��'� '���	�� ���� �	
 ������	"
������	� '
�����	�� ~Epol = −~∇Φ

� � �
������� �	
 ���	
 �	
Ohm ,���- �����	�	��'� '����
���� ������	���� 
��.� ��� ��� ,����- ���������
~∇φ · (~∇Φ × ~∇ψ) = 0. ,����-

� ����� �
�� �
��������� ��� �	 ������	������� '
������ �
��� �	������
�������
��� Φ = Φ(ψ) ��� �	 ~Epol

�
��� �����	 ���� ���������� �����������
�	 	���� ��������� ��'
	 ��	��
 �� ��������
� ���, ����	�
� �� ��� 
���	�����	�������� ���� ���� �
�������� ��� �	�	��'� '����
��� ��� ���� ����� �����	�	��'� ���

~E = Vc
~∇φ+ ~Epol = Vc

~∇φ− Φ′~∇ψ,
��	
 2πVc

�
��� �	 ������� �	�	��'�� �(������� ��������� '
������� ��� 	
���	� '������ '�������� �� ��	� �� �
������� ψ � +�����	���� 
��.� ����������� � �
������� ��� ,���- ������ ���� ���������� ���������� ,'���'�
��������� ��� '����
��� ~∇ψ- '
����

(Φ′ − K

%R2
)|~∇ψ|2 = 0, ,���.-

	���� � �	������
K

%R2
≡ ω = Φ′, ,����-

� 	�	
� �������
!���� �� � �
����� �
�������� �
��� �	������ �������
��
ω = ω(ψ)

� ��� ��� �(
���� ,����- ��� �� �
������� �	
 ���	
 �	
 Ohm
���

�	�	��'� '����
��� ��	����	
� ���
��	��� 	� �(��������

− ∆η

(BR)2
(I∆∗ψ − I ′|~∇ψ|2) − η⊥I

′ = 0, ,���3-
Vc = ∆η

I

(BR)2
(I ′|~∇ψ|2 − I∆∗ψ) + η⊥∆∗ψ, ,���+-

3�



� ��+��� �� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#��� �$�$�)����� ��� ���� ��� ���

��	
 ∆η = η⊥ − η‖
� �� 	�	���'��	�� ������ ��	��	�
�� �� ������ �� �
���

�
������ �� ��� �(������� ,���3- ��� ,���+-� 	� 	�	
�� ��	�	�� �� �
�	�� ����	� η⊥ ��� η‖ ��� �� '��	
��
η⊥ =

Vc

∆∗ψ + II ′
, ,����-

η‖ = η⊥

(

1 +
I ′(BR)2

I∆∗ψ − I ′|~∇ψ|2
)

. ,����-
)� �� �	����� ��� �	�	����� �������
�� I(ψ)

�
Φ(ψ) ��� ω(ψ) 	� �
��������

��� �(
����� 	���� ��������� ��	 ��������� ��'
	 ��� ������ ���� ����������
���������� ��
��	
� �� �	����

[

~∇P
%

− ~∇
(

ω2R2

2

)

]

· ~B = 0, ,����-
[

∆∗ψ + II ′
]

|~∇ψ|2 +R2

[

~∇P − %ω2~∇
(

R2

2

)

]

· ~∇ψ = 0, ,����-
���
��	���� +��� ��� �(	����� �
�����
�� ��� ��� �	�	��'	�� '����
����
��� �	��� 	� �������� �(������� '�� ������	
� ��� ��'��� ���
����� ��� �
���
��	��� �� �	��� �� ��� ���
��	���� ��� ���
������ �� ��'����� ��'��� ���
"
����� �	
 ���	
��������� ��	 �������	 � , (� ���� ��� ���3-� 	���� ����� ��������� ������ ��� ��� �������� ������� ������ �
��� ��	��� &� ��"
�	
�����	�� �����	 ��� �'� �
�	����� ��� ���	
� ���������� ��� �
�	�
��
�	
 ���������� $�� ��� ��������� �
������ ��� ����
��� �
��� �����
����
� 
�	������ ���� �(
����� '��������� ��� ��������� � ����������� �(
�����+��� ��� ������� �������� ������������ ���� ���	� �	
 ��������	� ��'
"
	
� ��������� ���������� ����������� T = T (ψ)

� �
��� ��� '
���� ����	�� ��������� �� �����	�� ���� ���������� �����(�� -� �
�� ��� ���
����� ������������ �	 ���	 ��� �'������ ���
��� P = λ%T
� ��� ��� 	�	������� ���

,����- ��	�������
P = Ps(ψ) exp

(

ω2R2

2λT

)

, ,����-
��	
 Ps(ψ) �
��� � �
��� ��	
�
� �	��� )� �� �	����� ��� ,����- � �(
����,����- 	'���
 ���� ������ ��
�������� �(
����

∆∗ψ + II ′ +R2

[

P ′
s + Ps

R2

2

(

ω2

λT

)′
]

exp

(

ω2R2

2λT

)

= 0. ,����-
33



���� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#����$�$�)����� ��� ���� ��� ���

 ���������� ��	��
 �� 
�	������
 �� ����������� �(
���� � �
�����
��
�������������

~∇ · ~v = 0. ,���.--
������ ��� ��� �(� ,���- �
��������� ��� � �
������� �
��� �	������ ���"
����
��� % = %(ψ)

� ��� ��	��
 �� �(���	�� 	� ���
��	���� �(������� ��� ��� P��� ��� ψ �� ����	 ����	�	 ��� ���
������ ��
��������� �	���
P = Ps(ψ) +

R2ω2

2
,����-

∆∗ψ + II ′ +R2P ′
s +

R4

2
(%ω2)′ = 0. ,���3-

� �(
���� ,���3- �
��� ��	�� �� ��� ��'��� ���
����� ��� �(
����� �(	����
�
��������� ��	��	�
�� ��� ��
��
���� �	� �
��
�� '����
���� �	
 �(����
���� ����	�� ���� ��� �'����� ���������	� 	� �(������� ,����- ��� ,���3- �
�	�� �� ��	� ψ � 	� �
�������� ���
��'���� ���
������ 
�	�	�
!	���� ��� ��� ,����- ��� ,����-� )�� �(����� ���
�(������� ,����- ��� ,����- 	'���
 ��	 �
�������� ���� ���� ��� ���� ��"
�
����� �	�� ���������� ��	 ��������� ��'
	 �3�� 	� �
�������� ��� ��'����
���
������� η‖ ��� η⊥ � '�� ��	�	�� �� �
��� �������� ���� ���� ����������
����������� -
����������� ���	���� ��� ,����- ��� ,���3- �� ��	� ∆∗ψ ���
��������������� ���� ,����- ��� ,����- ��	������ ��� 	� �
�������� η‖ ��� η⊥
�(�������� ���� ��� ��� �	 R ,��� �	 |~∇ψ| ��	� ��	�� �	 η‖- �����������
��� ψ � #����, �
��� ���� �� '	��� ��	 �'���	 ���� �� profile ��� �
��������
��� ��'���� ���
������ ��	
� ����� �����	�	 �� ��� ���
����� �	
 � ��'���
���
����� 	��
����� ���� ��	����� ����(� ��� ������'
�� ,collisional-like-�'���'� ���	
���!	
� ��� �������	 ���� ����	�� �	
 ��������	� �(	��� ��
�"
�	
� �	�� ������� ����� ���� ��������� �	
 �������	� ��� ������ ��� η⊥ > η‖

�
-
�	.
!	���� �
�� �	 �'���	� �MHD

��	��	�
� �(	���� �
�������	� ���"
����	� �� ����	��	���� ��'��� ���
����� ��� �	�	��'� �	� �����!���� ����
���� ����������� '���	����� �(
����� ��� �� �
������� �	�	��'	�� �������"��� �	�� , (� ,����- ��� ��
�������� �	� ���  (� ,���3- ��� ��
��
����-���� �(
���� ���	
 Bernoulli �

�� ��� �
��� ��� �
�	�
����
� ��������� ��� ���
�
�������� ��� ��'���� ���
������ η⊥ ��� η‖ � �� �(������� ,����- ��� ,���3-������	
� ��������� �	������� �������
�� ���
� ��� ��� 	�	
��� '���'� 	� Ps

�
I��� ω � �
��� �	����� � ������� �
��� � ����	����
�� T � ��� ��� ���
����� ��
�"�������� �	�� ��� � �
�������� %� ��� ��� ���
����� ��
��
������  �����	��

�� ��������
 ��� ��� ��'����� �	� 	� �(������� ,����- ��� ,���3- ����	����
���� �(
���� Grad-Schlüter-Shafranov

�

3+



� ��+��� �� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#��� �$�$�)����� ��� ���� ��� ���

��� �����	�
 ���	�

$������	�	������ �	���� ��� ,����- ��� ,���3-� �� �
�'
���� �� ���������
����	�� ��� ��������� �	�	����� �������
�� �	
 ������	���� �, �
���� ��	"
�	�� �� �
�	�� ����
����� -�� ������� '�	 
�	�'���� �� �(�����	�� 	� '�	
����	��� ������������ �(
����� �	
 ��	����������� ,��������� ����������
���������� ��� ��
��
���� �	�-�

�*�*� ��.�10����� �-�
�� ��������� �	������� �������
�� ������������ ���, ����	�
� �� ��� ���
��	�"
��� ��� ���
������ �'����	� �������	� �	
 ������
	
 �� �� �(���

I2 = I2
0 + I2

1ψ
2,

Ps = 2P0ψ
2, ,���+-

ω2

λT
=
γM2

0

R2
0

=
�������.

� �
���� �����
� ��� ���� ��������	
 �
��� ��	�� �� �
�� �	
 ���� � ����
��� ��	 �������	 �� '���'� I0/R �
��� �	 �	�	��'�� ��������� ��'
	 ���	�� ���������	� I1 ���	�
!�� ��� ���������� �'������� �	
 �������	�� P0

�
γ ���M0�
��� ��� ��������	� �
���� �	
 ���	�
!�� ��� �
��� ��	 ��������� �(	��� 	���	� ��� ��'���� ����	����� ��� 	 ������� Mach �� ��	� �� �������� �	


��	
 �� �
���������	 ����
	 ,z = 0
�
R = R0-� �� �	 R0

�� 	�
!���� ���������
���
��	����

)� ����� ��� �������� ����	��� ��� ���
����� �	�	����� �������
���
� �(
���� ,����- ���'������ ����
���� ���� �� ���� �� ���	'	 �	
 ������	�
��� ���������� ��� �	���� R(R)Z(z)

� ���� � ������� '��������	� �������


�� �� R0I1

� � �
�������� �� ��	� �	 ���	��
��'	 z = 0
���� ��
���� ��

�	����

ψ(x, y) = C1

[

J0

(

2τ

√

e
γM2

0
x2

2

γM2
0

)

+ C2Y0

(

2τ

√

e
γM2

0
x2

2

γM2
0

)

]

cos(R0I1y),
,����-

��	
 x = R/R0
��� y = z/R0

�
J0
��� Y0

�
��� 	� ��'������ ��(�� ����	
 ���
'�
���	
 �
'	
� �
��������� Bessel �

��
��	��� ��� τ ≡ 4P0R
4
0

�

+�



���� ����� �- +�- �-
�*�*� +�.�1����3 �-�
-� �
�� ��� ���
����� � ����	�� ��� �	�	����� �������
�� ����� �� �(���

I2 = I2
0 + I2

1ψ
2,

Ps = 2P0ψ
2, ,����-

(

%ω2)′ =

[

K2

%R4

]′

= 2Aψ.

��� �� ��
�� ��� �(������� ,����- ��� �� �
�'
���� �� ��� ,����- ��	��"���� ��� � ��������	� A �
�'����� �� ��� �
�������� �	 ��������� ��'
	 ���
�� �����	�� ��� profile �	
� ,'�������- ������ ���� ���������� ����������
�(%ω2)′ 6= 0

�� +�����	���� 
��.� ��� �	�������� �	
 ��������	� ��'
	
 ~Epol��� ��� '������� �	
� ��� ��� 	�	
�� �(������� � ��������	� �	��� �
�����
"
�	
�� ��� � A ��	��
 �� ����� �
�� ������� ����� �
�� ���������� �
�� � '
��"
������ �
��� ��������� '���	�� �� ����� �� ��� ���
����� ��
��������� �	��
���� 	�	
� 	 ��	� �	�� ,���+- '�� �(������� ��� �� '������� [

(ω2/λT )′ = 0
]�

 �
���� �� ��������
 ��� ���
���� �� �	 M0

� � A �
��� '��������� �	�������)�� ����
���� ���� ���� ��� ����'	
 ������	� ��� ���������� �����"!���� ���� ��� �
��������� Airy
����	
 ��� '�
���	
 �
'	
� Ai ��� Bi ���

ψ(x, y) = C1

[

Ai

(

(AR0

4

)−2/3(AR6
0

4
x2 − P1R

4
0

)

)

+C2Bi

(

(AR0

4

)−2/3(AR6
0

4
x2 − P1R

4
0

)

)

]

cos (R0I1y).
,����-

)� ���� ��� ������ ,����- ��� ,����- ��'����������� ��� �������� �����������
tokamak

��	 	�	
	 �	 ������ ����	�
!���� ��� ������� �	������� �������"
����� '���	���� ���� ��
����� ��	 ����� ����

 �����	�� 
�	���	
�� ��� �	 �	
���� �
��
���� �� ��� �(����� ���������
���������� ,���� �	 ��������� ��'
	 �
��� �����	������ ��	 �	
���� ��� ��
��� ������ �� ��'��
!���� �� �
��� -
������ � ψ �� ������ �� ����	�	��
 ���
����	
��� �
�	������ �
�������

ψ(y±) = 0 ,����-
���

ψ(x±) = 0, ,����-
+�



� ��+��� �� ���%��� -�)) ����� �-����#�� ) �%�-����#��� �$�$�)����� ��� ���� ��� ���

��	
 y± = ±a/R0
��� x± = 1 ± b/R0

� , ��� � ��	��	�
� �
����� ��������
�
�	������ �
������� �� �'�	����������� ��	�'�	�
!	���� ��� ��� �����	��
��� ,����- ��� ,����- ���� ,����- ��� ,����-� -
����������� ������!	���� ���
,����- ��	 ���	� ��� ������ �	
 �(������� ��� �� z �
����������� �	 	�	
	
�
��� �	��� ��� ��
�������� ��� ��
��
���� �	�� ��	����	
� 	� �'�	������

I`
1 =

1

a

(

`π − π

2

)

, ` = 1, 2, . . . ,����-
��� ��� ��������	 I1 � 	�	
�� ���� �
'���� ����
!���� �� �� �
������� �	�	��"
'	�� �
�������� ������	� I(ψ)

� �� ���
��	���� �'�	�
��������� �
�'�	���� ��
���������	�� �	
 ��	
� ` ��������	�� �(	��� ��������� ��	� �(	�� �
���"
��
��� ���
��	���� � �
����� ,����- ������!���� ��	 ���	� ��� ������ ����
R '����
���� +��� ��� �	�� �
�� �	 �	����� �������� ��� ��������	
�M0

���
��
�������� �	� ���A ��� ��
��
����� ���	� ��� ��������	
 �
���� P0

� , ����	����� ���� ��� �
������ ,����- �
��� '
���� �� ��	�'�	����	�� �
�� �'�	��"
��� �	�� �� �
������� ��� ��������	
 �
���� P0

�
F n(P0)

�� ,n = 1, 2, 3, . . .-��� F �� ������	���
 �
�� ��	 M0
�
�� ���� A� � ����������� �'�	����� �
����

�� �
������� ��� ���
��	���� ��������	
 �	��� P n
0 (F )

� �� ��������	� C1��� C2
������	�	�	����� ��� ��� ���	���	�	
��� ��� ψ �� ��	� �	 ���������

�(	�� ��� ��� ����	�	
��� ��� �
������ ,����- ���
��	���� �� �'�	�
�����"
���� �� �
������� �� ��� F n(P0)

,� P n
0 (F )- ������	��	�� �� ���������	�� ��

n ��������	�� �(	��� ������ ��	� �(	�� �
�����
��� -
������ 	� �
�	�����
�'�	�
��������� ψ`n = Z`(z)Rn(R)

��������	
� �	�
�	�	��'�
� ���������	��
�� `× n ��������	�� �(	����)� ���� ��� �������� ������� ��	��
 �� �(������
 � ��
'���� ��� �	��
���� �
�������� ��� ��'���� ���
������ η⊥ � (� ,����-� ��� η‖ � (� ,����-� ��	��������� ��'
	 ������ ���� ���������� ���������� �~Epol = −~∇Φ = −Φ′ ~∇ψ

�
��� ���� �
������� �	
 �	�	��'	�� ������	� Jφ

� (� ,����-� ��� ��
��������
��� ��
��
���� �	�� #����� �� �	�����
 �'� ��� � ��
'���� ��� �	�� �
�'�����
����� �� �	 �	�	��'�� ����� ��� �
�� '���� ��	 ���	 �	�� �����	
 ���	

�.��� 	� �(������� ��	��	�
�� '� ������	
� ��� �(	���� �
������� ��� �	��
���(������ ��� ��
�������������� ,������ ��� �
���'���� ������ �
��
��
'���	��� 	� �(������� ���
��	���� ��� ,����- ��� ,����- ����	�����

~B · ~∇P = 0 ,���.-
∇2ψ +

(

P +
B2

z

2

)′

= 0. ,����-
+�



����  #����-� ��- ���- ��� ��� +�$�� ���- -��%
�-����#��

$�� �'����� ������� 	� �(������� ,���.- ��� ,����- ��	����	
� ��� ��� ,�.-��� ,��- ��� ����	��� ���� ���� ���
����� ��'������ �	�	��'	�� �
��������
��� �	�� ,���
����� F ′ = 0

���� ����-�  �	����� � �	� ���'�� ���� ��	�"
�	�
� ���	 ���	
�
� �	�	��'	�� ���������	��  �
���� �� ��������
 ��� ����
�
���'���� �
�����
� � �
��� �
����� �	������ �������
��� +��� �	����� ���
�����
�� �	
 �	�	��'	�� ������	�� � ��
'���� �	
 ���	
 �.�� ��!
 �� ���
��
'���� ��� �	�� ���� ��	��	�
� �� �(�����	�� ��	 ������	 �'���	�

��� ���
���	 �	
 ���
 ��� ��� ����� ��	

��	
 ���������

�� �	������� ���� ��� 	�	
�� �� �(������
 � ��
'���� ��� �	�� ��� �	
 ��"
�	
 �.�� ���� ��	��	�
� �
��� 	� �
�������� ��� ������������� σ⊥ ≡ 1/η⊥��� σ‖ ≡ 1/η‖

� �	 ��������� ��'
	 ~Epol
��� � �	�	��'�� �
������� ������	�

Jφ

� � ������ �� �������	�	����
 ��� ���� �	�	��'�
� ���������	�� ���	 ���
��
�������� ��	 ��� ��� ��
��
���� �	�� ����'�� �� ���� ��� �'�	�
�����"
�� ψ11

� � 	�	
� ��� ��
�������� �	� ��
����� ��	 ����� ���� �� �(������
 �
��
'���� ��� �	�� ���� ��� �����	��� ��� ���������� �	��M0

��� A ��� �������������� ��
��������� ��� ��
��
����� �	�� ���
��	���� $�� ���� ���� �	

�����	� Mach

�
M0

� � ��� ��������	
 A� 
�	�	�
!���� ���������� � ��������"
�� �'�	���� ��� �
���� P0

� � �����	�� �	
M0
��� ��� A ������	��	�� ��	 
'�	

���	� ��� �'�	����� ��� P0

� -
����������� ��� ���	 �.�� α = 3 	� ��������	�
�	�� �� �
����	�� ��� '��������� ����� ���� ��� �"������ "����� ��� �	M0

���
���A ���
��	���� $�� α = 2 �� ���
��	��� '��������� �
��� ����� �� ��� �"������
"���3�� ,��� �� ��	��������� �	
 �� ���	
�����	�� ������	��	�� ��� ����"���� '��������� '���
�������� ����� �� '�������� '���	������ ��	 ��
���	� �
���� ������	�	������ � �
����� ��
����� ��� tokamak Bpol ≈ 0.1Btor

� �
����	�� ��� �
����������� ����� ��� ����������� �������� �� �����������
��	���������� �(�����
!�� ��� ��� 	� ����� ��� 
�	�	��!������ �	�	������� �
��� 
'��� ��(�� �����	
� �� ��� ���
��	���� �������������  '� ������ ��
�
��� � ����	
�� '��
��
����� �
���
��� 	� ����� ��� ������ ,����- ��� ,����-�� �����	�� ��������� ����� 	� ����� ��� ���������� �	�� ��������	�����
'���'� ��� '	����	 ����
	 (R, z) �
��� 	� ������ �� ������	�� �
�����"
���� ��� ���������� �	�� ψ(M0)

��� ψ(A)
��
��	
� '��'	���� �����������

��� ���������� ����� ����� 	� M0
��� A ��������	���� �	�	�	����� �
�� �	

�������������� ���� ��� ��	������� ��� ����������� �
������	�� �� ����
+�
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-���� ���
�
� �'�	�
������� ψ11

��� ���	 �.�� α = 3 ��� ��� ��
��������
�	� ���� ��� 	�	
�� �(���!���� � ��
'���� ��� �	�� ���� ��	��	�
��

��� �
����� �	�������� �	 	�	
	 '�� ��	��
 �� '����	�	����
 �� ���� �
����
������������ ��� ����� �
�	� '�� ���� ����������
 ������������ -�	 �������� ��
����� �
�� � ��������� ��� �� �
������� σ⊥ ��� ������������� $��
�� ��	��
���
 �
�� � �
������	��� 	� ������ �� ���	���	�	�	����� �� ���	�	
����	 ���� � �	�	��'�� ��������� �	� ��	 ��������� �(	�� �� �
��� �	��'��
���(������ ��� �� �	�� �
�� � ���	���	�	
��� �������	�	��
��� ���� �����������	
 C1

��� ���� ���� ��� ���������� M0
� A� ����'�� � ������"

��	� �
�� �
��� �
������� ��� ���������� �	�� �C1(M0)
��� ��
�������� ���
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����� �	������� ��� ������� �����
�	
M0

,M0 ≈ 1- � ������ ����� ��� ��������	
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ω = ω0ψ
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 ������	� �	
 pro-

file
� �	 ��������� ��'
	 ���� �	�	��'� '���	�� '
����� ��� �� ����� ~Epol =

−Φ′~∇ψ � � 	�	
� �� �� �	����� ��� ,����- �
������
~Epol = −ω0ψ

n~∇ψ. ,���+-
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��
���� ,��
��� ��� A ��� "����� ��
"����-� ,��	 ��������� 	 ���	� �.�� ���	 ��������� � ��(��� ��� ���
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