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Περίληψη. Ο τοπολογικός ϐαθµός µιας συνεχούς απεικόνισης µεταξύ δύο ισο-
διάστατων προσανατολισµένων, συµπαγών πολλαπλοτήτων χωρίς σύνορο εισήχθη
εµµέσως από τον Brouwer (1910) στην απόδειξη του Θεωρήµατος Σταθερού Ση-
µείου και της µη ύπαρξης οµοιοµορφισµού από τον Rn στον Rm για n � m. Θα
ορίσουµε και µελετήσουµε τον ϐαθµό συνεχούς απεικόνισης απο την S1 στον εαυ-
τό της και χρησιµοποιώντας τη singular οµολογία ϑα τον επεκτείνουµε στην Sn.
Σαν αποτέλεσµα ϑα έχουµε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα
n-simplex. Τέλος, ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου για συµπαγή
κυρτά υποσύνολα του Rn.

Abstract. Brouwer implicitly introduced the concept of the topological de-
gree of a continuous mapping between two oriented, compact, boundary-less
manifolds having the same dimension in his proof of the Fixed Point Theorem
and the non-existence of any homeomorphism between Rn and Rm for n � m
in 1910. We shall study the degree of a continuous mapping from S1 to itself
and extend it to Sn using singular homology theory. The Brouwer’s Fixed Point
Theorem for an n-dimensional manifold will be obtained. We, finally, prove
Brouwer’s Theorem for compact convex subsets of Rn.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου (Θ.Σ.Σ.) του Brouwer αποτελεί ένα από τα πιο
γνωστά και σηµαντικά Θεωρήµατα των Μαθηµατικών και παρέχει ισχυρά εργαλεία
για την απόδειξη και επίλυση προβληµάτων που σχετίζονται µε ϑεωρητικά και
εφαρµοσµένα µαθηµατικά. Θεωρείται ένα από τα πρωτεύοντα ϑεωρητικά εργαλεία
σε περιοχές όπως οι διαφορικές εξισώσεις, η τοπολογία, τα οικονοµικά, η ϑεωρία
παιγνίων, τα δυναµικά συστήµατα, η συναρτησιακή ανάλυση κ. α..

Ορισµός Για µία απεικόνιση F : X Ñ X, ένα σταθερό σηµείο x P X είναι ένα
σηµείο ώστε F pxq � x.

Τα σταθερά σηµεία ϐρέθηκαν στο µαθηµατικό ενδιαφέρον κατά το τέλος του
19ου αιώνα. Ο Henri Poincare άρχισε τη µελέτη τους ωθώντας τη συγκεκριµένη
ϑεωρία προς την αναπτυσσόµενη τότε αλγεβρική τοπολογία. Το 1909 ο Luitzen
Egbertus Jan Brouwer ο οποίος εργαζόταν στον κλάδο της αλγεβρικής τοπολογίας
απέδειξε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου για τις τρεις διαστάσεις [4].

Το συγκεκριµένο Θεώρηµα σχετίζεται µε το ϐαθµό απεικονίσεων, τη ϑεωρία in-
dex, το Θεώρηµα του Lefschetz και τη γενίκευση αυτού που αποτελεί το Θεώρηµα
Atiyah-Singer index.

Το Θεώρηµα ενδιαµέσου τιµής του Bolzano (1817) γενικεύτηκε από τον Poi-
ncare (1884) [20].

Θεώρηµα ΄Εστωσαν f1, . . . , fn n συνεχείς απεικονίσεις σε n µεταβλητές x1, . . . , xn
ώστε η µεταβλητή xi να λαµβάνει τιµές απο το �ai µέχρι το ai ¡ 0. Υποθέτουµε
ότι για xi � ai η fi είναι σταθερά ϑετική και για xi � �ai είναι σταθερά αρνητική
για κάθε i, τότε ϑα υπάρχουν τιµές των µεταβλητών ώστε όλες οι απεικονίσεις να
µηδενίζονται ταυτόχρονα.

Η απόδειξη αυτού του Θεωρήµατος ήταν η αρχή για τη ϑεωρία του τοπολογι-
κού ϐαθµού συνεχών απεικονίσεων από τον Browder (1983) [7]. Ο Brouwer, [5]
στην απόδειξη της µη ύπαρξης οµοιοµορφισµού απο τον Rn στον Rm µε n � m
εµµέσως έθεσε το υπόβαθρο για τον τοπολογικό ϐαθµό µιας συνεχούς απεικόνι-
σης µεταξύ δύο προσανατολισµένων, συµπαγών πολλαπλοτήτων χωρίς σύνορα και
ίσης διάστασης. Σε επόµενη εργασία ο Brouwer ανέπτυξε την έννοια του τοπολο-
γικού ϐαθµού και τη χρησιµοποίησε στη µελέτη διανυσµατικών πεδίων πάνω στη
σφαίρα. Αυτό αποτελεί το γνωστό Θεώρηµα της τριχωτής µπάλας, [6].

Θεώρηµα Κάθε συνεχές διανυσµατικό πεδίο πάνω σε σφαίρα άρτιας διάστασης έχει
τουλάχιστον ένα ιδιάζων σηµείο.
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2 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στην ίδια εργασία υπολόγισε τον τοπολογικό ϐαθµό για τη διάσταση δύο.

Θεώρηµα Ο τοπολογικός ϐαθµός µιας συνεχούς απεικόνισης χωρίς σταθερό σηµείο
µιας σφαίρας διάστασης δύο (αντίστοιχα n) ισούται µε �1 (αντίστοιχα p�1qn�1).

Σαν πόρισµα ακολουθεί το επόµενο, [4].

Πόρισµα Κάθε συνεχής απεικόνιση µιας σφαίρας διάστασης δύο (αντίστοιχα n) στον
εαυτό της η οποία έχει τοπολογικό ϐαθµό διαφορετικό από �1 (αντίστοιχα p�1qn�1)
έχει σταθερό σηµείο.

Ο Miranda ( [18], 1941) απέδειξε ότι το Θεώρηµα του Poincare είναι ισοδύναµο
µε το Θ.Σ.Σ. του Brouwer.

Θεώρηµα ΄Εστωσαν f1, . . . , fn, n συνεχείς απεικονίσεις σε n µεταβλητές x1, . . . , xn
ώστε η µεταβλητή xi να λαµβάνει τιµές απο το �ai µέχρι το ai. Υποθέτουµε ότι
δεν υπάρχει κοινό σηµείο ώστε αυτές να µηδενίζονται για κάθε i. Τότε υπάρ-
χει σηµείο pu1, . . . , unq στο σύνορο του πεδίου που ορίστηκε προηγουµένως ώστε
fipu1, . . . , unq � Nui µε N   0.

Αποτέλεσµα αυτού του Θεωρήµατος είναι η πρώτη απόδειξη ότι το σύνορο
του κύβου δεν µπορεί να είναι ανάκληση (retract) του κύβου, Bohl [2]. Αυτό
είναι ισοδύναµο µε το Θεώρηµα του Brouwer. Οι Dugundji και Granas, [11],
αναφέρουν ότι το επόµενο Θεώρηµα

Θεώρηµα Για n ¥ 1, η Sn�1 δεν είναι ανάκληση του δίσκου Dn.

είναι του Borzuk ( [3], 1931). Το Θεώρηµα του Bohl είναι το επόµενο.

Θεώρηµα Κάθε συνεχής απεικόνιση F : Dn�1 Ñ Rn�1 έχει τουλάχιστον µια από
τις επόµενες ιδιότητες
α) Η F έχει σταθερό σηµείο.
ϐ) Υπάρχει x P Sn ώστε x � λF pxq για 0   λ   1.

Αν ϑέσουµε f � 1 � F και η f δεν ικανοποιεί το α), τότε ϑα ικανοποιεί το ϐ)
σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Bohl.

Το Θεώρηµα του Brouwer αναφέρει.

Θεώρηµα Μια συνεχής απεικόνιση από ένα n-simplex στον εαυτό του έχει ένα
σταθερό σηµείο.

Η απόδειξη του Brouwer στηρίζεται στον τοπολογικό ϐαθµό και στην τεχνική
προσέγγισης του µέσω ϐαρυκεντρικών υποδιαιρέσεων. Ουσιαστικά ο Brouwer
απέδειξε το περίφηµο ϑεώρηµα αποδεικνύοντας ότι οµοτοπικές απεικονίσεις από
µια σφαίρα στον εαυτό της έχουν τον ίδιο τοπολογικό ϐαθµό.

Πόρισµα Κάθε συνεχής απεικόνιση από ένα n-διάστατο κέλυφος (cell) στον εαυτό
του έχει σταθερό σηµείο.

Στη διατριβή αυτή ϑα γενικεύσουµε την αρχική απόδειξη του Brouwer και ϑα
αποδείξουµε το ακόλουθο Θεώρηµα.
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Θεώρηµα Μια συνεχής απεικόνιση από ένα από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνο-
λο του Rn στον εαυτό του έχει ένα σταθερό σηµείο.

Παραθέτουµε κάποιες σηµαντικές επεκτάσεις των προηγουµένων Θεωρηµάτων
στη συναρτησιακή ανάλυση. Ο Schauder (1930), [22], επέκτεινε τα προηγούµενα
σε χώρους Banach.

Θεώρηµα Μια συνεχής απεικόνιση από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός
χώρου Banach στον εαυτό του έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο.

Το προηγούµενο Θεώρηµα επεκτάθηκε απο τον Tychonov (1935), [25], για
τοπικά κυρτούς διανυσµατικούς χώρους.

Παραπέµπουµε στις εργασίες των Browder [7] και Siegberg [23] για ιστορική
αναδροµή σχετικά µε τον τοπολογικό ϐαθµό.



4 ΕΙΣΑΓΩΓΗ



Κεφάλαιο 1

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ορίσουµε κάποιες εισαγωγικές έννοιες τις οποίες ϑα
χρειαστούµε για την καλύτερη κατανόηση του κειµένου, ενώ ϑα διατυπώσουµε
και συγκεκριµένα ϑεωρήµατα τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε σε αποδείξεις στην
πορεία.

1.1 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Σε αρκετές περιπτώσεις ϑα αναφερθούµε σε χώρους τους οποίους ϑα ϑέλου-
µε να εφοδιάσουµε µε µια τοπολογία η οποία καθορίζεται από άλλους, που
έχουν απλούστερη περιγραφή. Σηµαντικό ϱόλο σ΄ αυτό παίζουν οι απεικονίσεις
πηλίκο (quotient maps), δηλαδή επί απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων
p : X Ñ Y, για τις οποίες ισχύει :

U ανοιχτό υποσύνολο του Y ô p�1pUq ανοιχτό υποσύνολο του X.

Παραδείγµατος χάριν οι σφαίρες, οι σαµπρέλες, οι προβολικοί χώροι δηµιουρ-
γούνται µε χρήση τέτοιων απεικονίσεων.

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω τοπολογικός χώρος X και A ένα τυχαίο σύνολο. Εάν
p : X Ñ A είναι µια επί απεικόνιση, τότε υπάρχει ακριβώς µια τοπολογία T στο
A ως προς την οποία η p είναι απεικόνιση πηλίκο, την οποία καλούµε τοπολογία
πηλίκο [Τοπολογία πηλίκο] που επάγεται από την p.

Ο παραπάνω Ορισµός είναι ιδιαίτερα σηµαντικός όταν ϑέλουµε να εφοδιάσου-
µε κάποιον χώρο πηλίκο µε µια τοπολογία. Εάν δηλαδή ο X είναι κάποιος
τοπολογικός χώρος και � τυχούσα σχέση ισοδυναµίας στον X, η ϕυσική προβο-
λή:

p : X Ñ X{�

x ÞÑ rxs,

επάγει στον χώρο πηλίκο µια τοπολογία πηλίκο η οποία χαρακτηρίζεται από την
εξής καθολική ιδιότητα.
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6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Θεώρηµα 1.1.2. ΄Εστω p : X Ñ X{ � µια απεικόνιση πηλίκο και Z κάποιος
τοπολογικός χώρος, για τον οποίο υπάρχει συνεχής απεικόνιση g : X Ñ Z µε την
ιδιότητα x � y ñ gpxq � gpyq. Τότε υπάρχει µοναδική συνεχής απεικόνιση
f : X{� Ñ Z η οποία κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

X

p

��

g

""
X{�

f
// Z.

΄Αµεσο από το παραπάνω είναι το ακόλουθο Θεώρηµα, το οποίο κρίνεται ιδια-
ίτερα χρήσιµο σε πολλές περιπτώσεις.

Θεώρηµα 1.1.3. ΄Εστω X και Z τοπολογικοί χώροι και g : X Ñ Z απεικόνιση
πηλίκο για την οποία ισχύει ότι και στο προηγούµενο Θεώρηµα. Τότε η f : X{� Ñ
Z µε τύπο rxs ÞÑ gpxq είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι εµφανές ότι η απεικόνιση f : X{� Ñ Z είναι ένα προς ένα και
επί, ενώ η συνέχεια της εξασφαλίζεται από το προηγούµενο Θεώρηµα.
Μένει να δείξουµε ότι είναι ανοιχτή. ΄Οµως εάν επιλέξουµε U ένα ανοιχτό υπο-
σύνολο του X{ � τότε g�1fpUq � p�1pUq, το οποίο είναι ανοιχτό αφού η p είναι
συνεχής. Ως εκ τούτου fpUq ανοιχτό, πράγµα που µας δίνει το Ϲητούµενο.

Ορισµός 1.1.4. ΑνX και Y τοπολογικοί χώροι και f0, f1 δύο συνεχείς απεικονίσεις
από τον X στον Y , η f0 ϑα καλείται οµοτοπική µε την f1, και ϑα συµβολίζουµε µε
f0 � f1, εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση H : X � I Ñ Y µε την ιδιότητα :

Hpx, 0q � f0pxq και Hpx, 1q � f1pxq για κάθε x P X.

Μια τέτοια απεικόνιση καλείται οµοτοπία.

Εάν ϑεωρήσουµε και πάλι δύο απεικονίσεις f0 και f1 : X Ñ Y για τις οποίες
ισχύει ότι :

f0|A � f1|A ,

σε κάποιο υποσύνολο A του X και υπάρχει οµοτοπία H : X � I Ñ Y για την
οποία ισχύει :

Hpa, tq � f0paq � f1paq για κάθε a P A και t P I,

τότε αυτή καλείται σχετική οµοτοπία (relative homotopy). Μπορεί δηλαδή να
πει κανείς ότι µια οµοτοπία είναι πάντοτε σχετική εάν ϑεωρήσουµε ως A � ∅.

Η οµοτοπία ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας µεταξύ των συνεχών απεικονίσεων
δύο τοπολογικών χώρων. Με rX, Y s ϑα συµβολίζουµε τις κλάσεις οµοτοπίας µε-
ταξύ των τοπολογικών χώρων X και Y . Κάποιες οµοτοπίες παίζουν ιδιαίτερο ϱόλο
όπως ϕαίνεται από τους επόµενους ορισµούς.

Στην ϐιβλιογραφία µια απεικόνιση µε τις ιδιότητες του ορισµού 1.1.4. καλείται
ελεύθερη οµοτοπία (free homotopy) ώστε να γίνεται σαφής διάκριση µεταξύ
αυτής και της σχετικής οµοτοπίας.
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Ορισµός 1.1.5. ΄Ενας υπόχωροςX ενός τοπολογικού χώρου Y καλείται ανάκλη-
ση (retract) του Y εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση

r : Y Ñ X,

για την οποία ισχύει rpxq � x για όλα τα x P X. Μια τέτοια απεικόνιση καλείται
ανάκληση (retraction).

Παράδειγµα 1.1.6. Θεωρούµε την Sn�1 �
 
px1, ..., xnq PRn

��°n
i�1}xi}

2 � 1
(

και
τον Rn � t~0u. Εάν ορίσουµε την απεικόνιση µε τύπο:

r : Rn � t~0u Ñ Sn�1

~x ÞÑ
~x

}~x}
,

παρατηρούµε ότι rp~xq � ~x για κάθε ~x P Sn�1. Εποµένως η Sn�1 αποτελεί ανάκλη-
ση του Rn � t~0u.

Ορισµός 1.1.7. ΄Εστω A υπόχωρος τοπολογικού χώρου X και i : A ãÑ X η
έγκλειση. Τότε ο A καλείται ισχυρή ανάκληση (strong deformation retract)
του X εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση H : X � I Ñ X τέτοια ώστε :

1. Hpx, 0q � x για κάθε x P X,

2. Hpx, 1q P A για κάθε x P X,

3. Hpa, tq � a για κάθε a P A και t P I.

Παράδειγµα 1.1.8. ΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα ϑεωρούµε την Sn�1

και τον Rn � t~0u. Εάν ορίσουµε οµοτοπία :

F : Rn � t~0u � I Ñ Rn � t~0u,

µε τύπο

F p~x, tq �
�
p1� tq �

t

}~x}

	
~x,

τότε παρατηρούµε ότι ικανοποιούνται και οι τρεις προϋποθέσεις του παραπάνω
ορισµού, αφού πράγµατι :

1. F p~x, 0q � ~x για κάθε ~x P Rn � t~0u,

2. F p~x, 1q � ~x
}~x}

P Sn�1 για κάθε ~x P Rn � t~0u.

3. F p~x, tq � ~x για κάθε ~x P Sn�1 και t P I.

Εποµένως η Sn�1 είναι ισχυρή ανάκληση του Rn � t~0u.
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Ορισµός 1.1.9. ΄Εστω X και Y δύο τοπολογικοί χώροι. Τότε συµβολίζουµε µε
CpX, Y q το σύνολο όλων των συνεχών απεικονίσεων από τον X στον Y , δηλαδή:

CpX, Y q �
 
f : X Ñ Y | f συνεχής

(
.

Πρόταση 1.1.10. Εάν C είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του X και U ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Y , ορίζουµε τα σύνολα:

SpC,Uq �
 
f | f P CpX, Y q και fpCq � U

(
.

Τότε αυτά αποτελούν υποβάση για µια τοπολογία στον CpX, Y q, η οποία καλείται
συµπαγής -ανοιχτή τοπολογία.

Απόδειξη. Θέτουµε C � tSpK,Uq | K � X συµπαγές, U � Y ανοιχτόu. Τότε
η συλλογή C ορίζει µια µοναδική ϐάση, B, για κάποια τοπολογία στον X, τα
στοιχεία της οποίας ϑα είναι τα εξής :

B �
 �n

i�1 SipK,Uq | SipK,Uq P C
(
.

Η τελευταία πράγµατι αποτελεί ϐάση για κάποια τοπολογία στον CpX, Y q αφού
από γνωστό κριτήριο γνωρίζουµε ότι µια συλλογή υποσυνόλων B του CpX, Y q ϑα
είναι ϐάση αν και µόνο αν :

1. CpX, Y q � YB.

2. Εάν B1, B2 P B και x P B1 XB2 τότε υπάρχει B3 P B µε x P B3 � B1 XB2.

΄Οµως και τα δύο παραπάνω είναι άµεσα, συνεπώς η συλλογή C πράγµατι ορίζει
µια τοπολογία T στον CpX, Y q κατά µοναδικό τρόπο, την οποία ϑα καλούµε
συµπαγή-ανοιχτή τοπολογία.

Μια εφαρµογή της παραπάνω τοπολογίας είναι η ακόλουθη όπου έχουµε ϑε-
ωρήσει µια τροχιά

H : I Ñ CpX, Y q,

η οποία ϑα συνδέει τις απεικονίσεις Hp0q και Hp1q της CpX, Y q. ∆ηλαδή µια
τροχιά ϑα είναι µια οµοτοπία µεταξύ των συνεχών απεικονίσεων

Hp0q : X Ñ Y και Hp1q : X Ñ Y.

΄Αρα οι τροχιές αυτού του χώρου µας δίνουν τις οµοτοπίες µεταξύ των αντίστοιχων
απεικονίσεων. Το τελευταίο όµως σηµαίνει ότι οι κλάσεις οµοτοπίας των τροχιών
στον CpX, Y q ταυτίζονται µε τις κλάσεις οµοτοπίας rX, Y s.

Η τελευταία προτιµάται έναντι άλλων ως τοπολογία για τον χώρο CpX, Y q στα
πλαίσια της αλγεβρικής τοπολογίας καθ΄ ότι ϕέρει πολύ καλές ιδιότητες.

΄Ενας τοπολογικός χώρος Y ϑα καλείται τοπικά συµπαγής (locally compact)
εάν για κάθε x P Y και κάθε ανοιχτή περιοχή του U � Y που περιέχει το x,
υπάρχει συµπαγές υποσύνολο W � Y , για το οποίο U � W . Εάν ϑεωρήσουµε
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X και Z τοπολογικούς χώρους, Y έναν τοπικά συµπαγή χώρο Hausdorff και
εφοδιάσουµε τον χώρο CpY,Xq µε την συµπαγή-ανοιχτή τοπολογία τότε ισχύει
ότι : µια απεικόνιση F : Z � Y Ñ X είναι συνεχής αν και µόνο αν η απεικόνιση
µε τύπο:

F̃ : Z Ñ CpY,Xq

z ÞÑ F̃ pzq � Fz pόπου : Fz : y ÞÑ F pz, yqq,

είναι συνεχής.Μια άλλη χρήσιµη εφαρµογή της συµπαγούς-ανοιχτής τοπολογίας
έχει να κάνει µε την συνέχεια της εκτιµήτριας απεικόνισης, δηλαδή της :

e : CpY,Xq � Y Ñ X

pf, yq ÞÑ epf, yq � fpyq,

η οποία, επιπλέον, είναι και η ελάχιστη τοπολογία για την οποία η εκτιµήτρια
γίνεται συνεχής, µε την έννοια του ότι κάθε άλλη τοπολογία η οποία καθιστά την
εκτιµήτρια συνεχή περιέχει την συµπαγή-ανοιχτή τοπολογία.

1.2 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΡΩΤΑΡΧΙΚΗΣ ΟΜΑ∆ΑΣ

Εάν X τοπολογικός χώρος και f τυχούσα τροχιά από το σηµείο x0 στο x1 και g
τροχιά από το x1 στο x2, ορίζουµε το «γινόµενο» f � g να είναι η τροχιά h η οποία
δίνεται από τον τύπο:

hpsq �

#
fp2sq, όταν s P r0, 1

2
s

gp2s� 1q, όταν s P r1
2
, 1s.

Η τελευταία είναι καλά ορισµένη και συνεχής. Με την παραπάνω πράξη ϑεω-
ϱήσαµε την h ως µια τροχιά από το σηµείο x0 στο x2 όπου το πρώτο µισό της είναι
η f και το δεύτερο να είναι η g.

Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και x0 κάποιο στοιχείο του.
Μια τροχιά στον X η οποία έχει αρχή και τέλος το x0 καλείται ϐρόγχος (loop) µε
ϐασικό σηµείο (base point) το x0.
Το σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας των ϐρόγχων µε ϐασικό σηµείο το x0 και πράξη
την �, καλείται πρωταρχική οµάδα ή οµάδα του Poincare του X ως προς το
σηµείο x0. Την οµάδα αυτή ϑα την συµβολίζουµε µε π1pX, x0q.

Παρατήρηση 1.2.2. Ορίσαµε δηλαδή ως πρωταρχική οµάδα ενός χώρου X, το
σύνολο:

π1pX, x0q � trf s | f : pI, t0, 1uq Ñ pX, x0qu

εφοδιασµένο µε την πράξη που προαναφέραµε. Εδώ rf s συµβολίζει τους οµοτο-
πικούς ϐρόχους.
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Παράδειγµα 1.2.3. Εάν ϑεωρήσουµε ως X � S1 και ϐασικό σηµείο το x0 �
p1, 0q, τότε π1pX, x0q � Z . (Για την ολοκληρωµένη απόδειξη ϐλέπε στο [19].)

Η οµάδα αυτή καλείται πρώτη οµάδα οµοτοπίας του X, γεγονός που δηλώνει
την ύπαρξη και άλλων οµάδων οµοτοπίας µεγαλύτερης τάξης. ΄Ετσι κατ΄ αναλογία
µε την πρωταρχική οµάδα ενός χώρου, µπορούµε να ορίσουµε την n-οστή οµάδα
οµοτοπίας του.

Ορισµός 1.2.4. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και x0 κάποιο στοιχείο του, ενώ ο-
ϱίζουµε τον n-διάστατο κύβο In � r0, 1sn. Το σύνολο:

πnpX, x0q �
 
rf s

�� f : pIn, BInq Ñ pX, x0q
(
,

µε πράξη �:

pf � gqpsq �

#
fp2s, s2, . . . , snq, όταν s1 P r0,

1
2
s

gp2s1 � 1, s2, . . . , snq, όταν s1 P r
1
2
, 1s

αποτελεί οµάδα, την οποία καλούµε n-οστή οµάδα οµοτοπίας του X στο σηµείο
x0.

Παρατήρηση 1.2.5. Λόγω του γνωστού οµοιοµορφισµού In{BIn � Sn, ισοδύνα-
µα µπορεί κανείς να ορίσει είτε την πρωταρχική οµάδα, είτε την n-οστή οµάδα
οµοτοπίας ως :

πnpX, x0q �
 
rf s

�� f : pSn, s0q Ñ pX, x0q
(
,

για τα διάφορα n P N.

Αναφέρουµε το επόµενο παράδειγµα χωρίς απόδειξη.

Παράδειγµα 1.2.6. Και πάλι εάν ϑεωρήσουµε ως X � S1 ϑα έχουµε:

πnpXq �

#
Z, όταν n � 1

0, όταν n ¥ 1.

Ο υπολογισµός των ανώτερων οµοτοπικών οµάδων των σφαιρών Sm για m ¡ 1
είναι ιδιαίτερα δύσκολος. Είναι γνωστές για συγκεκριµένες διαστάσεις και συγκε-
κριµένα εύρη.

Στην ενότητα αυτή ϑα δούµε την απόδειξη µιας ενδιαφέρουσας πρότασης, η
οποία συνδέει τυχούσα οµάδαG µε την πρωταρχική οµάδα συγκεκριµένων χώρων
και αποτελεί ειδική περίπτωση µιας πιο γενικής κατασκευής. Για την καλύτερη
κατανόηση της απόδειξης ϑα παραθέσουµε ορισµένες προτάσεις και ορισµούς
που ϑα µας ϕανούν χρήσιµοι στην συνέχεια.

Ορισµός 1.2.7. Θα καλούµε κλειστό κέλυφος (closed cell) διάστασης n έναν
τοπολογικό χώρο οµοιοµορφικό µε τον n-διάστατο δίσκο Dn, ενώ ϑα καλείται α-
νοιχτό κέλυφος (open cell) εάν είναι οµοιοµορφικό µε τον D̊n. Θα σύµβολίζουµε
ένα κλειστό n-κέλυφος µε en ενώ ένα ανοιχτό µε e̊n.
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Παρατήρηση 1.2.8. Εάν ϑεωρήσουµε τον µηδενοδιάστατο δίσκο D0 τότε ένα 0-
κέλυφος είναι ένα σηµείο e0 � t�u. Ενώ για n � 1 ϑα έχουµε ένα 1-κέλυφος
οµοιοµορφικό µε το διάστηµα r�1, 1s.

Για να κατασκευάσουµε τους χώρους που αναφέραµε παραπάνω, ϑα πρέπει να
ορίσουµε µια ϐασική έννοια, αυτήν του σφηνοειδούς αθροίσµατος (wedge sum).

Ορισµός 1.2.9. Ας είναι δύο τοπολογικοί χώροι X και Y στους οποίους επιλέξα-
µε τυχαία x0 P X και y0 P Y , Το σφηνοειδές άθροισµα X _ Y ορίζεται ως το
πηλίκο της ξένης ένωσης X

²
Y µετά την ταύτιση του x0 και y0 σε ένα σηµε-

ίο. ΄Οµοια µπορεί να ορίσει κανείς το σφηνοειδές άθροισµα σε αυθαίρετο πλήθος
χώρων tXauaPA, ξεκινώντας µε την ξένη ένωση

²
aPAXa και κάνοντας ταύτιση στοι-

χείων xa P Xa σε ένα µοναδικό.

Και µετά τον τελευταίο ορισµό είµαστε σε ϑέση να αναφέρουµε µια γενίκευση
ενός σηµαντικού και γνωστού ϑεωρήµατος του οποίου η απόδειξη οφείλεται στους
Herbert Seifert και Egbert van Kampen.

Θεώρηµα 1.2.10. (Seifert-Van Kampen) ΄Εστω X τοπολογικός χώρος ο οποίος
µπορεί να γραφεί ως ένωση ανοιχτών και τροχιακά συνεκτικών υποσυνόλων του
Aa, όπου a P I , ώστε καθ΄ ένας να περιέχει το σηµείο x0 P X. Εάν κάθε τοµήAaXAb
είναι τροχιακά συνεκτική για κάθε a,b στο I, τότε ο οµοµορφισµός Φ : �aPIπ1pAaq Ñ
π1pXq είναι επιµορφισµός. Εάν επιπλέον κάθε τοµή Aa X Ab X Ac είναι τροχιακά
συνεκτικός χώρος, τότε ο πυρήνας της Φ είναι η κανονική υποοµάδαN που γεννάται
απο στοιχεία της µορφης iabpωqibapωq

�1 όπου iab : π1pAa X Abq Ñ π1pAaq και
iba : π1pAa X Abq Ñ π1pAbq. Εποµένως η Φ επάγει ισοµορφισµό :

π1pXq � �aPIπ1pAaq{N.

Απόδειξη. Βλέπε στο [11] στη σελίδα 44.

Το παραπάνω Θεώρηµα είναι πολύ σηµαντικό για την αποδείξη της επόµενης
πρότασης. Αφού πρώτα όµως ϑεωρήσουµε τον χώρο _aPIS

1
a όπου έχουµε πάρει

το σφηνοειδές άθροισµα τυχαίου πλήθους κύκλων σε ένα 0-κέλυφος e0, το οποίο
ανήκει στην S1

a για όλα τα a P I.
Στο τελευταίο κεφάλαιο παραθέτουµε στοιχεία από τη ϑεωρία οµάδων τα οποία

είναι απαραίτητα γιά τις αποδείξεις.

Πρόταση 1.2.11. Η πρωταρχική οµάδα του χώρου X � _aPIS
1
a,π1pX, x0q, σε

σηµείο x0 P S
1
a για όλα τα a P I είναι ισόµορφη µε την ελεύθερη οµάδα πάνω από

σύνολο tga | a P Iu.

Απόδειξη. Για κάθε a P I, έστω Ua τυχαία ανοιχτή περιοχή του x0 στην S1
a και

Aa � S1
a _a�j Uj. Τότε κάθε Aa είναι ανοιχτό και η τοµή δύο η και παραπάνω

µας δίνει _aPIUa, το οποίο είναι τροχιακά συνεκτικό. Ακόµα καθε ϐρόγχος του
x0 στον _aPIUa είναι µια ισχυρή ανάκληση της σταθερής ϐρόγχου στο x0. ΄Ετσι



12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

από το Θεώρηµα Seifert-Van Kampen τα iabpωq είναι τετριµµένα για κάθε ϐρόγχο
ω P π1pAa X Abq εποµένως N � 0. Συνεπώς η π1pXq είναι ισόµορφη µε την
�aPIπ1pAaq. Αλλά η S1

a είναι ισχυρή ανάκληση της Aa, έτσι π1pAaq � π1pS
1
aq � Z

και αυτό ισχύει για κάθε a P I. Συνεπώς το ελεύθερο γινόµενό τους µας δίνει την
ελεύθερη οµάδα µε γεννήτορες τα στοιχεία xga | a P Iy που ήταν και το Ϲητούµενο.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να γενικεύσουµε την παραπάνω πρόταση 1.2.11 σε τυχο-
ύσα οµάδα µε παράσταση xga | rbyαPI , bPJ , όπου ϑέσαµε A � tgauaPI ,R � trbubPB .

Θεώρηµα 1.2.12. Κάθε οµάδαG είναι ισόµορφη µε την πρωταρχική οµάδα κάποιου
τοπολογικού χώρου.

Απόδειξη. ΄Οπως και στην προηγούµενη ϑεωρούµε τον χώρο X � _aPIS
1
a όπου

έχουµε ϑεωρήσει έναν κύκλο σε κάποιο ϐασικό σηµείο x0, για κάθε γεννήτορα
της τυχούσας οµάδας µε παράσταση G � xga | rbyαPI , bPJ . Τότε η ελεύθερη οµάδα
που γεννάται από τους γεννήτορες της G είναι ισόµορφη µε την πρωταρχική ο-
µάδα του _aPIS

1
a όπως δείξαµε και στην Πρόταση 1.2.11. Ενώ για κάθε οµάδα

γνωρίζουµε ότι ισχύει G � F {N , όπου N η κανονική υποοµάδα που γεννάται
απο το σύνολο trbubPJ στην F . ΄Ετσι ϑεωρούµε τις απεικονίσεις φb : S1

b Ñ X για
να προσαρτήσουµε 2-κελύφη στον X µια για κάθε σχέση rb, µε αποτέλεσµα να
αποκτήσουµε ένα καινούργιο χώρο Y � X Yφb e

2
b . Ο τελευταίος χώρος όµως είναι

αυτός που ϑέλουµε να κατασκευάσουµε, αφού ο εγκλεισµός :

i : pX, x0q ãÑ pY, x0q ,

επάγει επιµορφισµό οµάδων:

i� : π1pX, x0q� π1pY, x0q .

Πράγµατι εάν ϑεωρήσουµε απεικόνιση φb : S1
a Ñ Y για να προσαρτήσουµε κε-

λύφη, ένα για κάθε σχέση στην παράσταση της οµάδας, τότε η εικόνα αυτής παρι-
στάνει ένα ϐρόγχο στον X πρίν από την προσάρτηση του κελύφους µε ϐασικό ση-
µείο τυχαίο x1 P X. ΄Ετσι εφ΄ όσον οX είναι τροχιακά συνεκτικός ϑεωρούµε τροχιά
ω από το x0 στο x1 και ϑεωρούµε τον ϐρόγχο ω φb ω

�1 µε ϐασικό σηµείο το x0. Η
τελευταία πρίν την προσάρτηση του κελύφους µέσω της φb στον χώρο X δεν είναι
τετριµµένη, έπειτα απο την προσάρτηση όµως ϑα έχουµε ω φb ω�1 � cx0. Συνεπώς
ϑεωρούµε την κανονική υποοµάδαN της π1pX, x0q η οποία γεννάται απο το σύνο-
λο :

tω φb ω
�1| b P J u,

και είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού. ΄Ετσι από το πρώτο Θεώρηµα ισοµορφι-
σµών ϑα έχουµε:

π1pX, x0q{N � π1pY, x0q ,

πράγµα που µας δίνει τον Ϲητούµενο ισοµορφισµό:

G � π1pY, x0q .



1.3. SINGULAR ΟΜΟΛΟΓΙΑ 13

1.3 SINGULAR ΟΜΟΛΟΓΙΑ

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε ϐασικές έννοιες σχετικές µε τη Singular οµο-
λογία.

Αρχικά ϑα υπενθυµίσουµε ότι ένα υποσύνολο C του Rn είναι κυρτό αν για
οποιαδήποτε x, y P C το ευθύγραµµο τµήµα που τα ενώνει ανήκει εξ΄ ολοκλήρου
στο C. Λέγοντας ευθύγραµµο τµήµα εννοούµε το σύνολο της µορφής: 

p1� tqx� ty | 0 ¤ t ¤ 1
(
.

Αποδεικνύεται ότι η τοµή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο. ΄Ετσι ανA � Rn

ονοµάζουµε κυρτή ϑήκη του A και συµβολίζουµε µε pAq, την τοµή όλων των
κυρτών υποσυνόλων του Rn που περιέχουν το A.
΄Ετσι µπορούµε να ορίσουµε το p-simplex στον Rn ως εξής για p ¤ n:

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστωσν τα p � 1 σηµεία x0, x1, . . . , xp του Rn, τέτοια ώστε τα
διανύσµατα x1 � x0, . . . , xp � x0 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Ορίζουµε ως p-
simplex στον Rn και συµβολίζουµε µε s, την κυρτή ϑήκη του συνόλου των σηµείων
x0, x1, . . . , xp. Τα σηµεία xi λέγονται κορυφές του s. Εδώ p ¤ n� 1.

Στη συνέχεια ϑα αναφέρουµε δύο προτάσεις χωρίς απόδειξη ώστε να µπο-
ϱέσουµε να ορίσουµε τη µορφή που ϑα έχουν τα στοιχεία του συνόλου που ο-
ϱίστηκε προηγουµένως.

Πρόταση 1.3.2. ΄Εστω tx0, . . . , xpu � Rn.Τα επόµενα δύο είναι ισοδύναµα:

1. τα διανύσµατα x1 � x0, . . . , xp � x0 είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

2. εαν
p̧

i�0

sixi �
p̧

i�0

tixi και
p̧

i�0

si �
p̧

i�0

ti � 1,

τότε si � ti για i � 0, . . . , p.

Πρόταση 1.3.3. Ισχύει ότι :

�
tx0, . . . , xpu

�
�

" p̧

i�0

tixi

��� p̧

i�0

ti � 1, ti ¥ 0, @i

*
.

Ορισµός 1.3.4. Τα διατεταγµένα σηµεία tx0, x1, . . . , xpu � Rn καλούνται αφφι-
νικά ανεξάρτητα, αν και µόνο αν τα tx1�x0, x2�x0, . . . , xp�x0u είναι γραµµικά
ανεξάρτητα.

Ορισµός 1.3.5. ΄Εστω tx0, x1, . . . , xmu αφφινικά ανεξάρτητο υποσύνολο του Rn .
Τότε η κυρτή ϑήκη αυτού

�
tx0, . . . , xmu

�
είναι m-simplex µε κορυφές τα σηµεία

x0, x1, . . . , xm.
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Παρατήρηση 1.3.6. Εάν µε ∆m συµβολίσουµε ένα τυχαίοm-simplex µε κορυφές
τα σηµεία tx0, x1, . . . , xmu στον Rn, τότε αυτό έχει την εξής περιγραφή:

∆m �

"
x �

m̧

i�0

tixi P Rn
��� m̧

i�0

ti � 1 και ti ¥ 0, @ i � 0, 1, . . . ,m

*
,

όπου τα ttiu
m
i�0 καλούνται ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες του σηµείου x. (Για

την απόδειξη ϐλέπε στο [15] στην σελίδα 36.)

Σύµφωνα µε τις δύο παραπάνω προτάσεις προκύπτει ότι ένα p-simplex στον
Rn είναι το σύνολο που αποτελείται από στοιχεία της µορφής

°p
i�0 tixi µε

°
ti � 1

και ti ¥ 0 , @i, κι ότι για καθένα από αυτά η αναπαράσταση αυτή είναι µοναδική.
Τα σηµεία xi λέγονται κορυφές του s. Σύµφωνα µε τα παραπάνω κάθε σηµείο του
s ϑα αντιστοιχίζεται σε µια pp�1q-άδα pt0, . . . , tpq, τα στοιχεία της οποίας λέγονται
συντεταγµένες του σηµείου αυτού.
Εάν στις ακµές του s δώσουµε µια διάταξη, έτσι ώστε κάθε ακµή rxi, xjs να έχει
ϑετική ϕορά αν ο δεξιός δείκτης είναι µεγαλύτερος από τον αριστερό και αρνη-
τική όταν ισχύει το αντίστροφο, τότε το s ονοµάζεται διατεταγµένο simplex και
µπορούµε να ορίσουµε το εξής :

Ορισµός 1.3.7. Θα καλούµε κανονικό p-simplex το σύνολο:

σp �

"
pt0, t1, . . . , tpq P Rp�1

��� p̧

i�0

ti � 1 και ti ¥ 0, @i � 0, 1, . . . , p

*
,

εκείνο το p-simplex δηλαδή µε κορυφές την κανονική ϐάση του Rp�1.

Λήµµα 1.3.8. Το κανονικό p-simplex είναι ισοδύναµο µε το σύνολο: 
pτ1, τ2, . . . , τpq | 0 ¤ τ1 ¤ τ2 ¤ . . . ¤ τp ¤ 1

(
.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του κανονικού p-simplex, γνωρίζουµε ότι έχει περιγρα-
ϕή:

σp �

"
pt0, t1, . . . , tpq P Rp�1

��� p̧

i�0

ti � 1 και ti ¥ 0, @ i � 0, 1, . . . , p

*
.

Θέτουµε τi � t0�t1�. . .�ti�1, το οποίο µας ορίζει απεικόνιση από τις ϐαρύκεντρες
συντεταγµένες του simplex σ΄ αυτές του λήµµατος. Αντίστροφα, εάν µας δίνονται :

0 ¤ τ1 ¤ τ2 ¤ . . . ¤ τp ¤ 1,

ορίζουµε t0 � τ1 , ti�1 � τi � τi�1 όπου 1   i   p και tp � 1 � τp. Αυτό µας δίνει
την αντίστροφη απεικόνιση και ολοκληρώνει την απόδειξη του λήµµατος.

Αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f : σp Ñ s µε fpt0, . . . , tpq �
°p
i�0 tixi τότε η

f είναι συνεχής, καλά ορισµένη και αφού τα σp και s είναι συµπαγείς χώροι
Hausdorff επάγεται ότι η f είναι οµοιοµορφισµός.
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Ορισµός 1.3.9. ΄Εστω ο τοπολογικός χώρος X. Ορίζουµε ως singular p-simplex
στον X, µια συνεχή απεικόνιση φ : σp Ñ X.

Παράδειγµα 1.3.10. 1. Τα singular 0-simplices είναι τα σηµεία του X.

2. Τα singular 1-simplices είναι οι τροχιές του X.

Ορισµός 1.3.11. ΄Εστω φ ένα singular p-simplex και i P Z µε 0 ¤ i ¤ p. Ορίζουµε
ως i όψη του φ και το συµβολίζουµε µε ϑipφq. Αυτό δίνεται από το singular (p� 1)-
simplex στον X :

ϑipφqpt0, . . . , tp�1q � φpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tp�1q.

Ορισµός 1.3.12. ΄Εστω f : X Ñ Y µια συνεχής συνάρτηση και φ ένα singular
p-simplex στον X. Μπορούµε να ορίσουµε ως singular p-simplex στον Y και να
το συµβολίσουµε µε f7pφq τη συνεχή απεικόνιση f7pφq � f � φ.

Ορισµός 1.3.13. Μια αβελιανή οµάδα G ϑα ονοµάζεται ελεύθερη αβελιανή αν
υπάρχει ένα υποσύνολο A της G τέτοιο ώστε κάθε στοιχείο g της G να γράφεται
κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή g �

°
xPA nx �x όπου nx P Z και µόνο πεπερασµένο

πλήθος απ΄ αυτούς είναι µη µηδενικοί. Το σύνολο A λέγεται ϐάση της G. (Βλέπε
ορισµό 1.2.9.)

Ορισµός 1.3.14. ΄Εστω τοπολογικός χώρος X. Η ελεύθερη αβελιανή οµάδα που
έχει ως ϐάση όλα τα singular n-simplices στον X συµβολίζεται µε SnpXq. Κάθε
στοιχείο της SnpXq ϑα έχει τη µορφή

°
φ nφ � φ όπου nφ � 0 µόνο για πεπερασµένο

πλήθος simplices και ονοµάζεται singular n-chain - αλυσίδα στον X.

Την i-οστή όψη ενός singular p-simplex φ, όπως ορίστηκε προηγουµένως,
µπορούµε να την επεκτείνουµε σε έναν οµοµορφισµό οµάδων:

ϑin : SnpXq Ñ Sn�1pXq

µε τύπο:
ϑinp

°
nφ � φq �

¸
nφ � ϑ

i
npφq.

΄Ετσι προκύπτει ο οµοµορφισµός

ϑn : SnpXq Ñ Sn�1pXq

µε τύπο

ϑn � ϑ0
n � ϑ1

n � . . .� p�1qnϑnn

�
ņ

i�0

p�1qiϑin

ο οποίος καλείται συνοριακός τελεστής.
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Πρόταση 1.3.15. Η σύνθεση ϑn�1 � ϑn στην ακολουθία

� � � Sn�1pXq Sn�2pXq � � �
ϑn ϑn�1 ϑn�2

είναι µηδενική.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα singular pn� 1q-simplex φ στην Sn�1pXq. Θα ισχύει ότι

pϑn�1 � ϑnqpφqpt0, . . . , tn�1q �
n�1̧

i�0

p�1qiϑnpφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1q �

ņ

i�0

p�1qi
�¸
j i

p�1qjpφqpt0, . . . , tj�1, 0, tj, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1q�

¸
i j

p�1qj�1pφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tj�1, 0, tj, . . . , tn�1q

�
�

ņ

i�0

¸
j i

p�1qi�jpφqpt0, . . . , tj�1, 0, tj, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1q�

ņ

i�0

¸
i j

p�1qi�j�1pφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tj�1, 0, tj, . . . , tn�1q.

Στο πρώτο άθροισµα ϑέτουµε j � k και στο δεύτερο j � k � 1 και προκύπτει

ņ

i�0

¸
k i

p�1qi�kpφqpt0, . . . , tk�1, 0, tk, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1q�

ņ

i�0

¸
i k�1

p�1qi�kpφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tk, 0, tk�1, . . . , tn�1q � 0.

Η παραπάνω πρόταση µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το σύνορο κάθε n-
αλυσίδας είναι µια pn� 1q-αλυσίδα.

Ορισµός 1.3.16. ΄Ενα στοιχείο c P SnpXq ϑα καλείται n-κύκλος, αν ϑnpcq � 0.
΄Ενα στοιχείο d P SnpXq ϑα καλείται n-σύνορο, αν d � ϑn�1peq για κάποιο e P
Sn�1pXq.
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ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

� ZnpXq � kerpϑnq ¤ SnpXq.

� BnpXq � Impϑn�1q ¤ SnpXq.

Προφανώς, λόγω της Πρότασης 1.4.15 ϑα ισχύει ότι BnpXq ¤ ZnpXq.

Ορισµός 1.3.17. Η οµάδα πηλίκο : HnpXq � ZnpXq{BnpXq που ορίζεται σύµφω-
να µε τα παραπάνω ονοµάζεται n-οστή singular οµολογιακή οµάδα του X.

Ορισµός 1.3.18. Ονοµάζουµε ϐαθµωτή αβελιανή οµάδαG µια συλλογή tGi | i P
Zu, όπου Gi αβελιανές οµάδες κι ορίζουµε ως πράξη την αντίστοιχη πράξη των Gi

κατά συντεταγµένες.
Μια υποοµάδα H µιας ϐαθµωτής οµάδας G είναι µια ϐαθµωτή οµάδα tHiu, όπου
Hi είναι υποοµάδες των Gi. Η αντίστοιχη οµάδα πηλίκο G{H ϑα είναι η ϐαθµωτή
οµάδα tGi{Hiu.

Ορισµός 1.3.19. ΄Εστωσαν δύο ϐαθµωτές οµάδες G και G1. ΄Ενας οµοµορφισµός
f : G Ñ G1, µεταξύ τους, είναι µια συλλογή οµοµορφισµών tfiuiPZ όπου fi : Gi Ñ
G1
i�r για κάποιο σταθερό ακέραιο r ο οποίος ονοµάζεται ϐαθµός της απεικόνισης f .

Ορισµός 1.3.20. Ορίζουµε ως αλυσιδωτό πολύπλοκο (chain complex), µια
ακολουθία αβελιανών οµάδων και οµοµορφισµών

� � �
ϑn�1

�ÝÑ Cn
ϑn

�ÝÑ Cn�1

ϑn�1

�ÝÑ � � �

ώστε ϑnϑn�1 � 0 για κάθε n ¥ 1.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω ένα αλυσιδωτό πολύπλοκο είναι µια ϐαθµωτή ο-
µάδα C � tCiu µε έναν οµοµορφισµό ϑ : C Ñ C ϐαθµού �1, αφού

� � �
ϑn�1

�ÝÑ Cn
ϑn

�ÝÑ Cn�1

ϑn�1

�ÝÑ � � �

ώστε ϑnϑn�1 � 0 για κάθε n ¥ 1.
΄Εστω C και C 1 αλυσιδωτά πολύπλοκα µε συνοριακές συναρτήσεις τις ϑ και ϑ1

αντίστοιχα. Κάθε αλυσιδωτή απεικόνιση Φ : C Ñ C 1 τέτοια ώστε

ϑ1 � Φn � Φn�1 � ϑ, n ¥ 1

είναι ένας οµοµορφισµός ϐαθµού 0 και ϑα ονοµάζεται αλυσιδωτή απεικόνιση.
Τον πυρήνα και την εικόνα στην παραπάνω συλλογή οµοµορφισµών tϑiu τα συµ-
ϐολίζουµε µε Z�pCq και B�pCq αντίστοιχα, ενώ η οµολογία της C ϑα είναι η
ϐαθµωτή οµάδα H�pCq � Z�pCq{B�pCq.

΄Εστω Φ : C Ñ C 1 µια αλυσιδωτή απεικόνιση. Τότε :

ΦpZ�pCqq � Z�pC
1q
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και ΦpB�pCqq � B�pC
1q. ∆ηλαδή η Φ επάγει τον οµοµορφισµό

Φ� : H�pCq Ñ H�pC
1q.

Συνεπώς η ϐαθµωτή οµάδα S�pXq � tSipXqu είναι ένα αλυσιδωτό πολύπλοκο υπό
τη συνοριακή απεικόνιση ϑ. ΄Ετσι η οµολογιακή οµάδα τουX είναι η οµολογιακή
οµάδα της S�pXq.

΄Εστωσαν οι τοπολογικοί χώροι X και Y , µια συνεχής απεικόνιση f : X Ñ Y .
Τότε µπορούµε να ορίσουµε ένα singular n-simplex στον Y , το f7pφq � f � φ.
΄Ετσι έχουµε τον οµοµορφισµό οµάδων

f7 : SnpXq Ñ SnpY q

για κάθε n.
ΙΣΧΥΡΙΣΜΟΣ : Η απεικόνιση f7 : SnpXq Ñ SnpY q είναι µια αλυσιδωτή απει-

κόνιση.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το διάγραµµα:

SnpXq

ϑ
��

f7 // SnpY q

ϑ
��

Sn�1pXq
f7 // Sn�1pY q

είναι µεταθετικό.
Πράγµατι, για τα singular n-simplices έχουµε:

f7ϑipφqpt0, . . . , tn�1q � fpφpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1qq

και

ϑif7pφqpt0, . . . , tn�1q � f7pφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tn�1q

� fpφpt0, . . . , ti�1, 0, ti . . . , tn�1qq,

δηλαδή ϑif7pφq � f7ϑipφq. ΄Αρα η f7 αντιµετατίθεται µε το σύνορο οπότε f7pker ϑq �
ker ϑ και f7pImϑq � Imϑ.
Τελικά επάγεται ο οµοµορφισµός f� : H�pXq Ñ H�pY q ϐαθµού 0.

Παράδειγµα 1.3.21. ΄Εστω ότι X � tx0u, δηλαδή ο X είναι ένα µόνο σηµείο.
Τότε για κάθε p ¡ 0 ϑα υπάρχει ακριβώς µια συνεχής συνάρτηση φ : σp Ñ X, η
σταθερή, και ϑα ισχύει ότι

Biφp � φp�1.

Η αντίστοιχη συνοριακή απεικόνιση ϑα είναι η

ϑpφp � ϑ0φp � ϑ1φp � . . .� p�1qpϑpφp

� φp�1 � φp�1 � . . .� p�1qpφp�1

�

$&%φp�1 , αν p άρτιος

0 , αν p περιττός.
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΄Ετσι προκύπτει το αλυσιδωτό πολύπλοκο

� � � S2n�1pXq S2npXq S2n�1pXq � � � S1pXq S0pXq 00 id 0 id 0 0 και

η αντίστοιχη οµολογία ϑα είναι

H2npXq �
kerpidq

Imp0q
� 0,

H2n�1pXq �
kerp0q

Impidq
�
S2n�1pXq

S2n�1pXq
� 0,

H0pXq �
kerp0q

Imp0q
� Z.

∆ηλαδή

HkpXq �

$&%Z , αν k � 0

0 , αν k ¡ 0
.

Πρόταση 1.3.22. Εάν X είναι ένας µη κενός τροχιακά συνεκτικός τοπολογικός
χώρος, τότε H0pXq � Z.

Απόδειξη. ΄Εστω X τροχιακά συνεκτικός τοπολογικός χώρος και το παρακάτω
τµήµα του αντίστοιχου αλυσιδωτού πολυπλόκου:

S1pXq S0pXq 0 .
B1 0

Προφανώς S0pXq � Z0pXq, δηλαδή η ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε γεννήτορες
τα σηµεία του X. ΄Ετσι κάθε στοιχείο y P S0pXq ϑα έχει την µορφή y �

°
nx � x,

για πεπερασµένο πλήθος ακεραίων nx.
Από την άλλη, η S1pXq είναι η ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε γεννήτορες τις τροχιές
στον X, οπότε αν v0 και v1 τα άκρα του σ1 και φ ένα singular 1-simplex στον X,
τότε

B1φ � φpv1q � φpv0q P Z0pXq.

΄Εστω η απεικόνιση α : S0pXq Ñ Z µε τύπο

α
�°

nx � x
�
�
¸

nx.

Αρκεί να δείξουµε ότι B0pXq � kerα. Παρατηρούµε ότι

αpB1φq � α
�
φpv1q � φpv0q

�
� 1� 1 � 0,

δηλαδή Im B1 � kerα.
Αντίστροφα, ας ϑεωρήσουµε ένα στοιχείο n1x1 � n2x2 � . . .� nkxk P kerα και x0

ένα ϐασικό στοιχείο στο X. Αφού ο X είναι τροχιακά συνεκτικός, για κάθε i, ϑα
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υπάρχει ένα singular 1-simplex φi στονX τέτοιο ώστε B0pφiq � xi και B1pφiq � x0.
Θεωρούµε την singular 1-αλυσίδα

°
niφi και έχουµε

B1

�°
niφi

�
�
¸

niB1φi

�
¸

ni
�
B0

1pφiq � B1
1pφiq

�
�
¸

nixi �
¸

ni � x0.

΄Οµως
°
nixi P kerα ñ

°
ni � 0 , άρα B

�°
niφi

�
�

°
nixi , δηλαδή ένα

στοιχείο του kerα είναι το σύνορο µιας 1-αλυσίδας της S1pXq, που σηµαίνει ότι
kerα � B0pXq και έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Εστω ένα σύνολο δεικτών A και κάποιο στοιχείο α P A. Τότε έχουµε το
αλυσιδωτό πολύπλοκο

� � �
ϑα
ÝÑ Cα

p
ϑα
ÝÑ Cα

p�1
ϑα
ÝÑ � � �

Μπορούµε να ορίσουµε το αλυσιδωτό πολύπλοκο
°
αPAC

α µε p
°
Cαqp �

°
Cα
p

και ϑpcα : α P Aq � pϑαcα : a P Aq.

Λήµµα 1.3.23. Hκp
°
Cαq �

°
αHκpC

αq.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του αλυσιδωτού πολυπλόκου
°
Cα έχουµε ότιZκp

°
Cαq �°

α ZκpC
αq και Bκp

°
Cαq �

°
αBκpC

αq, οπότε η κ-στή οµολογιακή οµάδα ϑα ε-
ίναι

Hκp
°
Cαq � Zκp

°
Cαq

M
Bκp

°
Cαq

�
¸
α

ZκpC
αq
M¸

α

BκpC
αq

�
¸
α

�
ZκpC

αq
L
BκpC

αq
	

�
¸
α

HκpC
αq.

Ορισµός 1.3.24. Σε τυχαίο τοπολογικό χώροX ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας�
ως εξής : Για δύο στοιχεία x, y P X ισχύει x � y, αν και µόνο αν υπάρχει µια τροχιά
στον X που συνδέει το x µε το y. Οι κλάσεις ισοδυναµίας στις οποίες διαµερίζεται ο
X σε λέγονται τροχιακές συνιστώσες του X.

Πρόταση 1.3.25. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X και tXα : α P Au οι συνε-
κτικές συνιστώσες του X υπό τη σχέση ισοδυναµίας που ορίστηκε προηγουµένως.
Τότε

HκpXq �
¸
αPA

HκpXαq.
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Απόδειξη. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό οµάδων

Ψ :
°
αPA SκpXαq Ñ SκpXq

µε τύπο
Ψ
��°

φα
nφ,α � φα

�
: α P A

	
�

¸
αPA

�¸
φα

nφ,α � φα

	
.

Αφού οι οµάδες, των οποίων τις πράξεις διατηρεί η Ψ, είναι ελεύθερες αβελιανές,
έπεται ότι η Ψ είναι µονοµορφισµός.
΄Εστω φ : σκ Ñ X ένα singular κ-simplex στον X. Αφού η φ είναι συνεχής και
το σκ είναι τροχιακά συνεκτικό, έπεται ότι και το φpσκq είναι τροχιακά συνεκτικό,
οπότε ϑα ανήκει εξ ολοκλήρου σε µια τροχιακήκή συνιστώσα Xα.
΄Ετσι κάθε φ P SκpXq σχετίζεται µε ένα µοναδικό τέτοιο φα P SκpXαq ώστε Ψpφαq �
φ, δηλαδή η Ψ είναι επιµορφισµός.
Εποµένως η Ψ είναι ισοµορφισµός, για κάθε κ.
Επίσης η Ψ είναι µια αλυσιδωτή απεικόνιση µεταξύ αλυσιδωτών πολυπλόκων,
τέτοια ώστε

HκpXq � Hκ

�°
αPA S�pXαq

�
και σύµφωνα µε το Λήµµα 1.3.23 ϑα ισχύει

Hκ

�°
αPA S�pXαq

�
�

¸
αPA

HκpXαq.

Θεώρηµα 1.3.26. ΄Εστω f : X Ñ Y ένας οµοιοµορφισµός. Τότε η απεικόνιση
f� : HppXq Ñ HppY q είναι ένας ισοµορφισµός για κάθε p.

Απόδειξη. Αφού η f είναι οµοµορφισµός ϑα έχουµε ότι

idH�pXq � pidXq�

� pf � f�1q�

� f� � f
�1
� .

Ισχύει και το ανάποδο. ΄Αρα η f� είναι ισοµορφισµός.

Θεώρηµα 1.3.27. ΄Εστω X ένα κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε ϑα ισχύει ότι
HppXq � 0 για κάθε p.

Απόδειξη. ΄Εστω X � ∅, ένα x P X και φ : σp Ñ X ένα singular p-simplex στον
X, µε p ¥ 0.
Μπορούµε να ορίσουµε ένα singular pp� 1q-simplex θ, στον X ως εξής :

θ : σp�1 Ñ X,

µε

θpt0, t1, . . . , tp�1q �

#
p1� t0qφ

�
t1

1�t0
, . . . , tp�1

1�t0

�
� t0 x , για t0   1

x , για t0 � 1
.

∆ηλαδή ϑέτουµε
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θp0, t1, . . . , tp�1q � φpt1, . . . , tp�1q και θp1, 0, . . . , 0q � x.

Η θ είναι καλά ορισµένη. Επειδή το σp�1 είναι κυρτό υπάρχουν ευθύγραµµα
τµήµατα του σp�1 από το t0 στην απέναντι από το t0 όψη, τα οποία αντιστοιχίζονται
µε γραµµικό τρόπο σε αντίστοιχα ευθύγραµµα τµήµατα του X, αφού και το το X
είναι κυρτό.

Από τον ορισµό της η θ είναι συνεχής εκτός ίσως από το p1, 0, . . . , 0q. Για να
είναι συνεχής σε αυτό το σηµείο πρέπει

lim
t0Ñ1

��θpt0, t1, . . . , tp�1q � x
�� � 0.

Πράγµατι

lim
t0Ñ1

��θpt0, t1, . . . , tp�1q � x
��

� lim
t0Ñ1

���p1� t0qφ
�

t1
1�t0

, . . . , tp�1

1�t0

�
� p1� t0qx

���
¤ lim

t0Ñ1
p1� t0q

����φ� t1
1�t0

, . . . , tp�1

1�t0

����� }x}
	
.

Επειδή το σp είναι κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του Rn και η φ συνεχής,
έπεται ότι το φpσpq είναι συµπαγές, άρα και ϕραγµένο. Επίσης το X, ως κυρτό
σύνολο, είναι ϕραγµένο. Συνεπώς το

��φ� t1
1�t0

, . . . , tp�1

1�t0

��� � }x} είναι ϕραγµένο.
΄Ετσι, αφού limt0Ñ1p1 � t0q � 0, το τελευταίο όριο ισούται µε 0 και, συνεπώς, η θ
είναι συνεχής και στο p1, 0, . . . , 0q.

Είναι ϕανερό, εκ κατασκευής, ότι Bpθq � φ. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, σε
κάθε singular k-simplex κ ¥ 0, µπορούµε να επεκτείνουµε µοναδικά το θ σε έναν
οµοµορφισµό

T : SkpXq Ñ Sk�1pXq,

τέτοιον ώστε B0 � T � id και

Bi
�
T pφq

�
pt0, . . . , tkq � T pφqpt0, . . . , ti�1, 0, ti, . . . , tkq

� p1� t0qφ
�

t1
1�t0

, . . . , ti�1

1�t0
, 0, ti

1�t0
. . . , tk

1�t0

�
� t0 x.

Επίσης

T
�
Bi�1pφq

�
pt0, . . . , tkq � p1� t0q

�
Bi�1φ

�
t1

1�t0
, . . . , ti

1�t0
. . . , tk

1�t0

�
� t0 x

	
� p1� t0qφ

�
t1

1�t0
, . . . , ti�1

1�t0
, 0, ti

1�t0
. . . , tk

1�t0

�
� t0 x.

Συνεπώς για 1 ¤ i ¤ k � 1 ισχύει

BiTφ � T pBi�1φq.
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΄Ετσι για οποιοδήποτε singular k-simplex φ µπορούµε να έχουµε (αντί γιά ϑk�1

γράφουµε ϑ)

BTφ � B0Tφ�
k�1̧

i�1

p�1qiBiT pφq

� B0Tφ�
k�1̧

i�1

p�1qiBiT pφq �

� k�1̧

i�1

p�1qiTBipφq �
ķ

j�0

p�1qjTBjpφq



� φ� TBφ,

δηλαδή
BTφ� TBφ � φ.

΄Ετσι κατασκευάσαµε έναν οµοµορφισµό T : SkpXq Ñ Sk�1pXq µε την ιδιότητα

BT � TB � idSkpXq , @ k ¥ 1.

΄Εστω z P ZppXq. Για κάθε p ¡ 0 ισχύει pBT � TBqz � z. Επίσης επειδή το z
είναι κύκλος ισχύει TBz � 0. Συνεπώς BTz � z και z P BppXq. Τελικά, έπεται
ότι HppXq � 0 για κάθε p ¡ 0.

Η απεικόνιση που ορίσαµε στην παραπάνω απόδειξη επεκτείνεται, ως µια
αλυσίδα οµοτοπίας, σε αλυσίδα πολυπλόκων. Πράγµατι για τις ϐαθµωτές οµάδες
C � tCi, Bu και C 1 � tC 1

i, B
1u η απεικόνιση

T : C Ñ C 1

είναι ένας οµοµορφισµός ϐαθµωτών οµάδων ϐαθµού 1. Προκύπτει ο οµοµορφι-
σµός

B1T � TB : C Ñ C 1

ϐαθµού 0 που είναι και αλυσιδωτή απεικόνιση, chain map, καθώς:

B1pB1T � TBq � B1B1T � B1TB

� B1TB

� B1TB � TBB

� pB1T � TBqB

και επάγει τον οµοµορφισµό οµολογίας

pB1T � TBq� : HppCq Ñ HppC
1q , @ p.

ΙΣΧΥΡΙΣΜΟΣ : Η απεικόνιση pB1T � TBq� είναι µηδενικός οµοµορφισµός.

Απόδειξη. ΄Εστω z P ZppCq. Τότε TBpzq � 0.
Συνεπώς pB1T � TBqpzq � B1T pzq P BppC

1q.
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Ορισµός 1.3.28. ΄Εστωσαν οι αλυσιδωτές απεικονίσεις chain maps f και g :
C Ñ C 1. Οι f και g ϑα λέγονται chain homotopic εάν υπάρχει οµοµορφισµός
T : C Ñ C 1 ϐαθµού 1, τέτοιος ώστε

B1T � TB � f � g.

Πρόταση 1.3.29. Αν f και g : C Ñ C 1 είναι αλυσιδωτά οµοτοπικές απεικονίσεις
(chain homotopic maps), τότε f� � g�, ως οµοµορφισµοί από την H�pCq στην
H�pC

1q.

Απόδειξη. Αφού f, g : C Ñ C 1 chain homotopic, υπάρχει T : C Ñ C 1 που είναι
απεικόνιση αλυσίδας µεταξύ των f και g. ∆ηλαδή
0 � pB1T � TBq� � pf � gq� � f� � g� ñ f� � g�.

ΕΙ∆ΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: Οι f και g : X Ñ Y είναι τέτοιες ώστε οι επαγόµενες
αλυσιδωτές απεικονίσεις (chain maps)

f7, g7 : S�pXq Ñ S�pY q

να είναι αλυσιδωτή οµοτοπία (chain homotopic).

΄Εστω φ ένα singular p-simplex στον X. Αφού οι f7, g7 είναι chain homotopic,
ϑα υπάρχει απεικόνιση T µεταξύ τους µε τις ιδιότητες που αναφέραµε προηγου-
µένως.
Η T pφq µπορεί να ϑεωρηθεί συνεπώς µια συνεχής παραµόρφωση της f7pφq στην
g7pφq.

Γεωµετρικά η T pφq µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα πρίσµα µε ϐάσεις τις f7pφq,
g7pφq και έδρες T pBφq. ΄Αρα ϑα είναι

BT pφq � f7 � g7 � T pBφq.

Ισότητα που είναι σύµφωνη µε το ότι οι f7, g7 είναι αλυσιδωτά οµοτοπικές (chain
homotopic maps).

Εάν ϑεωρήσουµε την αλυσίδα c �
°
miφi να είναι ένας n-κύκλος στον X, τότε

οι f7pcq, g7pcq είναι n-κύκλοι στον Y . Επιπλέον η T pcq ϑα είναι µια συλλογή από
ακέραια πολλαπλάσια των πρισµάτων που περιγράψαµε παραπάνω, µε αλγεβρικό
άθροισµα εδρών 0, αφού Bc � 0. Συνεπώς το σύνορο του είναι το αλγεβρικό
άθροισµα των ϐάσεων των πρισµάτων, δηλαδή f7pcq � g7pcq. ΄Αρα οι f7pcq, g7pcq
είναι οµολογιακοί κύκλοι στον Y .



Κεφάλαιο 2

ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΗ ΟΜΟΛΟΓΙΑ

2.1 ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΗ SINGULAR ΟΜΟΛΟΓΙΑ

Υπενθυµίζουµε κάποιες ϐασικές τοπολογικές έννοιες από την αρχή του προη-
γούµενου κεφαλαίου.

Για τυχόντες τοπολογικούς χώρους X και Y οι απεικονίσεις f0, f1 : X Ñ Y
είναι οµοτοπικές (συµβολίζουµε f0 � f1), εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση F :
X � I Ñ Y, I � r0, 1s, µε την ιδιότητα :

F px, 0q � f0pxq και F px, 1q � f1pxq για κάθε x P X.

Μια τέτοια απεικόνιση καλείται οµοτοπία µεταξύ των f0 και f1.
Ισοδύναµα µια οµοτοπία είναι µια οικογένεια απεικονίσεων tftu0¤t¤1 από τον X
στον Y , οι οποίες είναι συνεχείς ως προς t.
Η σχέση οµοτοπίας είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των απεικονίσεων από
τον X στον Y , ενώ το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας συµβολίζεται µε rX, Y s.

Θεώρηµα 2.1.1. ΄Εστω f0, f1 : X Ñ Y οµοτοπικές απεικονίσεις. Τότε f0� � f1�

ως οµοµορφισµοί από το H�pXq στο H�pY q.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.29 αρκεί να δειχθεί ότι οι αλυσιδωτές
απεικονίσεις (chain maps) f07, f17 : S�pXq Ñ S�pY q είναι αλυσιδωτά οµοτοπικές
(chain homotopic).
Αφού οι f0, f1 είναι οµοτοπικές, υπάρχει µεταξύ τους οµοτοπία F : X � I Ñ Y .
Θεωρούµε τις απεικονίσεις

g0, g1 : X Ñ X � I

έτσι ώστε

g0pxq � px, 0q και g1pxq � px, 1q.

25
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Στο διάγραµµα
X

g0
��

f0

##
X � I F // Y

X

g1

OO

f1

;;

κάθε τρίγωνο είναι αντιµεταθετικό, δηλαδή ισχύουν f0 � F � g0 και f1 � F � g1.
΄Εστω ότι οι g07, g17 είναι αλυσιδωτά οµοτοπικές chain homotopic ως απεικονίσεις
αλυσίδας από την S�pXq στην S�pX�Iq. Εξ ορισµού υπάρχει T : S�pXq Ñ S�pY q,
ϐαθµού 1, έτσι ώστε

BT � TB � g07 � g17.

΄Αρα

F7pBT � TBq � F7pg07 � g17q ñ

BpF7T q � pF7T qB � f07 � f17.

Η F7T είναι ένας οµοµορφισµός από την S�pXq στην S�pY q, ϐαθµού 1 και µια
αλυσιδωτή οµοτοπία chain homotopy µεταξύ των f07 και f17. Εποµένως, για να
ισχύει η πρόταση, αρκεί να αποδειχθεί ότι οι g07, g17 είναι αλυσιδωτά οµοτοπικές
chain homotopic.
΄Εστω το standard n-simplex σn και τn P Snpσnq η ταυτοτική απεικόνιση. Τότε
για κάθε singular n-simplex φ : σn Ñ X επάγεται ο οµοµορφισµός

φ7 : Spσnq Ñ SpXq

ώστε φ7pτnq � φ. ΄Ετσι κάθε singular n-simplex στον X µπορεί να ϑεωρηθεί στοι-
χείο της εικόνας του τn.

Θα κατασκευάσουµε επαγωγικά µια αλυσιδωτή οµοτοπία T µεταξύ των g07 και
g17.
Για n � 0 ϑεωρούµε µια αλυσίδα c P S0pσ0 � Iq µε τύπο c � g07pτ0q � g17pτ0q,
η οποία ϑα είναι είναι το σύνορο κάποιου 1-simplex b στον σ0 � I και ορίζουµε
Tσ0pτ0q � b.
΄Εστω µια απεικόνιση h : σ0 Ñ W , τέτοια ώστε το διάγραµµα

S0pσ0q S1pσ0 � Iq

S0pW q S1pW � Iq

Tσ0

h7 ph�idq7

TW

να είναι µεταθετικό.
Υποθέτουµε ότι για κάθε i   n και οποιονδήποτε τοπολογικό χώρο X υπάρχει
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οµοµορφισµός T : SipXq Ñ Si�1pX � Iq, τέτοιος ώστε

BT � TB � g07 � g17

και ότι για κάθε απεικόνιση h : X Ñ W το διάγραµµα

SipXq Si�1pX � Iq

SipW q Si�1pW � Iq

TX

h7 ph�idq7

TW

είναι µεταθετικό.
Στην διάσταση n, όπως έχουµε αναφέρει, για κάθε singular n-simplex φ στον X
ϑα ισχύει ότι φ7pτnq � φ.
Ορίζουµε τον οµοµορφισµό

Tσn : Snpσnq Ñ Sn�1pσn � Iq,

για τον οποίο ϑα έχουµε

TXpφq � TX
�
φ7pτnq

�
� pφ� idq7

�
Tσnpτnq

�
και έστω ένα singular n-simplex d : σn Ñ σn. Τότε η αλυσίδα c P Snpσn � Iq µε
τύπο

c � g07pdq � g17pdq � TσnpBdq

είναι καλά ορισµένη αφού Bd P Sn�1pσnq και ο TσnpBdq έχει ορισθεί από την
υπόθεση. Επιπλέον ϑα έχουµε

Bc � B
�
g07pdq � g17pdq � TσnpBdq

�
� Bg07pdq � Bg17pdq � BTσnpBdq

� g07pBdq � g17pBdq �
�
g07pBdq � g17pBdq � TσnpBBdq

�
� 0,

αφού BBd � 0.
΄Αρα το c είναι ένας n-κύκλος στο κυρτό σύνολο σn � I και αφού n ¡ 0 ϑα είναι
και n σύνορο που σηµαίνει ότι ϑα υπάρχει κάποιο b P Sn�1pσn � Iq, τέτοιο ώστε
Bb � c.
΄Ετσι µπορούµε να ορίσουµε Tσnpdq � b, οπότε

BT pdq � T pBdq � g07pdq � g17pdq.

Για κάθε singular n-simplex φ στον X ορίζουµε

TXpφq � pφ� idq7
�
Tσnpτnq

�
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και επεκτείνουµε στον οµοµορφισµό

TX : SnpXq Ñ Sn�1pX � Iq,

Σύµφωνα µε τον τρόπο που έχει ορισθεί ο T ϑα αντιµετατίθεται στην απεικόνιση
h : X Ñ W . Επίσης ϑα έχουµε ότι

g07pφq � g0 φ7pτnq � pφ� idq7 g0pτnq

και
g17pφq � g1 φ7pτnq � pφ� idq7 g1pτnq.

΄Αρα

BT pφq � T pBφq � BTφ7pτnq � TBφ7pτnq

� Bpφ� idq7 T pτnq � Tφ7 Bpτnq

� pφ� idq7 BT pτnq � pφ� idq7 TBpτnq

� pφ� idq7pBT � TBqpτnq

� pφ� idq7
�
g07pτnq � g17pτnq

�
� g07pφq � g17pφq,

οπότε ο T είναι µια αλυσιδωτή οµοτοπία µεταξύ των g07 και g07 και έχουµε το
Ϲητούµενο f0� � f1�.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αν ο X είναι κυρτός χώρος, τότε η ταυτοτική α-
πεικόνιση είναι οµοτοπική µε την σταθερή απεικόνιση που στέλνει κάθε στοιχείο
του X στο x. ΄Ετσι σε ϑετικές διαστάσεις ο ταυτοτικός οµοµορφισµός και ο τετριµ-
µένος οµοµορφισµός ταυτίζονται οπότε η αντίστοιχη οµολογιακή οµάδα στον X
είναι τετριµµένη.

Ορισµός 2.1.2. ΄ΕστωσανX και Y τοπολογικοί χώροι. Μια απεικόνιση f : X Ñ Y
λέγεται οµοτοπική ισοδυναµία εάν η f έχει οµοτοπική αντίστροφη. Τότε λέµε ότι οι
τοπολογικοί χώροι X και Y έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.

Προφανώς η απεικόνιση g : Y Ñ X ϑα είναι οµοτοπική αντίστροφη της f :
X Ñ Y και αντίστροφα, αν οι συνθέσεις f � g και g � f είναι οµοτοπικές ως προς
τις αντίστοιχες ταυτοτικές απεικονίσεις.

Πρόταση 2.1.3. Εάν η f : X Ñ Y είναι οµοτοπική ισοδυναµία, τότε η απεικόνιση

f� : HnpXq Ñ HnpY q

είναι ένας ισοµορφισµός, για κάθε n.

Απόδειξη. ΄Εστω g : Y Ñ X οµοτοπική αντίστροφη της f : X Ñ Y . Σύµφωνα µε
το Θεώρηµα 2.1.1 ϑα έχουµε ότι και οι f�, g� είναι οµοτοπικές. ΄Αρα

f� � g� � pf � gq� � id�,

δηλαδή η g� είναι οµοτοπική αντίστροφη της f� . ΄Αρα η f� είναι ισοµορφισµός.
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Ορισµός 2.1.4. ΄ΕστωA ένας υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρουX και i : AÑ X
η απεικόνιση εγκλεισµού. Ονοµάζουµε ανάκληση (retraction) του X στον A µια
απεικόνιση g : X Ñ A , για την οποία ισχύει g � i � idA.
Η g ϑα λέγεται παραµορφωτικό συµµάζεµα (deformation retraction) εάν, επι-
πλέον, ισχύει i � g � idX . Σε αυτήν την περίπτωση ο A λέγεται παραµορφωτική
ανάκληση (deformation retract) του X.

Σχόλιο 2.1.5. Προφανώς σε µια τέτοια περίπτωση ο εγκλεισµός i είναι µια οµο-
τοπική ισοδυναµία.

Πόρισµα 2.1.6. ΄Εστω i : A Ñ X ο εγκλεισµός µιας ανάκλησης (retract) του A
στον X. Τότε η i� : S�pAq Ñ S�pXq είναι ένας µονοµορφισµός επί του ευθέως
αθροίσµατος Impi�q ` kerpg�q.
Αν ο A είναι µια παραµορφωτική ανάκληση (deformation retract) του X, τότε η i�
είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Αν ο A είναι µια deformation retract τουX, τότε, εξ ορισµού, ο εγκλει-
σµός i : A Ñ X είναι οµοτοπική ισοδυναµία. ΄Αρα από την Πρόταση 2.1.3 η i�
είναι ισοµορφισµός.
Για την περίπτωση που ο A είναι µια retract του X, έστω g : X Ñ A η αντίστοιχη
ανάκληση. Προφανώς

g� � i� � pg � iq� � id� � idH�pAq .

΄Αρα η i� είναι µονοµορφισµός.
Ας ϑεωρήσουµε G1 � Impi�q, G2 � kerpg�q και ένα στοιχείο α P G1 Y G2. Τότε
α � i�pβq για κάποιο β P H�pAq και g�pαq � 0. ΄Οµως

0 � g�pαq � g�
�
i�pβq

�
� pg� � i�qpβq � β

και έτσι α � i�p0q � 0.
Αν ϑεωρήσουµε γ P H�pXq, τότε

γ � i�g�pγq � pγ � i�g�pγqq

δηλαδή το γ εκφράζεται σαν άθροισµα ενός στοιχείου της G1 και ενός στοιχείου
της G2. Εποµένως H�pXq � G1 `G2.

Ορισµός 2.1.7. Μια τριάδα αβελιανών οµάδων και οµοµορφισµών

C
f // D

g // E

ϑα λέγεται ακριβής (exact) εάν Im f � ker g.
Μια ακολουθία αβελιανών οµάδων και οµοµορφισµών

� � �
f0 // G1

f1 // G2
f2 // G3

f3 // � � �
fn�1 // Gn

fn // � � �
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ϑα λέγεται ακριβής (exact) εάν κάθε τριάδα της είναι ακριβής.
Μια ακριβής ακολουθία της µορφής

0 // C
f // D

g // E // 0

ϑα λέγεται σύντοµη ακριβής (short exact).

Παρατήρηση 2.1.8. 1. Μια απεικόνιση h : G1 Ñ G2 είναι ισοµορφισµός, αν
και µόνο αν, η

0 // G1
h // G2

// 0

είναι ακριβής.

2. Σε κάθε short exact ακολουθία, όπως η παραπάνω, η f είναι ένας µονο-
µορφισµός που ταυτίζει την C µε µια υποοµάδα C 1 της D και η g είναι ένας
επιµορφισµός µε πυρήνα C 1.
Εποµένως, µέχρι ισοµορφίας, η παραπάνω ακολουθία είναι η

0 // C 1 i // D
π // D{C 1 // 0 .

΄Εστωσαν τα αλυσιδωτά πολύπολοκα (chain complexes)C � tCnu, D � tDnu, E �
tEnu και η σύντοµη ακριβής ακολουθία ( short exact) ακολουθία

0 // C
f // D

g // E // 0 ,

όπου οι f, g είναι αλυσιδωτού ϐαθµού 0.
Θα δείξουµε ότι για κάθε p µπορούµε να έχουµε µια τριάδα οµολογιακών οµάδων

HppCq
f� // HppDq

g� // HppEq .

Σχηµατίζουµε το άπειρο διάγραµµα

...

B

��

...

B

��

...

B

��
0 // Cn

f //

B
��

Dn

B
��

g // En //

B
��

0

0 // Cn�1
f //

B

��

Dn�1
g //

B

��

En�1
//

B

��

0

...
...

...

στο οποίο κάθε µια γραµµή είναι µια σύντοµη ακριβής (short exact) ακολουθία
και κάθε τετράγωνο µεταθετικό.
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΄Εστωσαν z, z1 P ZnpEq δυο οµολογιακοί κύκλοι. Τότε υπάρχει e P En�1 έτσι
ώστε Bpeq � z � z1. Αφού η g είναι επιµορφισµός, ϑα υπάρχουν d, d1 P Dn µε
gpdq � z και gpd1q � z1. Λόγω της σύντοµης ακριβούς ακολουθίας ϑα υπάρχουν
c, c1 P Dn�1 µε fpcq � Bpdq και fpc1q � Bpd1q. Αρκεί να δειχθεί ότι οι c, c1 είναι
οµολογιακοί κύκλοι.
Πράγµατι, αφού e P En�1, ϑα υπάρχει a P Dn�1 ώστε gpaq � e. Λόγω µεταθετι-
κότητας του διαγράµµατος ισχύει

gpBaq � Bgpaq � Be � z � z1 ñ

gpBaq � gpdq � gpd1q,

που σηµαίνει ότι d � d1 � Ba P ker g. Επίσης d � d1 � Ba P Im f , οπότε υπάρχει
b P Cn τέτοιο ώστε fpbq � pd� d1q � Ba. Συνεπώς

fpBbq � Bfpbq

� B
�
d� d1 � Ba

�
� Bd� Bd1 � BBa

� fpcq � fpc1q

� fpc� c1q.

΄Οµως η f είναι µονοµορφισµός, εποµένως Bb � c � c1 . ∆ηλαδή οι c και c1 είναι
οµολογιακοί κύκλοι.

΄Αρα η παραπάνω διαδικασία σε οµολογιακούς κύκλους είναι σωστά ορισµένη
και, προφανώς, µονοµορφισµός.

Ορισµός 2.1.9. Ο µονοµορφισµός που περιγράψαµε παραπάνω ϑα λέγεται συν-
δετικός οµοµορφισµός (connecting homomorphism) για την σύντοµη ακριβή (short
exact) ακολουθία

0 // C
f // D

g // E // 0

και ϑα συµβολίζεται µε
∆ : HnpEq Ñ Hn�1pCq.

Θεώρηµα 2.1.10. Αν 0 // C
f // D

g // E // 0 είναι µια σύντοµη ακριβή
(short exact) ακολουθία αλυσιδωτών πολυπλόκων (chain complexes) και µηδενι-
κού αλύσιδωτού ϐαθµού, τότε η ακολουθία

� � �
f� //HnpDq

g� // HnpEq
∆ // Hn�1pCq

f� // Hn�1pDq
g� // � � �

είναι ακριβής.

2.2 ΟΜΟΛΟΓΙΑΚΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ ΣΦΑΙΡΑΣ

Πριν προχωρήσουµε στην µελέτη της οµολογιακής οµάδας της σφαίρας ϑα ο-
ϱίσουµε κάποιες τοπολογικές έννοιες που είναι απαραίτητες.
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Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και A ένας υπόχωρός του.
Ονοµάζουµε εσωτερικό του A (συµβολίζουµε Ao) την ένωση όλων των ανοικτών
συνόλων τουX που είναι υποσύνολα τουA, ή ισοδύναµα, το µεγιστοτικό υποσύνολο
του A που είναι ανοικτό στον X.

Ορισµός 2.2.2. Μια συλλογή U υποσυνόλων του X είναι µια κάλυψη του X αν
και µόνο αν

X �
¤
uPU

U.

Στο εξής ϑα συµβολίζουµε µε U o την συλλογή των εσωτερικών των συνόλων που
ανήκουν στην U . Θα µελετήσουµε συλλογές U των οποίων η U o είναι µια κάλυψη
του X.

΄Εστω U µια κάλυψη του X. Συµβολίζουµε µε SU
n pXq την υποοµάδα της

SnpXq που παράγεται από τα singular n-simplices φ : σn Ñ X, για τα οποία το
φpσnq περιέχεται σε κάποιο U P U . Τότε, για κάθε i ¤ n, ισχύει Im Biφ � Imφ,
όπου B το σύνορο B : SU

n pXq Ñ SU
n�1pXq . ΄Ετσι, για κάθε κάλυψη U του X,

υπάρχει ένα αλυσιδωτό πολύπλοκο chain complex SU
� pXq, ώστε ο εγκλεισµός

i : SU
� pXq Ñ S�pXq να είναι µια chain map.
Εάν ϑεωρήσουµε µια κάλυψη V ενός άλλου τοπολογικού χώρου Y και µια

απεικόνιση f : X Ñ Y , τέτοια ώστε για κάθε U P U , η fpUq να περιέχεται σε
κάποιο V της V, τότε υπάρχει µια chain map, η

f7 : SU
� pXq Ñ SV

� pY q ,

για την οποία ισχύει f7 � iX � iY � f7.
Στην συνέχεια δίνεται, χωρίς απόδειξη, το επόµενο Θεώρηµα, το οποίο είναι

ϑεµελιώδες στην µελέτη των οµολογιακών οµάδων τοπολογικών χώρων.

Θεώρηµα 2.2.3. Εάν U είναι µια οικογένεια υποσυνόλων του τοπολογικού χώρου
X τέτοια ώστε η U o να είναι µια κάλυψη του X, τότε ο εγκλεισµός

i� : Hn

�
SU
� pXq

�
Ñ HnpXq

είναι ισοµορφισµός για κάθε n.

Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο Θεώρηµα µπορούµε να αναπτύξουµε µια
τεχνική για την µελέτη της οµολογίας ενός τοπολογικού χώρου X ϐασιζόµενοι
στις συνιστώσες µιας κάλυψης U του X. Η πιο απλή µη-τετριµµένη περίπτωση
είναι U � tU, V u, όπου U, V � X µε U oYV o � X. Σε αυτήν την περίπτωση έστω

A1 �
 
το σύνολο όλων των singular n-simplices στο U

(
,

A2 �
 
το σύνολο όλων των singular n-simplices στο V

(
.

Τότε

SnpUq � F pA1q , SnpV q � F pA2q,

SnpU X V q � F pA1 X A2q , SU
n pXq � F pA1 Y A2q.
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και ο οµοµορφισµός

h : F pA1q ` F pA2q Ñ F pA1 Y A2q
�SU

n pXq

,

µε
hpa1i, a

2
jq � a1i � a2j

είναι επιµορφισµός. Από την άλλη υπάρχει οµοµορφισµός

g : F pA1 X A2q
�SU

n pUXV q

Ñ F pA1q ` F pA2q,

µε
gpbiq � pbi,�biq .

Προφανώς η g είναι µονοµορφισµός µε h � g � 0.

F pA1q ` F pA2q h // F pA1 Y A2q
�SU

n pXq

F pA1 X A2q
�SnpUXV q

g

OO

h�g

88

h � g : SnpU X V q Ñ SU
n pXq

µε

ph � gqp`q � h
�
gp`q

�
� hp`,�`q

� `� p�`q

� 0.

΄Εστω ότι

h
�°

nia
1
i,
°
mja

2
j

�
� 0 ñ¸

nia
1
i �

¸
mja

2
j � 0 (2.1)

Αφού οι F pA1q � SnpUq και F pA2q � SnpV q είναι ελεύθερες αβελιανές οµάδες,
η (2.1) ϑα ισχύει αν για τα µη-µηδενικά ni ισχύει ότι a1i � a2j για κάποιο j, και
επιπλέον mj � �ni. ∆ηλαδή όλα τα a1i P A1 X A2.
Αν x �

°
nia

1
i, τότε ¸

mja
2
j � �x ñ¸

p�niqa
1
i � �

¸
nia

1
i.
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Εποµένως x P F pA1 X A2q και gpxq �
�°

nia
1
i,
°
mja

2
j

�
.

ker h � tpk, `q | hpk, `q � 0u,

Im g � tpk, `q | gpxq � pk, `qu,

ker h � Im g.

΄Ετσι προκύπτει η short exact ακολουθία αλυσιδωτών οµάδων

0 SnpU X V q SnpUq ` SnpV q SU
n pXq 0.

g7 h7

Ορίζουµε το αλυσωτό πολύπλοκο S�pUq ` S�pV q ως

pS�pUq ` S�pV qqn � SnpUq ` SnpV q

και συνοριακό τελεστή της αλυσίδας αυτής τον συνοριακό τελεστή κάθε συνι-
στώσας.

Η παραπάνω σύντοµη ακολουθία γίνεται µια ακριβής ακολουθία αλυσιδωτών
πολυπλόκων και αλυσιδωτών απεικονίσεων µηδενικού ϐαθµού. Τότε από το Θε-
ώρηµα 2.2.3 έχουµε την σύντοµη ακριβή ακολουθία

� � � HnpU X V q HnpS�pUq ` S�pV qq HnpS
U
� pXqq � � �∆ g� h� ∆

Εξ ορισµού του αλυσωτού πολυπλόκου ϑα ισχύει ότι

HnpS�pUq ` S�pV qq � HnpUq `HnpV q

και από το Θεώρηµα 2.2.3 έχουµε

HnpS
U
� pXqq � HnpXq .

Ενσωµατώνοντας τους ισοµορφισµούς στην µακρά ακριβή ακολουθία έχουµε την
ακολουθία Mayer-Vietoris

� � � HnpU X V q HnpUq `HnpV q HnpXq � � �∆ g� h� ∆

΄Ετσι αν ορίσουµε τις αντίστοιχες απεικονίσεις εγκλεισµού

U
k

&&
U X V

i

;;

j ##

U Y V � X

V
`

88
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έχουµε ότι

g�pxq �
�
i�pxq,�j�pxq

�
,

h�py, zq � k�pyq � `�pzq.

Ο συνδετικός οµοµορφισµός ∆ µπορεί να εκφραστεί γεωµετρικά ως εξής : Μια
οµολογιακή κλάση ω P HnpXq έχει ως αντιπρόσωπο έναν κύκλο c � d, όπου c
είναι ένας κύκλος στην U και d είναι ένας κύκλος στην V . Συνεπώς η ∆pωq έχει
ως αντιπρόσωπο έναν κύκλο Bc P U X V .

Σύµφωνα µε την κατασκευή της Mayer-Vietoris ακολουθίας, εάνX 1 είναι ένας
χώρος µε υποσύνολα U 1, V 1, τέτοια ώστε pU 1qoYpV 1qo � X 1 και f : X Ñ X 1, τέτοια
ώστε fpUq � U 1, fpV q � V 1, τότε στο παρακάτω διάγραµµα

� � � HnpU X V q HnpUq `HnpV q HnpXq � � �

� � � HnpU
1 X V 1q HnpU

1q `HnpV
1q HnpX

1q � � �

∆ g�

f�

h�

f�`f�

∆

f�

∆1 g1� h1� ∆1

κάθε ορθογώνιο είναι αντιµεταθετικό.

Παράδειγµα 2.2.4. ΄ΕστωX � S1, z και z1 ο ϐόρειος και νότιος πόλος αντίστοιχα
και x και y σηµεία του ισηµερινού.

S1
z

z1

x y

΄Εστωσαν U � S1 � tz1u και V � S1 � tzu. Τότε η Mayer-Vietoris ακολουθία για
αυτήν την κάλυψη είναι

H1pUq `H1pV q H1pS
1q H0pU X V q H0pUq `H0pV q

h� ∆ g�

Ο πρώτος όρος είναι µηδενικός αφού οι U και V είναι συσταλτοί. ΄Ετσι ο ∆ είναι
µονοµορφισµός και

H1pS
1q � Im∆ � ker g�,

H0pU Y V q � Z` Z.

΄Αρα κάθε στοιχείο τηςH0pUYV q γράφεται στην µορφή ax�by, όπου a, b ακέραιοι.
Οπότε

g�pax� byq �
�
i�pax� byq,�j�pax� byq

�
.

Αφού οι U και V είναι τροχιακά συνεκτικοί, ϑα ισχύει ότι
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i�pax� byq αν-ν a � �b .

Οµοίως και για την j�. ∆ηλαδή ο πυρήνας της g� είναι µια υποοµάδα που α-
ποτελείται από στοιχεία της µορφής ax � ay. ∆ηλαδή είναι µια άπειρη κυκλική
οµάδα που παράγεται από το στοιχείο x � y. Συνεπώς για την H1pS

1q που είναι
ισόµορφη µε τον πυρήνα αυτό ϑα ισχύει

H1pS
1q � Z.

Γεωµετρικά ένας γεννήτορας της οµάδας αυτής παριστάνεται ως το άθροισµα c�d
δυο αλυσίδων c P U, d P V , για τις οποίες ισχύει

Bc � x� y � �Bd.

΄Αρα για την οµολογία της S1 έχουµε ότι

HnpS
1q �

#
Z , n � 0 ή n � 1

0 , n ¡ 1
.

Θέλουµε να υπολογίσουµε την οµολογία της Sn για κάθε n.

Υπενθυµίσεις

� Sn �
 
px1, . . . , xn�1q P Rn�1

�� °n�1
i�1 x

2
i � 1

(
� Rn�1.

� Η Sn είναι τροχιακά συνεκτική για κάθε n ¥ 1 . ΄Αρα H0pS
nq � Z.

� Rn � Rn�1 ϑεωρώντας Rn �
 
px1, . . . , xn, 0q | xi P R

(
.

� Ο εγκλεισµός Sn � Sn�1 ϑεωρείται ως ο ισηµερινός.

� z � p0, . . . , 0, 1q ο ϐόρειος πόλος της Sn,
z1 � p0, . . . , 0,�1q ο νότιος πόλος της Sn.

� Μέσω της στερεογραφικής προβολής:

— Sn � tzu � wRn.

— Sn � tz1u � Rn.

— Sn � tz, z1u � Rn � t~0u.

— Sn�1 παραµορφωµένη ανάκληση του Rn � t~0u.

΄Εστωσαν U � Sn � tzu και V � Sn � tz1u, οπότε U X V � Sn � tz, z1u. Τότε
η Mayer-Vietoris ακολουθία για αυτήν την κάλυψη της σφαίρας ϑα είναι

HmpRnq `HmpRnq HmpS
nq Hm�1pS

n�1q Hm�1pRnq `Hm�1pRnq
h� ∆ g�

� για m ¡ 1 οι δυο ακραίοι όροι είναι µηδέν, άρα η ∆ είναι ισοµορφισµός.
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� για m � 1 και n ¡ 1 οι g�,∆ είναι µονοµορφισµοί. Εποµένως H1pS
nq � 0.

Θεώρηµα 2.2.5. Για κάθε ακέραιο n ¥ 0 η H�pS
nq είναι ελεύθερη αβελιανή

οµάδα µε δυο γεννήτορες, έναν στην διάσταση 0 και έναν στην διάσταση n.

Πρόταση 2.2.6. Για n � m οι Sn και Sm δεν έχουν την ίδια οµοτοπία.

Πρόταση 2.2.7. Η Sn�1 δεν είναι ανάκληση της Dn.

Απόδειξη.

� για n � 1 είναι προφανές, αφού ο D1 είναι συνεκτικός ενώ ο S0 δεν είναι.

� για n ¡ 1 : ΄Εστω ότι υπάρχει retraction τηςDn στην Sn�1. Τότε υπάρχει f :
Dn Ñ Sn�1, έτσι ώστε f � i � idSn�1, όπου i : Sn�1

ãÑ Dn. Τότε επάγεται το
παρακάτω µεταθετικό διάγραµµα οµολογιακών οµάδων και οµοµορφισµών.

Hn�1pS
n�1q

i�
$$

id // Hn�1pS
n�1q

Hn�1pD
nq

f�

::

∆ηλαδή προκύπτει η ταυτοτική σε µια άπειρη κυκλική οµάδα µέσω µιας
µηδενικής, άτοπο.

Λήµµα 2.2.8. (Brouwer’s fixed-point theorem) Για κάθε απεικόνιση f : Dn Ñ
Dn υπάρχει x P Dn, τέτοιο ώστε fpxq � x.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει απεικόνιση f : Dn Ñ Dn χωρίς σταθερό σηµείο.
Ορίζουµε την συνάρτηση g : Dn Ñ Sn�1 ως εξής : Για κάθε x P Dn υπάρχει
µοναδική ηµιευθεία που αρχίζει από το fpxq διέρχεται από το x και τέµνει την
Sn�1 σε ένα σηµείο. Ορίζουµε ως gpxq αυτό το σηµείο τοµής.

fpxq

x

gpxq

Τότε η g : Dn Ñ Sn�1 είναι συνεχής µε gpxq � x για κάθε x P Sn�1. ∆ηλαδή η
Sn�1 είναι ανάκληση της Dn, άτοπο. ΄Αρα η f έχει σταθερό σηµείο.
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2.3 ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ

Μια σχέση ισοδυναµίας σε έναν τοπολογικό χώρο έχει στόχο να παράγει έναν
νέο χώρο του οποίου τα σηµεία είναι κλάσεις ισοδυναµίας. Αυτό δίνει µια έννοια
σύνδεσης ενός χώρου µε έναν άλλο, µέσω µιας απεικόνισης από έναν υπόχωρο
του πρώτου στον δεύτερο.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η σύνδεση ενός κελιού µε έναν χώρο µέσω µιας
απεικόνισης που ορίσθηκε στο σύνορό του.

Υπενθυµίζουµε ότι :
Μια διµελής σχέση � σε ένα σύνολο A είναι µια σχέση ισοδυναµίας εάν πληρεί
τις παρακάτω ιδιότητες :

(i) a � a,

(ii) a � b ñ b � a,

(iii) a � b και b � c ñ a � c,

για κάθε a, b, c P A.
Μια τέτοια σχέση επάγει την διαµέριση του συνόλου A σε κλάσεις ισοδυναµίας.
Από την άλλη µια διαµέριση του A σε ξένα σύνολα επάγει µιας σχέση ισοδυναµίας
ως εξής : a � b ðñ a, b ανήκουν στο ίδιο υποσύνολο. Καθένα από αυτά τα
υποσύνολα λέγεται κλάση ισοδυναµίας.
Θα ονοµάζουµε σύνολο-πηλίκο και ϑα συµβολίζουµε µε A{�, το σύνολο των
κλάσεων ισοδυναµίας που προκύπτουν από την σχέση ισοδυναµίας � στο σύνολο
A. Επίσης ϑα ονοµάζουµε συνάρτηση-πηλίκο την συνάρτηση π : AÑ A{� που
αντιστοιχεί το a P A στην κλάση ισοδυναµίας του A{� στην οποία ανήκει το a,
δηλαδή πpaq � ras.
Γενικότερα, αν f : A Ñ B είναι µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων, τότε µπορούµε
να ορίσουµε µια σχέση ισοδυναµίας ως εξής :

a1 � a2 ðñ fpa1q � fpa2q.

΄Εστω � µια σχέση ισοδυναµίας σε έναν τοπολογικό χώρο X. Μπορούµε να
ορίσουµε στον X{� µια τοπολογία ως εξής : ένα σύνολο U P X{� είναι ανοικτό
αν-ν το π�1pUq είναι ανοικτό σύνολο στο X. ∆ηλαδή η συνάρτηση π : X Ñ X{�
είναι συνεχής. Μας ενδιαφέρουν σχέσεις ισοδυναµίας � σε τοπολογικούς χώρους
X που οι ίδιοι είναι Hausdorff αλλά και οι αντίστοιχοι χώροι-πηλίκα X{� να
καθίστανται χώροι Hausdorff.
Για παράδειγµα στον τ.χ. X � r�1, 1s, ο οποίος είναι Hausdorff µε την επαγώµε-
νη από το R τοπολογία, η σχέση ισοδυναµίας που ορίζεται ως a � �a για κάθε
|a|   1 και a � a για κάθε a P r�1, 1s δεν καθιστά τον τ.χ. X{� Hausdorff,
αφού οι εικόνες των �1 και 1 δεν µπορούν να διαχωριστούν από αντίστοιχα, ξένα
µεταξύ τους, ανοικτά σύνολα.
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Ορισµός 2.3.1. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X. Το σύνολο

D � tpx, xq | x P Xu � X �X

ονοµάζεται διαγώνιος στο X �X.

Υπενθυµίζουµε ότι οX είναι Hausdorff, αν η διαγώνιοςD είναι κλειστό σύνολο
του X �X.

΄Εστω � µια σχέση ισοδυναµίας στον τοπολογικό χώρο X και ∆ η διαγώνιος
στον pX{�q � pX{�q, δηλαδή

∆ �
 �
rxs, rxs

�
| x P X

(
� pX{�q � pX{�q.

Για την συνάρτηση
π � π : X �X Ñ pX{�q � pX{�q

µε pπ � πqpx, yq �
�
rxs, rys

�
, παρατηρούµε ότι

pπ � πq�1p∆q � tpx, yq | x � yu � X �X.

Αυτό το υποσύνολο του X �X ονοµάζεται γράφηµα της σχέσης �.

Ορισµός 2.3.2. Μια σχέση � στο X ονοµάζεται κλειστή, αν-ν το γράφηµά της
είναι κλειστό στο X �X.

Είναι ϕανερό, από τα παραπάνω, ότι αν ο τ.χ. X{� είναι Hausdorff, τότε η
σχέση � είναι κλειστή στον X. Ισχύει και το αντίστροφο στην περίπτωση που ο X
είναι συµπαγής.

Πρόταση 2.3.3. Εάν η σχέση � είναι κλειστή σε έναν συµπαγή Hausdorff χώρο
X, τότε και ο τ.χ. X{� είναι Hausdorff .

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι σε κάθε συµπαγή Hausdorff χώρο ένα υποσύνολό του
είναι κλειστό αν-ν είναι συµπαγές.
΄Εστωσαν p1 και p2 οι προβολές του X � X στην πρώτη και δεύτερη συνιστώσα,
αντίστοιχα. ΄Εστω C ένα κλειστό υποσύνολο του X και G � X �X το γράφηµα
της �. Αφού

p1 : X �X Ñ X ; p1px, yq � x,

p2 : X �X Ñ X ; p2px, yq � y,

G � pπ � πq�1p∆q � tpx, yq | x � yu � X �X,

ϑα ισχύει ότι

p2

�
p�1

1 pCq XG
�
�
 
y P X | y � x για κάποιο x P X

(
� π�1

�
πpCq

�
.
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Επειδή το C είναι κλειστό, έπεται ότι και το p�1
1 pCq είναι κλειστό. Επειδή η� είναι

κλειστή, έπεται ότι και το G είναι κλειστό. Συνεπώς το p�1
1 pCq X G είναι κλειστό

υποσύνολο του συµπαγούς Hausdorff χώρου X �X, άρα συµπαγές. Αφού η p2

είναι συνεχής, έπεται ότι και το p2

�
p�1

1 pCq X G
�
είναι συµπαγές υποσύνολο του

συµπαγούς Hausdorff χώρου X, άρα είναι και κλειστό. ∆ηλαδή για κάθε κλειστό
C � X, το π�1

�
πpCq

�
είναι κλειστό στον X, άρα το πpCq είναι κλειστό στον X{�.

΄Εστωσαν x, y δυο διαφορετικά στοιχεία του X{�. Επειδή είναι εικόνες µονοστοι-
χειακών υποσυνόλων του X, είναι κλειστά στον X{�. Επειδή η π είναι συνεχής,
έπεται ότι τα π�1pxq και π�1pyq είναι κλειστά και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα του
X. Επειδή ο X είναι Hausdorff, έπεται ότι υπάρχουν U και V ανοικτά και ξένα
µεταξύ τους υποσύνολα του X µε π�1pxq � U και π�1pyq � V .
΄Εστωσαν U 1 και V 1 τα αντίστοιχα συµπληρώµατα των U και V στον X, τα οπο-
ία είναι, προφανώς, κλειστά στον X. Συνεπώς τα πpU 1q και πpV 1q είναι κλειστά
στον X{�. Τα συµπληρώµατα των τελευταίων είναι ανοικτά και ξένα µεταξύ τους
υποσύνολα του X{�. ΄Αρα ο X{� είναι Hausdorff.

΄Εστωσαν οι τοπολογικοί χώροι A, X και Y , µε A � X και X X Y � ∅ και η
συνεχής συνάρτηση f : AÑ Y . Θεωρούµε τον X Y Y ως έναν τ.χ. στον οποίο οι
X και Y ϑεωρούνται και ανοικτά και κλειστά υποσύνολα του X YY και έχουν τις
γνήσιες ιδιότητές τους ως ξεχωριστοί τ.χ.
΄Εστω � η ελάχιστη σχέση ισοδυναµίας στο X Y Y για την οποία ισχύει x � fpxq,
για κάθε x P A. Ο χώρος ταύτισης pX Y Y q{� είναι ο χώρος που προκύπτει
συνδέοντας τοX µε το Y µέσω της f : AÑ Y (adjunction space). Είναι σύνηθες ο
παραπάνω χώρος ταύτισης να συµβολίζεται και µεXYfY . Οι κλάσεις ισοδυναµίας
στον X Yf Y είναι

� Κάθε σύνολο
 
u P X Y Y | pDx P Aq fpxq � u

(
, δηλαδή

� Κάθε µονοσύνολο
 
u P X Y Y | p@x P Aq fpxq � u

(
Πόρισµα 2.3.4. ΄Εστωσαν X και Y συµπαγείς Hausdorff τοπολογικοί χώροι, A
κλειστό υποσύνολο του X και f : AÑ Y συνεχής συνάρτηση. Τότε ο τ.χ. X Yf Y
είναι Hausdorff .

∆εν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι στο X Yf Y υπάρχει ένα οµοιοµορφικό
αντίγραφο του Y . Συµβολίζουµε i : Y Ñ XYf Y τον οµοιοµορφισµό που είναι επί
του συγκεκριµένου υποχώρου. Ο i µπορεί να ιδωθεί ως σύνθεση του εγκλεισµού
του Y στον X Y Y µε την συνάρτηση-πηλίκο π : X Y Y Ñ X Yf Y .

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου οι παραπάνω τ.χ. είναι
οι X � Dn και A � Sn�1 � BDn. Ο χώρος Dn Yf Y ονοµάζεται ο χώρος που
προκύπτει αν απεικονίσουµε ένα n-cell στον Y µέσω της f . ΄Οταν δεν υπάρχει
κίνδυνος σύγχυσης, τον χώρο Dn Yf Y ϑα τον συµβολίζουµε µε Yf .

Παράδειγµα 2.3.5. ΄Εστωσαν X � D2, A � S1 � BD2 και Y ένα αντίγραφο της
S1 ξένο µε το X. ΄Εστω, επίσης, f : AÑ Y µε

fpeiϑq � e2iϑ.
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A

D2

Y
z � eiϑ

ϑ

2z � e2iϑ

2ϑf

Τότε X Yf Y � p2q. Οι οµολογιακές οµάδες σε αυτόν τον χώρο µπορούν να
υπολογισθούν µε την Mayer-Vietoris ακολουθία.

p

D2

U

Στο εσωτερικό της D2 ϑεωρούµε ένα ανοικτό
κελί U και ένα σηµείο p P U .
Για την Mayer-Vietoris ακολουθία ϑεωρούµε
την κάλυψη tU, V u, όπου V � p2q � tpu. Οι
U X V και U έχουν την ίδια οµοτοπία µε την
S1, ενώ ο U είναι συσταλτός.

΄Ετσι στο τµήµα της Mayer-Vietoris ακολουθίας

H1pU X V q H1pUq `H1pV q H1pp2qq

� Z � Z

α β

είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ο β είναι επιµορφισµός.
΄Ενας γεννήτορας 1-κύκλος στο U X V όταν παραµορφώνεται στο σύνορο, τυλίγε-
ται δυο ϕορές γύρω από την S1, αφού η f έχει ϐαθµό 2. ΄Ετσι ο α είναι ένας
µονοµορφισµός στο 2Z και, επίσης, H1pRP 2q � Z{2Z � Z2.
Επιπλέον ο συνδετικός οµοµορφισµός

H2pp2qq H1pU X V q∆

είναι ένας µονοµορφισµός του οποίου η εικόνα είναι ο πυρήνας του α. Εποµένως
H2pRP 2q � 0.
Οι οµολογίες µεγαλυτέρων διαστάσεων εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι µηδενι-
κές και ο RP 2 είναι τροχιακά συνεκτικός. ΄Αρα η οµολογία του έχει καθοριστεί
πλήρως.

Πρόταση 2.3.6. Εάν f : Sn�1 Ñ Y συνεχής απεικόνιση και ο Y είναι Hausdorff ,
τότε υπάρχει µια ακριβής ακολουθία

� � � HmpS
n�1q HmpY q HmpYf q Hm�1pS

n�1q � � �

� � � H0pS
n�1q HmpY q ` Z H0pYf q

f� i� ∆

Η ακριβής ακολουθία της παραπάνω πρότασης δείχνει πόσο σχετικές είναι
οι οµολογίες των Y και Yf . Εάν ένα n-cell έχει προσκολληθεί στο Y , τότε ο
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HnpY q
i�ÝÑ HnpYf q είναι µονοµορφισµός µε cokernel είτε το 0, είτε την άπειρη κυ-

κλική οµάδα. Με αυτόν τον τρόπο έχουµε δηµιουργήσει µια n-διάστατη «τρύπα».
Από την άλλη ο Hn�1pY q

i�ÝÑ Hn�1pYf q είναι επιµορφισµός µε πυρήνα είτε το
0, είτε την άπειρη κυκλική οµάδα, οπότε εδώ το n-cell έρχεται να «γεµίσει» µια
pn � 1q-διάστατη «τρύπα» στον Y . Πάντως σε άλλες διαστάσεις η προσθήκη ενός
n-cell δεν επηρεάζει την οµολογία.

Ορισµός 2.3.7. ΄Εστωσαν ai, bi P R µε ai   bi, για κάθε i � 1, 2, . . . , k. Το σύνολο 
px1, x2, . . . , xkq P Rk | ai ¤ xi ¤ bi, i � 1, 2, . . . , k

(
είναι ένα n-cell.

Παρατήρηση: Κάθε n-cell είναι συµπαγές.
Για k ¤ 3 τα k-cells είναι απλά. ΄Ετσι

1. 1-cell� ra, bs , a   b ,

2. 2-cell= το καρτεσιανό γινόµενο δυο κλειστών µη-κενών διαστηµάτων,

3. 3-cell= ορθογώνιο στερεό.

΄Εστω pX,Aq ένα Ϲεύγος τ.χ. µε X � A � ∅ και Y ένα µονοσύνολο. Τότε
υπάρχει ακριβώς µια απεικόνιση f : A Ñ Y και ο χώρος X Yf Y συµβολίζεται
X{A, αφού µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο χώρος που παράγεται από το X αν το A
«επικολληθεί» µε ένα «σηµείο».
Παρατηρούµε ότι αν ο X είναι συµπαγής Hausdorff χώρος και το A κλειστό, τότε
ο X{A είναι, επίσης, συµπαγής Hausdorff χώρος.

Πρόταση 2.3.8. ΄Εστωσαν X και W συµπαγείς Hausdorff χώροι και g : X Ñ W
συνεχής συνάρτηση επί του W , τέτοια ώστε για κάποιο w0 P W , το g�1pw0q να είναι
ένα κλειστό σύνολο A και για w � w0, το g�1pwq να είναι µόνο ένα σηµείο του X.
Τότε ο W είναι οµοιοµορφικός µε τον X{A.

Το παραπάνω προκύπτει άµεσα από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.3.9. ΄Εστωσαν X, Y και W συµπαγείς Hausdorff χώροι και A ένα
κλειστό υποσύνολο του X. ΄Εστω, επίσης, η συνεχής συνάρτηση f : A Ñ Y και
η συνάρτηση g : X Y Y Ñ W συνεχής και επί του W . Εάν για κάθε w P W , το
g�1pwq είναι, είτε µόνο ένα σηµείο του X � A, είτε, για κάποιο y P Y , η ένωση του
tyu µε το f�1pyq στο A, τότε ο W είναι οµοιοµορφικός µε τον X Yf Y .

Απόδειξη. ΄Εστω π : X Y Y Ñ X Yf Y η απεικόνιση ταύτισης. Η g, σύµφωνα µε
τις παραπάνω προϋποθέσεις, µπορεί να «παραχθεί» µέσω της π ώστε να έχουµε το
παρακάτω αντιµεταθετικό τρίγωνο

X Y Y
g //

π
  

W

X Yf Y

k

BB
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όπου η k επάγεται από την g και είναι 1-1 και επί λόγω αυτών των προϋποθέσεων.
Θα δείξουµε ότι η k είναι συνεχής. Πράγµατι αν C κλειστό στο W , τότε το k�1pCq
ϑα είναι κλειστό, αν-ν το π�1

�
k�1pCq

�
είναι κλειστό. ΄Οµως, σύµφωνα µε το

διάγραµµα, π�1k�1pCq � g�1pCq µε το g�1pCq να είναι κλειστό, αφού το C είναι
κλειστό και η g συνεχής. ΄Ετσι το k�1pCq είναι κλειστό και, συνεπώς, η k είναι
συνεχής.
Αφού οι X Yf Y και W είναι συµπαγείς Hausdorff χώροι, έπεται ότι η k είναι
οµοιοµορφισµός.

Παράδειγµα 2.3.10. Θεωρούµε την Sn�1 σαν σύνορο της Dn και, έστω, h1 :
Dn � Sn�1 Ñ Rn ένας οµοιοµορφισµός. ΄Εστω z ένα σηµείο της Sn�1 και ας
ϑεωρήσουµε την h2 : Sn�1 � tzu Ñ Rn να είναι ο οµοιοµορφισµός που δίνεται
από την στερεογραφική προβολή.
Ορίζουµε την απεικόνιση g : Dn Ñ Sn µε

gpxq �

#
z , αν x P Sn�1

h�1
2 h1pxq , αν x P Dn � Sn�1

,

Προφανώς η g ικανοποιεί τις προϋποθέσεις της Πρότασης 2.3.9 για A � Sn�1

και, έτσι, συµπεραίνουµε ότι ο Dn{Sn�1 είναι οµοιοµορφικός µε την Sn.
΄Ετσι η Sn µπορεί να ιδωθεί ως ο χώρος που προκύπτει από την προσκόλληση
ενός n-cell σε ένα σηµείο.

2.4 ΘΕΩΡΗΜΑ ∆ΙΑΧΩΡΙΣΜΟΥ
JORDAN-BROUWER

Για τις απαραίτητες έννοιες των κατευθυνόµενων συνόλων και ευθέων ορίων πα-
ϱαπέµπουµε στο τελευταίο κεφάλαιο.

Λήµµα 2.4.1. ΄ΕστωX ένας τοπολογικός χώρος και tXau η οικογένεια των συµπα-
γών υποσυνόλων τουX, τα οποία είναι µερικώς διατεταγµένα µέσω του εγκλεισµού.
Τότε η οικογένεια οµάδων tH�pXaqu αποτελεί ένα ευθύ σύστηµα, όπου οι οµοµορ-
ϕισµοί επάγονται από τις συναρτήσεις εγκλεισµού και ισχύει

limÝÑ
a

H�pXaq � H�pXq.

Απόδειξη. Για κάθε Xa, έστω ότι ο οµοµορφισµός που επάγεται από την συνάρ-
τηση εγκλεισµού είναι

ga� : H�pXaq Ñ H�pXq .

Θεωρούµε την συνάρτηση g :
°
aH�pXaq Ñ H�pXq µε g �

°
a ga� . Ας υποθέσου-

µε επίσης ότι
°n
i�1 xai P R. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει συµπαγές Xb � X, τέτοιο

ώστε Xai � Xb, για κάθε i, και



44 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΗ ΟΜΟΛΟΓΙΑ

ņ

i�1

gbai�pxaiq � 0 στο H�pXbq.

Τότε το διάγραµµα
H�pXbq

gb�

��°n
i�1H�pXaiq

°
gbai�

<<

g // H�pXq

είναι αντιµεταθετικό και, συνεπώς, g
�°n

i�1H�pXaiq
�
� 0 και R � ker g. ΄Ετσι από

την g επάγεται ο οµοµορφισµός

g :
¸
a

H�pXaq{R � limÝÑ
a

H�pXaq Ñ H�pXq.

Σε κάθε κλάση οµολογίας x P Hnpxq αναπαριστούµε το x από τον κύκλο
°
njφj.

Αφού σn συµπαγές, άρα φjpσnq συµπαγές στο X, για κάθε j. ΄Ετσι η αλυσίδα°
njφj είναι υποστηριζόµενη «supported» στο σύνολο

�
j φjpσnq, το οποίο είναι

συµπαγές, αφού το άθροισµα είναι πεπερασµένο. ΄Ετσι¤
j

φjpσnq � Xa, για κάποιο a

και η
°
njφj αναπαριστά κάποια κλάση οµολογίας xa P HnpXaq. Επιπλέον ϑα

ισχύει ότι ga�pxaq � x. ΄Αρα το x ϐρίσκεται στην εικόνα του g και, συνεπώς, ο g
είναι επιµορφισµός.
΄Εστω ότι

°n
i�1 xai P

°
aHnpXaq µε g

�°n
i�1 xai

�
� 0. Κάθε xai αναπαριστάνεται

από έναν κύκλο
°
j nijφij P xai. ΄Ετσι το g

�°n
i�1 ai

�
αναπαριστάνεται στον X µε

τον κύκλο
°
i,j nijφij.

Αφού αυτός ο κύκλος έχουµε υποθέσει ότι είναι και σύνορο, ϑα υπάρχει µια
pn� 1q-αλυσίδα

°
kmkψk P X µε

B
�°

kmkψk
�
�
¸
i,j

nijφij.

Ορίζουµε ένα υποσύνολο του X, το

Xb �

�¤
k

ψkpσn�1q



Y

�¤
i

Xai



που είναι συµπαγές ως ένωση συµπαγών συνόλων.
Αφού το

°
kmkψk είναι µια pn�1q-αλυσίδα στονXb µε B

�°
kmkψk

�
�
°
i,j nijφij,

έπεται ότι το
ņ

i�1

gbai7
�°

j nijφij
�

είναι ένα σύνορο στην SnpXbq και
°n
i�1 g

b
ai�
pxaiq � 0 στην HnpXbq.

Συνεπώς
°n
i�1 xai P R καιR � ker g που σηµαίνει ότι ο g είναι ένας ισοµορφισµός.
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Λήµµα 2.4.2. Αν A � Sn και οµοιοµορφικό µε το Ik για κάποιο k, 1 ¤ k ¤ n, τότε

HjpSn � Aq �

#
Z , για j � 0

0 , για j ¡ 0
.

Απόδειξη. Επαγωγικά: Για k � 0 : Το A είναι ένα σηµείο και, ως γνωστόν, το
Sn � A είναι οµοιοµορφικό µε τον Rn, οπότε προκύπτει το Ϲητούµενο.
΄Εστω ότι η υπόθεση ισχύει για k   m και έστω h : AÑ Im ένας οµοιοµορφισµός.
∆ιαιρούµε τον m-κύβο Im σε δυο κοµµάτια

I� �
 
px1, . . . , xmq P I

m | x1 ¥ 0
(
,

I� �
 
px1, . . . , xmq P I

m | x1 ¤ 0
(
,

οπότε I� X I� οµοιοµορφικό µε τον Im�1. Την αντίστοιχη αποσύνθεση του A
συµβολίζουµε A� � h�1pI�q και A� � h�1pI�q.
Τώρα µπορούµε να γράψουµε

Sn � pA� X A�q � pSn � A�q Y pSn � A�q,

µε τα σύνολα Sn � A�, Sn � A� να ικανοποιούν τις προϋποθέσεις της Mayer-
Vietoris ακολουθίας. ΄Ετσι έχουµε την exact ακολουθία

Hj�1

�
Sn � pA� X A�q

�
ÝÑ HjpS

n � Aq ÝÑ HjpS
n � A�q `HjpS

n � A�q

ÝÑ Hj

�
Sn � pA� X A�q

�
Αφού υποθέσαµε ότι το λήµµα ισχύει για k, άρα για j ¡ 0, οι δυο ακραίοι όροι
είναι µηδενικοί και συνεπώς προκύπτει ο ισοµορφισµός

HjpS
n � Aq

�
���ÝÑ
i��`i

�
�

HjpS
n � A�q `HjpS

n � A�q.

Εποµένως αν για κάποιο x P HjpS
n � Aq ισχύει x � 0, τότε είτε i�� pxq � 0, είτε

i�� pxq � 0. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι i�� pxq � 0.
Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία διαιρώντας το A� σε δυο κοµµάτια που
η τοµή τους είναι οµοιοµορφική µε το Im�1. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να
κατασκευάσουµε µια ακολουθία υποσυνόλων της σφαίρας Sn, την

A � A1 � A2 � A3 � . . .

µε την ιδιότητα ότι ο εγκλεισµός

Sn � A � Sn � Ak

εισάγει έναν οµοµορφισµό στην οµολογία στέλνοντας το x σε ένα µη-µηδενικό
στοιχείο της HjpS

n � Akq και, επιπλέον, ότι η
�
iAi είναι οµοιοµορφική µε τον

Im�1.
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Τώρα, κάθε συµπαγές υποσύνολο του Sn�
�
iAi ϑα περιέχεται σε κάποιο Sn�Ak.

΄Ετσι, σύµφωνα µε το Λήµµα 2.4.1, ο ισοµορφισµός παραγόντων στο ευθύ όριο

limÝÑ
k

HjpS
n � Akq

πρέπει, επίσης, να είναι ισόµορφος µε την Hj

�
Sn �

�
iAi

�
.

΄Ετσι όπως έχει γίνει η κατασκευή το στοιχείο του ευθέως ορίου που παριστάνεται
µε x είναι µη-µηδενικό και Hj

�
Sn �

�
iAi

�
� 0, άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει τέτοιο

x και HjpS
n � Aq � 0.

Πόρισµα 2.4.3. Αν B � Sn και οµοιοµορφικό µε την Sk για κάποιο k, 0 ¤ k ¤
n� 1, τότε η H�pS

n �Bq είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε δυο γεννήτορες, έναν
στην διάσταση 0 και έναν στην διάσταση n� k � 1.

Απόδειξη. Επαγωγικά. Για k � 0, η Sk � S0 είναι δυο σηµεία και το Sn �B έχει
τον ίδιο τύπο οµοτοπίας µε την Sn�1. Γνωρίζουµε ότι η H�pS

n�1q είναι ελεύθερη
αβελιανή οµάδα µε δυο γεννήτορες, έναν στην διάσταση 0 και έναν στην διάσταση
n� 1 � n� 0� 1 . ΄Αρα η υπόθεση ισχύει για k � 0.
΄Εστω ότι η υπόθεση ισχύει k � 1. Μπορούµε να γράψουµε B � B� Y B�, όπου
B�, B� οµοιοµορφικά µε τα κλειστά ηµισφαίρια της Sk και B� XB� οµοιοµορ-
ϕικό µε την Sk�1. Οπότε για την κάλυψη Sn�pB�XB�q � pSn�B�qYpSn�B�q
η Mayer-Vietoris ακολουθία είναι

Hj�1pS
n �B�q `Hj�1pS

n �B�q ÝÑ Hj�1

�
Sn � pB� XB�q

�
ÝÑ HjpS

n �Bq

ÝÑ HjpS
n �B�q `HjpS

n �B�q

Από το Λήµµα 2.4.2 και οι δυο ακριανοί όροι της παραπάνω ακολουθίας είναι
µηδενικοί για j ¡ 0 . Ο ισοµορφισµός που προκύπτει παρέχει το απαραίτητο
επαγωγικό ϐήµα για να ολοκληρωθεί η απόδειξη.

Θεώρηµα 2.4.4. ( ΘΕΩΡΗΜΑ ∆ΙΑΧΩΡΙΣΜΟΥ JORDAN-BROUWER) Μια pn� 1q-
σφαίρα, εµφυτευµένη στην Sn, διαχωρίζει την Sn σε 2 συνιστώσες και είναι το σύνορο
κάθε µιας από αυτές.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το εµφυτευµένο αντίγραφο της pn� 1q-σφαίρας στην Sn είναι
το σύνολο B � Sn. Από το Πόρισµα 2.4.3 η H�pS

n � Bq είναι ελεύθερη αβε-
λιανή οµάδα µε δυο γεννήτορες που και οι δυο είναι µηδενικής διάστασης, αφού
k � n � 1, άρα n � k � 1 � n � pn � 1q � 1 � 0. Συνεπώς το Sn � B έχει δυο
συνεκτικές συνιστώσες.
Προφανώς B κλειστό στην Sn, άρα Sn � B ανοικτό, άρα και τοπικά οδικά συνε-
κτικό. ΄Αρα οι οδικές συνιστώσες είναι συνιστώσες.
΄Εστωσαν C1 και C2 οι συνιστώσες της Sn � B. Αφού το C1 Y B είναι κλειστό,

το σύνορο BC1 � C1 �
�

C1 του C1 περιέχεται στο B. Μένει να αποδειχθεί ότι
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B � BC1.
΄Εστω x P B και U µια περιοχή του στην Sn. Αφού το B είναι ένα εµφυτευ-
µένο αντίγραφο της Sn�1, υπάρχει K � B X U , τέτοιο ώστε x P K και B � K
οµοιοµορφικό µε την Dn�1.

Από το Λήµµα 2.4.2 έχουµε ότι H�

�
Sn � pB � Kq

�
� Z µε ένα γεννήτορα µη-

δενικής διάστασης. Συνεπώς το Sn � pB � Kq έχει µια οδική συνιστώσα. ΄Εστω
p1 P C1, p2 P C2 και γ ένα µονοπάτι στο Sn�pB�Kq µεταξύ των p1 και p2. Αφού
τα C1 και C2 είναι διακριτές οδικές συνιστώσες στην Sn�B, το µονοπάτι γ πρέπει
να τέµνει το K και, εποµένως, το K περιέχει σηµεία των C1 και C2.
∆είξαµε ότι τυχούσα περιοχή του x περιέχει στοιχεία τόσο του C1 όσο και του C2,
συνεπώς, x P BC1. ΄Αρα B � BC1 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα του διαχωριστικού ϑεωρήµατος είναι το

Θεώρηµα 2.4.5. (BROUWER’S THEOREM ON THE INVARIANCE OF DOMAIN )
΄Εστωσαν U1 και U2 υποσύνολα της Sn και h : U1 Ñ U2 οµοιοµορφισµός. Αν το U1

είναι ανοικτό, τότε και το U2 είναι ανοικτό.

Απόδειξη. ΄Εστω x2 � hpx1q σηµείο του U2. ΄Εστω V1 µια περιοχή του x1 στο
U1 οµοιοµορφική µε τον δίσκο Dn�1 και τέτοια ώστε το σύνορο BV1 να είναι
οµοιοµορφικό µε την Sn�1. Θέτουµε V2 � hpV1q και συµβολίζουµε BV2 � hpBV1q,
µε το BV2 να είναι υποσύνολο της Sn οµοιοµορφικό µε την Sn�1.
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Από το Λήµµα 2.4.2 το Sn�V2 είναι συνεκτικό, ενώ από το ϑεώρηµα διαχωρισµού,
το Sn � BV2 έχει δυο συνιστώσες. Συνεπώς το Sn � BV2 είναι η ένωση των ξένων
µεταξύ τους συνόλων Sn � V2 και V2 � BV2, τα οποία είναι και τα δυο συνεκτικά.
Εποµένως είναι οι δυο συνιστώσες του Sn � BV2. Από αυτό έπεται ότι το V2 � BV2

είναι ανοικτό σύνολο που περιέχεται στο U2 και x2 P V2 � BV2. Συνεπώς το U2

είναι, επίσης, ανοικτό.

2.5 ΣΧΕΤΙΚΗ ΟΜΟΛΟΓΙΑ

Ορισµός 2.5.1. ΄Εστω A ένας υπόχωρος του X. Θα λέµε ότι δυο αλυσίδες του X
είναι ισοδύναµες modulo A, αν η διαφορά τους είναι µια αλυσίδα στο A.

Ορισµός 2.5.2. ΄Εστω C � tCn, Bu ένα αλυσιδωτό πολύπλοκο (chain complex ).
Το D � tDn, Bu είναι ένα αλυσιδωτό υποπολύπλοκο (chain subcomplex) του C,
αν Dn � Cn, για κάθε n, και ο συνοριακός τελεστής για το D είναι ο περιορισµός
στο D του συνοριακού τελεστή για το D.

Μπορούµε να ορίσουµε το αλυσιδωτό πολύπλοκο (chain complex) πηλίκο

C{D � tCn{Dn, B
1u ,

όπου B1tcu � tBcu, όπου tcu το σύµπλοκο που περιέχει το c. Χάριν απλότητας ο
τόνος ϑα παραλείπεται και όλοι οι συνοριακοί τελεστές ϑα συµβολίζονται µε B.

Υπάρχει µια ϕυσική σύντοµη ακριβής ακολουθία από αλυσιδωτά πολύπλοκα
(chain complexes) και αλυσιδωτές απεικονίσεις (chain maps) η

0 D C C{D 0i π

όπου i είναι ο εγκλεισµός και π η προβολή. Από το Θεώρηµα 2.1.10 προκύπτει
η σύντοµη ακριβής long exact ακολουθία οµολογιακών οµάδων

� � � HnpDq HnpCq HnpC{Dq Hn�1pDq � � �
i� π� ∆ i�

Για λόγους σαφήνειας ϑα συµβολίζουµε µε t u την σχέση ισοδυναµίας στο C{D
και µε x y την σχέση ισοδυναµίας στην οµολογία.

Για να δούµε πώς ορίζεται ο συνδετικός οµοµορφισµός ∆ ας ϑεωρήσουµε έναν
κύκλο tcu στην ZnpC{Dq. Για να καθορίσουµε τον ∆

�
xtcuy

�
αναπαριστούµε τον

tcu µε ένα στοιχείο C που έχει σύνορο Bc P Dn�1. Προφανώς Bc P Zn�1pDq, άρα
ϑα αναπαριστά µια κλάση στην Zn�1pDq. Οπότε

∆
�
xtcuy

�
� xBcy .

Πιο γενικά, αν E � C � D είναι chain complexes και subcomplexes, τότε ϑα
υπάρχει µια short exact ακολουθία από chain complexes και chain maps

0 D{E C{E C{D 0
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Στην αντίστοιχη long exact ακολουθία οµολογιακών οµάδων

� � � HnpD{Eq HnpC{Eq HnpC{Dq Hn�1pD{Eq � � �∆1

ο συνδετικός οµοµορφισµός δίνεται από ∆1
�
xtcuy

�
� xtBcuy, ο οποίος µπορεί να

ϑεωρηθεί ως η σύνθεση

HnpC{Dq Hn�1pDq Hn�1pD{Eq,
∆ π�

που είναι ϕυσική απόρροια του ότι αν E 1 � C 1 � D1 είναι chain complexes
και subcomplexes και f : C Ñ C 1 µια chain map τέτοια ώστε fpDq � D1 και
fpEq � E 1, τότε οι επαγόµενοι οµοµορφισµοί στις οµολογιακές οµάδες δίνουν
έναν µετασχηµατισµό µεταξύ των long exact homology ακολουθιών, στις οποίες
κάθε ορθογώνιο είναι αντιµεταθετικό.

Στο εξής, όταν ϑα λέµε Ϲεύγος χώρων pX,Aq ϑα εννοούµε έναν χώρο X µε
τον υποχώρο του A.
΄Εστω pX,Aq ένα Ϲευγάρι χώρων. Με S�pAq ϑα συµβολίζουµε ένα υποπολύπλοκο
(subcomplexes) της S�pXq και ορίζουµε σαν singular chain complex του X ως
προς modA την

S�pX,Aq � S�pXq{S�pAq.

Η οµολογία αυτού του chain complex λέγεται σχετική singular homology του X
modA και δίνεται από την σχέση

H�pX,Aq � Hn

�
S�pXq{S�pAq

�
.

Σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει προηγουµένως, κάθε Ϲεύγος pX,Aq έχει
µια µακρά ακριβή ακολουθία οµολογίας (long exact homology)

� � � HnpAq HnpXq HnpX,Aq Hn�1pAq � � �
i� π� ∆ i�

Με αυτήν την έννοια η οµολογία H�pX,Aq είναι ένας τρόπος µέτρησης του πόσο
απέχει η i� : H�pAq Ñ H�pXq ώστε να είναι ισοµορφισµός. ΄Ετσι ο i� είναι
ισοµορφισµός ϐαθµωτών οµάδων αν-ν H�pX,Aq � 0.

Πρόταση 2.5.3. Αν σε ένα Ϲεύγος pX,Aq ο A είναι παραµορφωµένη ανάκληση
(deformation retract) του X, τότε H�pX,Aq � 0.

Γενικότερα, αν pX,A,Bq είναι µια τριάδα χώρων µε B � A � X, ϑα έχουµε
µια σύντοµη ακριβή ακολουθία από αλυσιδωτά πολύπλοκα

0 S�pA,Bq S�pX,Bq S�pX,Aq 0

η οποία µας δίνει την αντίστοιχη µακρά ακριβή ακολουθία των σχετικά οµολογια-
κών οµάδων. Ορίζουµε S�p∅q � 0, όποτε S�pX,∅q � S�pXq. Συνεπώς όλες οι
οµολογίες οµάδων µπορούν να ιδωθούν ως οµολογίες Ϲευγών.



50 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΗ ΟΜΟΛΟΓΙΑ

Ορισµός 2.5.4. ΄Εστωσαν δυο Ϲεύγη pX,Aq και pY,Bq. Ονοµάζουµε απεικόνιση
Ϲευγών f : pX,Aq Ñ pY,Bq µια συνεχή συνάρτηση f : X Ñ Y για την οποία
fpAq � B.

Παρατηρούµε ότι για µια τέτοια απεικόνιση ϑα ισχύει f7
�
S�pAq

�
� S�pBq,

δηλαδή ϑα υπάρχει ένας οµοµορφισµός f7 : S�pX,Aq Ñ S�pY,Bq, ο οποίος είναι
απεικόνιση αλυσίδας καθώς και οµοµορφισµός στην σχετική οµολογία οµάδων.

Ορισµός 2.5.5. ∆υο απεικονίσεις Ϲευγών f, g : pX,Aq Ñ pY,Bq είναι οµοτοπικές
ως απεικονίσεις Ϲευγών, αν υπάρχει µια απεικόνιση Ϲευγών F : pX � I, A � Iq Ñ
pY,Bq, τέτοια ώστε

F px, 0q � fpxq και F px, 1q � gpxq.

Θεώρηµα 2.5.6. Εάν f, g : pX,Aq Ñ pY,Bq είναι οµοτοπικές ως απεικονίσεις Ϲευ-
γών, τότε ϑα ισχύει ότι f� � g�, ως οµοµορφισµοί από την H�pX,Aq στην H�pY,Bq.

Απόδειξη. Ορίζουµε τις απεικονίσεις i0, i1 : pX,Aq Ñ pX � I, A � Iq, για τις ο-
ποίες ισχύει i0pxq � px, 0q και i1pxq � px, 1q. Αρκεί να δειχθεί ότι οι i07, i17 είναι
αλυσιδωτά οµοτοπικές.
Θα χρησιµοποιήσουµε τεχνική παρόµοια µε εκείνη στην απόδειξη του Θεωρήµα-
τος 2.1.1: Κατασκευάζουµε τον ϕυσικό οµοµορφισµό T : SnpXq Ñ Sn�1pX � Iq
για τον οποίο ϑα ισχύει

BT � TB � i07 � i17.

Παρατηρούµε ότι ο περιορισµός της T έχει T
�
SnpAq

�
� Sn�1pA � Iq, άρα προ-

κύπτει η Ϲητούµενη αλυσίδα οµοτοπίας T : SnpX,Aq Ñ Sn�1pX � I, A� Iq.

Παράδειγµα 2.5.7. Για να αποσαφηνίσουµε την διαφορά που υπάρχει µεταξύ
των απεικονίσεων που είναι οµοτοπικές από εκείνες που είναι οµοτοπικές ως
απεικονίσεις Ϲευγών, ϑεωρούµε X � r0, 1s, A � t0, 1u , Y � S1 και B � t1u.
Για τις απεικονίσεις f, g : X Ñ Y µε fpxq � e2πix , gpxq � 1 γνωρίζουµε ότι είναι
οµοτοπικές απεικονίσεις.
΄Οµως ως απεικονίσεις Ϲευγών pX,Aq Ñ pY,Bq δεν είναι οµοτοπικές.

Θεώρηµα 2.5.8. ΄Εστω ένα Ϲεύγος χώρων pX,Aq και ένα σύνολο U � A, τέτοιο
ώστε U � A�. Τότε η απεικόνιση εγκλεισµού

i : pX � U,A� Uq Ñ pX,Aq

επάγει έναν ισοµορφισµό

i� : H�pX � U,A� Uq Ñ H�pX,Aq

στην σχετική οµολογία οµάδων.
∆ηλαδή το υποσύνολο U µπορεί να αφαιρεθεί χωρίς να επηρεάσει την οµολογία.
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Απόδειξη. ΄Εστω U � tX � U,Aou µια κάλυψη του X. Αφού τα εσωτερικά τους
καλύπτουν τον X, έπεται ότι ϑα καλύπτουν και τον A. ΄Εστω U 1 η αντίστοιχη
κάλυψη του A µε U 1 � tA � U,Aou. Τότε από το Θεώρηµα 2.2.3 προκύπτει ότι
οι εγκλεισµοί αλυσίδων i : SU

� pXq Ñ S�pXq και i1 : SU 1
� pAq Ñ S�pAq επάγουν

αντίστοιχους ισοµορφισµούς στην οµολογία.
Θεωρώντας το SU 1

� pAq σαν ένα subcomplex της SU
� pXq, ϑα υπάρχει µια αλυσιδωτή

απεικόνιση από αλυσιδωτά πολύπλοκα

j : SU
� pXq

L
SU 1
� pAq ÝÑ S�pXq

L
S�pAq � S�pX,Aq.

΄Ετσι οι απεικονίσεις i, i1 και j δίνουν το παρακάτω διάγραµµα οµολογιακών ο-
µάδων.

� � � Hn

�
SU 1
� pAq

�
Hn

�
SU
� pXq

�
Hn

�
SU
� pXq

L
SU 1
� pAq

�
Hn�1

�
SU 1
� pAq

�
� � �

� � � HnpAq HnpXq HnpX,Aq Hn�1pAq � � �

i1� i� j� i1�
Α-

ϕού οι i� και i1� είναι ισοµορφισµοί, αποδεικνύεται ότι και η j� είναι, επίσης,
ισοµορφισµός. ΄Ετσι η SU

� pXq µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δυο υποοµάδων:

SU
� pXq � S�pX � Uq � S�pA

oq,

το οποίο δεν είναι απαραίτητα ευθύ άθροισµα.
Οµοίως µπορούµε να γράψουµε

SU 1
� pAq � S�pA� Uq � S�pA

oq.

Από την στοιχειώδη ϑεωρία οµάδων γνωρίζουµε ότι

SU
� pXq

L
SU 1
� pAq � S�pX � Uq

L
S�pA� Uq � S�pX � U,A� Uq.

΄Ετσι, αν συνθέσουµε τον παραπάνω ισοµορφισµό µε την αλυσιδωτή απεικόνιση
j, τότε επάγεται στην οµολογία ο ισοµορφισµός

H�pX � U,A� Uq Ñ H�pX,Aq

που µας δίνει το Ϲητούµενο.

Ορισµός 2.5.9. Μια σύντοµη ακριβής ακολουθία αβελιανών οµάδων και οµοµορ-
ϕισµών

0 A B C 0
f g

ϑα είναι διασπάσιµα ακριβής split exact εάν ο fpAq είναι ευθύς προσθετέος του
B.
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΄Εστω ο τοπολογικός χώρος X, ένα σηµείο y και η απεικόνιση α : X Ñ y επί
του y. Τότε ορίζεται ο επαγόµενος οµοµορφισµός οµολογίας

α� : H�pXq Ñ H�pyq.

Ο πυρήνας της παραπάνω απεικόνισης, που είναι υποοµάδα τηςH�pXq, ονοµάζε-
ται ελαττωµένη οµολογία (reduced homology) οµάδα του X και συµβολίζεται µεrH�pXq.
΄Οπως έχουµε αποδείξει στο παράδειγµα (*) Hipyq � 0 , @ i � 0, άρα rHipXq �
HipXq, για i � 0.
Επιπλέον, αν X � ∅, τότε η α� είναι ένας επιµορφισµός, συνεπώς η rH0pXq ϑα
είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε ένα στοιχείο ϐάσης λιγότερο από την H0pXq.
Παρατηρούµε ότι για µια απεικόνιση f : X Ñ Y ϑα ισχύει ότι f� : rH�pXq ÑrH�pY q. ΄Ετσι, για παράδειγµα η rH�pS

nq είναι ελεύθερη αβελιανή οµάδα µε ένα
στοιχείο ϐάσης στην διάσταση n.

Πρόταση 2.5.10. Εάν x0 P X, τότε H�pX, x0q � rH�pXq.

Απόδειξη. Στην ακριβή ακολουθία οµολογίας για τα Ϲεύγη pX, x0q ο οµοµορφι-
σµός Hipx0q Ñ HipXq είναι µονοµορφισµός, @ i. ΄Ετσι η µακρά ακριβής ακολου-
ϑία διασπάται σε µια συλλογή σύντοµων ακριβών ακολουθιών

0 Hipx0q HipXq HipX, x0q 0.
i� j�

Από την απεικόνιση α : X Ñ x0 επάγεται ο α� : HipXq Ñ Hipx0q ο οποίος διασπά
την ακολουθία. Συνεπώς υπάρχει ένας οµοµορφισµός β : HipX, x0q Ñ HipXq,
τέτοιος ώστε j�β � idHipX,x0q.
Αυτή η απεικόνιση β είναι, εποµένως, ένας ισοµορφισµός επί της υποοµάδαςrHipXq.



Κεφάλαιο 3

ΒΑΘΜΟΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ

Στην πρώτη ενότητα ϑα µελετήσουµε το ϐαθµό ενός ενδοµορφισµού στον κύκλο
και στην επόµενη ϑα γενικεύσουµε σε οποιαδήποτε σφαίρα.

3.1 Η ΟΜΟΤΟΠΙΑ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε απεικονίσεις από τον κύκλο στον εαυτό
του από οµοτοπική σκοπιά. Κρίνεται απαραίτητο να υπενθυµίσουµε ότι τα σηµε-
ία του κύκλου S1 � C είναι της µορφής e2πit και να ορίσουµε την απεικόνιση
ταυτοποίησης q : I ÝÑ S1 µε qptq � e2πit.

΄Εστω, επίσης, η συνεχής απεικόνιση ϕ : I ÝÑ R για την οποία ισχύουν
ϕp0q � 0 και ϕp1q � n P Z. Μπορούµε να ορίσουµε την σηµειακή απεικόνιση
ϕ̂ : S1 ÝÑ S1, τέτοια ώστε

� ϕ̂p1q � 1.

� ϕ̂pe2πitq � e2πiϕptq.

� το διάγραµµα

I R

S1 S1

ϕ

q

ϕ̂

να είναι µεταθετικό.

Με άλλα λόγια µπορούµε να πούµε ότι καθώς το όρισµα της συνάρτησης ϕ δια-
τρέχει το διάστηµα r0, 1s οι αντίστοιχες τιµές της διατρέχουν είτε το διάστηµα
r0, ns, αν n ¥ 0, είτε το διάστηµα rn, 0s, αν n   0. Συνεπώς η ϕ̂p1q είναι µια
συνάρτηση που καθώς το όρισµά της διατρέχει µια ϕορά τον κύκλο, ξεκινώντας
από την ϑέση 1 και καταλήγοντας στην ϑέση 1, οι αντίστοιχες τιµές της διατρέχουν

53
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τον κύκλο n ϕορές. Πιο συγκεκριµένα, αν n ¡ 0, η περιέλιξη αυτή είναι n ϕορές
αριστερόστροφα, ενώ αν n   0, είναι n περιελίξεις δεξιόστροφα.

Θα αποδείξουµε ότι κάθε απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 συµπίπτει µε την ϕ̂ για
κάποια ϕ : I ÝÑ R, που σηµαίνει ότι µπορεί κανείς να «ξετυλίξει» την απεικόνιση.

Πρόταση 3.1.1. Για οποιαδήποτε απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 µε fp1q � 1, υπάρχει
µοναδική συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R, τέτοια ώστε ϕp0q � 0 και fpjq � ϕ̂pjq, j P S1.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα αποδείξουµε την µοναδικότητα. ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις
ϕ, ψ : pI, 0q ÝÑ pR, 0q είναι τέτοιες ώστε ϕ̂ � ψ̂ : S1 ÝÑ S1, δηλαδή e2πiϕptq �
e2πiψptq. Συνεπώς ϕptq � ψptq P Z, @ t P I. ΄Ετσι η συνάρτηση δ : I ÝÑ Z µε

δptq � ϕptq � ψptq

είναι συνεχής και αφού I συνεκτικός χώρος και Z διακριτός, η δ ϑα είναι σταθερή
απεικόνιση. ΄Οµως

δp0q � ϕp0q � ψp0q � 0� 0 � 0.

΄Αρα δptq � 0 , @ t P I, συνεπώς ϕ � ψ.
Μένει να δείξουµε ότι υπάρχει µια συνάρτηση ϕ µε τις παραπάνω ιδιότητες. Ας
ϑεωρήσουµε το κύριο όρισµα log, από τον µιγαδικό λογάριθµο. ∆ηλαδή για
z � r eia , r ¡ 0 , �π   a   π, έχουµε

logpzq � lnprq � i a,

όπου ln η ϕυσική λογαριθµική συνάρτηση.
΄Εστω h : I ÝÑ S1, τέτοια ώστε

hptq � f
�
e2πit

�
.

Αφού I και S1 είναι συµπαγείς χώροι η h είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση,
οπότε ϑα υπάρχει διαµέριση 0 � t0   t1   . . .   tk � 1 του I, τέτοια ώστε

|hptq � hptjq|   2,

για t P rtj, tj�1s και j � 0, 1, . . . , k � 1. ΄Αρα

hptq � �hptjq ñ hptqh�1ptjq � �1.

Εποµένως ο log
�
hptqh�1ptjq

�
είναι καλά ορισµένος. Για t P rtj, tj�1s ϑεωρούµε

την συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R µε

ϕptq �
1

2πi

�
log

�
hpt1q
hpt0q

�
� . . .� log

� hptjq

hptj�1q

�
� log

�
hptq
hptjq

�	
.
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Η ϕ είναι καλά ορισµένη και συνεχής µε πραγµατικές τιµές. Αφού hpt0q � hp0q �
1, έχουµε ότι

e2πiϕptq � e
log
�
hpt1q
hpt0q

�
�...�log

�
hptjq

hptj�1q

�
�log

�
hptq
hptjq

�
� elogphpt1qq�logphpt0qq�...�logphptjqq�logphptj�1qq�logphptqq�logphptjqq

� e
log
�
hptq
hpt0q

�
�

hptq

hpt0q

� hptq

� f
�
e2πit

�
.

Συνέπεια της παραπάνω πρότασης είναι το επόµενο ϑεµελιώδες αποτέλεσµα
της ενότητας :

Θεώρηµα 3.1.2. Για οποιαδήποτε απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 υπάρχει µοναδική
συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R έτσι ώστε fpjq � fp1q ϕ̂pjq, j P S1.

Απόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση g : S1 ÝÑ S1 µε τύπο

gpjq � f�1p1q fpjq .

Αφού gp1q � f�1p1q fp1q � 1, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1.1 ϑα υπάρχει µονα-
δική σηµειακή συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R, τέτοια ώστε gpjq � ϕ̂pjq , @ j P S1.
Εποµένως για κάθε j P S1 ,

ϕ̂pjq � f�1p1q fpjq ñ fpjq � fp1q ϕ̂pjq.

΄Εστω οι συναρτήσεις ϕ και ϕn : I ÝÑ R, τέτοιες ώστε

� ϕp0q � 0 και ϕp1q � n P Z,

� ϕnpsq � ns , @ s P I,

και το σύνολο A � t0, 1u.
Σύµφωνα µε όσα έχουµε προαναφέρει, αφού ϕ|A � ϕn|A (ϕp0q � ϕnp0q και
ϕp1q � ϕnp1q) και για την συνεχή απεικόνιση H : I � I ÝÑ R µε

Hps, tq � p1� tqϕpsq � tns

ισχύουν

� Hp0, tq � 0 � ϕp0q � ϕ̂np0q,
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� Hp1, tq � n � ϕp1q � ϕ̂np1q,

προκύπτει ότι οι συναρτήσεις ϕ και ϕn είναι οµοτοπικές σχετικά ως προς το σύνολο
A. Αφήνοντας την εκθετική συνάρτηση να δράσει επί των ϕ και ϕn έχουµε το εξής
αποτέλεσµα:

Λήµµα 3.1.3. ΄Εστω η συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R µε ϕp0q � 0 και ϕp1q � n P Z. Τότε
ϑα ισχύει ϕ̂ � ϕ̂n σε σχέση µε το σύνολο t1u.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.1.2, για κάθε απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1, έχουµε
f � fp1q ϕ̂, δηλαδή η f είναι το αποτέλεσµα της σύνθεσης µιας συνάρτησης
τύπου ϕ̂ µε µια περιστροφή η οποία προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό µε έναν
σταθερό µιγαδικό αριθµό µοναδιαίου µέτρου.
Προφανώς κάθε περιστροφή είναι οµοτοπική µε την ταυτοτική απεικόνιση idS1

του κύκλου, εποµένως f � ϕ̂ για κάποια ϕ : I ÝÑ R, τέτοια ώστε ϕp0q � 0 και
ϕp1q � n P Z.

΄Ετσι προκύπτει το εξής :

Πρόταση 3.1.4. Για οποιαδήποτε απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1, υπάρχει µοναδικός
ακέραιος n, τέτοιος ώστε f � ϕ̂n : S1 ÝÑ S1.

Ορισµός 3.1.5. ΄Εστω µια απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 και ϕ : I ÝÑ R η µοναδική
συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι fpjq � fp1q ϕ̂pjq , @ j P S1, από το Θεώρηµα
3.1.2. Ορίζουµε ως ϐαθµό της f και συµβολίζουµε µε pfq τον καλά ορισµένο
ακέραιο n για τον οποίο ισχύει ϕp1q � n.

Γεωµετρικά, ο ϐαθµός της f είναι ο ακέραιος που υποδηλώνει πόσες ϕορές
τυλίγεται γύρω από την S1 η fpjq καθώς το όρισµά της διαγράφει 1 ϕορά την
S1. Η κίνηση αυτή γίνεται αριστερόστροφα αν n ¡ 0 και δεξιόστροφα αν n   0.
Στην περίπτωση που έχουµε n � 0, προφανώς f � c0, δηλαδή ο αριθµός των
περιελίξεων είναι 0.
Παρατηρούµε ότι ο ϐαθµός pfq εξαρτάται µόνο από την κλάση οµοτοπίας της f .
Συγκεκριµένα ισχύει

Λήµµα 3.1.6. Αν f � g : S1 ÝÑ S1, τότε pfq � pgq.

Απόδειξη. ΄Εστω H : S1 � I ÝÑ S1 µε Hpj, 0q � fpjq και Hpj, 1q � gpjq η
οµοτοπία που συνδέει τις f και g και η συνάρτηση fs : S1 ÝÑ S1 µε fspjq �
Hpj, sq. Λόγω του ϑεωρήµατος 3.1.2 ϑα υπάρχει µοναδική συνεχής συνάρτηση
ϕs : I ÝÑ R, τέτοια ώστε

ϕsp0q � 0 , ϕsp1q P Z και fspjq � fsp1q ϕ̂spjq.

Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση F : I � I ÝÑ R µε F pt, sq � ϕsptq είναι οµοτοπία.
Θεωρούµε την συνάρτηση h : I � I ÝÑ S1 µε hpt, sq � fs

�
e2πit

�
.

Χρησιµοποιώντας την ίδια µέθοδο που χρησιµοποιήθηκε στην Πρόταση 3.1.1
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αποδεικνύεται ότι η h είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Αρα µπορούµε να πάρουµε
µια διαµέριση του I έτσι ώστε να ισχύει��hps, tq � hps, tjq

��   2,

για s P I, t P rtj, tj�1s, όπου j � 0, 1, . . . , k � 1. ΄Οπως και στην προηγούµενη
απόδειξη ορίζουµε την συνάρτηση ϕs µε την ϐοήθεια της hs : t ÞÝÑ hpt, sq αντί της
h. Για s P I, t P rtj, tj�1s έχουµε

ϕsptq �
1

2πi

�
log

�
hps,t1q
hps,t0q

�
� . . .� log

� hps,tjq

hps,tj�1q

�
� log

�
hps,tq
hps,tjq

�	
.

Προφανώς η ϕsptq είναι συνεχής και ως προς t και ως προς s, άρα και η συνάρτηση
s ÞÝÑ ϕsp1q ϑα είναι συνεχής και αφού ϕsp1q P Z έπεται ότι ϑα είναι σταθερή.
Αφού fpjq � fp1q ϕ̂0pjq και gpjq � gp1q ϕ̂1pjq, έπεται ότι

pfq � ϕ0p1q � ϕ1p1q � pgq.

΄Ετσι για τον ϐαθµό της απεικόνισης, µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση
rS1, S1s ÝÑ Z, για την οποία ϑα ισχύει το εξής :

Θεώρηµα 3.1.7. Η συνάρτηση rS1, S1s ÝÑ Z που δίνεται από τον τύπο rf s ÝÑ pfq
είναι καλά ορισµένη, 1-1 και επί.
Συγκεκριµένα ισχύουν :

α) Για κάθε n P Z, υπάρχει η απεικόνιση gn : S1 ÝÑ S1 µε gnpjq � jn, τέτοια
ώστε pgnq � n.

ϐ) ΄Εστωσαν f και g : S1 ÝÑ S1. Τότε f � g, αν και µόνο αν, pfq � pgq.

Απόδειξη.

α) Αφού gnpe2πitq � e2πint, άρα gn � ϕ̂n. Συνεπώς pfq � ϕnp1q � n.

ϐ) Αν f � g, από το Λήµµα 3.1.6 έπεται pfq � pgq.
Αντίστροφα, αν pfq � pgq � n, τότε fpjq � fp1q ϕ̂pjq και gpjq � gp1q ψ̂pjq,
όπου ϕp0q � ψp0q � 0 και ϕp1q � ψp1q � n.
΄Οµως οι πολλαπλασιασµοί µε fp1q και gp1q παράγουν περιστροφές, που
όπως αναφέραµε παραπάνω είναι οµοτοπικές µε την idS1. ΄Ετσι από το
Λήµµα 3.1.3 προκύπτει ότι ϕ � ϕn � ψ. ΄Αρα f � ϕ̂ � ϕ̂n � ψ̂ � g.

1. Η ταυτοτική απεικόνιση idS1 : S1 ÝÑ S1, αφού idS1 � g1 ϑα έχει ϐαθµό 1.
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2. Εάν η f : S1 ÝÑ S1 είναι οµοτοπική µε την σταθερή συνάρτηση, τότε
pfq � 0, καθώς f � g0.

Πρόταση 3.1.8. ΄Εστωσαν οι συναρτήσεις f, g : S1 ÝÑ S1. Αν ορίσουµε ως
f � g την συνάρτηση f � g : S1 ÝÑ S1 µε j ÞÝÑ fpjq gpjq χρησιµοποιώντας τον
πολλαπλασιασµό µιγαδικών στην S1, τότε

pf � gq � pfq � pgq.

Απόδειξη. ΄Εστω pfq � m P Z και pgq � n P Z. Τότε f � gm και g � gn. Οπότε,
σύµφωνα µε τον πολλαπλασιασµό των µιγαδικών, ϑα ισχύει ότι

f � g � gm � gn � gm�n.

Πρόταση 3.1.9. Αν f, g : S1 ÝÑ S1, τότε

pf � gq � pfq pgq.

Απόδειξη. ΄Εστω f � gm και g � gn. Τότε f � g � gm � gn � gmn.

Λήµµα 3.1.10. Εάν η απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 είναι οµοιοµορφισµός, τότε pfq �
�1. Συνεπώς είτε f � idS1 , είτε f � ρ, ρ όπου η ανάκλαση που προκύπτει από τον
συζυγή µιγαδικό.

Απόδειξη. Αφού ορίζεται η αντίστροφη της f και ισχύει f � f�1 � idS1, έπεται ότι

pfq pf�1q � 1.

΄Οµως επειδή οι pfq και pf�1q είναι ακέραιοι, για να ισχύει η ισότητα, πρέπει είτε
pfq � pf�1q � 1, είτε pfq � pf�1q � �1.

Ορισµός 3.1.11. Μια απεικόνιση f : Sm ÝÑ Sn λέγεται περιττή, αν-ν fp�xq �
�fpxq, για κάθε x P Sm, ενώ λέγεται άρτια, αν-ν fp�xq � fpxq, για κάθε x P Sm.
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Θεώρηµα 3.1.12.

α) Αν η απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 είναι περιττή, τότε pfq περιττός.

ϐ) Αν η απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 είναι άρτια, τότε pfq άρτιος.

Απόδειξη.

α) Από το Θεώρηµα 3.1.2 υπάρχει συνάρτηση ϕ : I ÝÑ R έτσι ώστε ϕp0q �
0 , ϕp1q � pfq και

f
�
e2πit

�
� e2πiϕptq.

΄Οµως

�e2πit � e2πipt� 1
2
q

και

�f
�
e2πit

�
� f

�
� e2πit

�
� f

�
e2πipt� 1

2
q
�
.

Οπότε

e2πipϕptq� 1
2
q � �e2πiϕptq � e2πiϕpt� 1

2
q.

Συνεπώς

ϕ
�
t� 1

2

�
� ϕptq �

1

2
� k,

όπου k P Z ανεξάρτητος του t καθώς I συνεκτικό και ϕ συνεχής.
Για t � 1

2
έχουµε

pfq � ϕp1q

� ϕ
�

1
2
� 1

2

�
� ϕ

�
1
2

�
�

1

2
� k

�
1

2
� k �

1

2
� k

� 2k � 1 περιττός.

ϐ) Αν η απεικόνιση f : S1 ÝÑ S1 είναι άρτια, τότε αποδεικνύεται ανάλογα ότι
pfq άρτιος.
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Παρατήρηση 3.1.13. Από όσα έχουµε αναφέρει ως τώρα, προκύπτει ότι η κλάση
οµοτοπίας rS1, S1s έχει µια προσθετική δοµή αβελιανής οµάδας αφού rf s � rgs �
rf � gs, και µια πολλαπλασιαστική δοµή λόγω του ότι rf s rgs � rf � gs.
Σύµφωνα µε τις παραπάνω δοµές, αποδεικνύεται ότι η rS1, S1s είναι προσθετικός
δακτύλιος µε προσθετικό ουδέτερο το 0 � rg0s pg0pjq � 1, @ j P S1q και πολλα-
πλασιαστικό ουδέτερο το 1 � rg1s pg0pjq � j, @ j P S1q. Συνεπώς η συνάρτηση
rS1, S1s ÝÑ Z είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

Πρόταση 3.1.14. Οι εγκλεισµοί i, j : S1 T 2 � S1 � S1 µε τύπους ipzq �
pz, 1q και jpzq � p1, zq δεν είναι µηδενοτοπικοί, ούτε οµοτοπικοί µεταξύ τους. ∆η-
λαδή 0 � ris � rjs � 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι i, j είναι µηδενοτοπικοί. Τότε οι συνθέσεις proj1 � i � idS1

και proj2 � j � idS1 είναι, επίσης, µηδενοτοπικές. ΄Ατοπο, αφού idS1 � g1.
΄Εστω τώρα ότι i � j, τότε και οι συνθέσεις proj1 � i � idS1 � g1 και proj1 � j � g0

είναι οµοτοπικές. ΄Ατοπο.

Το γεγονός ότι οι απεικονίσεις i και j δεν είναι οµοτοπικές δείχνει ότι οι δυο
απεικονίσεις περιβάλουν µια συγκεκριµένη τρύπα η κάθε µία, που όµως έχουν
ουσιαστικές διαφορές µεταξύ τους. ΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα, η i περιβάλλει
την εξωτερική τρύπα του τόρου, ενώ j η την εσωτερική.

Το επόµενο παράδειγµα είναι ακόµα πιο σαφές. ΄Εστω ότι στο µιγαδικό ε-
πίπεδο κάνουµε µια τρύπα στην αρχή 0 και έχουµε το συµπλήρωµα Czt0u. Ο
εγκλεισµός i : S1 Czt0u δεν είναι µηδενοτοπικός, διότι αν ήταν, τότε η απει-
κόνιση

idS1 : S1 Czt0u S1i r ,

όπου rpzq � z
|z|

, ϑα ήταν µηδενοτοπική, που όπως έχουµε προαναφέρει, δεν είναι.
Αυτό σηµαίνει ότι ο i : S1 Czt0u ανιχνεύει την τρύπα που υπάρχει στην αρχή
0.

Παρατήρηση 3.1.15. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση F : S1 ÝÑ C και σηµείο
z0 R fpS

1q. Εγείρεται το ερώτηµα, πόσες ϕορές περιστρέφεται γύρω από το z0 η
καµπύλη που παριστάνει η f . Γίνεται ϕανερό από το παρακάτω σχήµα
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ότι η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα δεν είναι εφικτό να δοθεί διαισθητικά. Για
τον λόγο αυτό ϑεωρούµε την ανάκληση (retraction) r : Czt0u ÝÑ S1 µε rpzq � z

|z|
.

Τότε η απεικόνιση

fz0 : S1 Cztz0u Czt0u S1f tz0 r ,

όπου tz0pzq � z � z0, είναι καλά ορισµένη.
Η απάντηση στο ερώτηµα που τέθηκε προηγουµένως είναι ότι η καµπύλη που
παριστάνει η f περιστρέφεται γύρω από το z0 ακριβώς pfq ϕορές.
Ο αριθµός αυτός ονοµάζεται αριθµός περιελίξεων (winding number) και συµ-
ϐολίζεται µε W pf, z0q . ∆ηλαδή

W pf, z0q � pfz0q,

όπου fz0pzq �
fpzq�z0
|fpzq�z0|

.
Στην πραγµατικότητα, όταν η είναι διαφορίσιµη, ο αριθµός περιελίξεων γύρω από
το αντιστοιχεί στον αριθµό που λαµβάνεται από τον τύπο του Cauchy:

W pf, z0q � pfz0q �
1

2πi

»
S1

f 1pjq

fpjq � z0

dj.

Ορισµός 3.1.16. ΄Ενας τοπολογικός χώροςX ονοµάζεται συσταλτός (contractible)
εάν υπάρχει οµοτοπική ισοδυναµία µεταξύ αυτού και ενός χώρου που αποτελείται
µόνο από ένα σηµείο. Ισοδύναµα, αν υπάρχει µια οµοτοπία F : X � I ÝÑ X µε α-
ϕετηρία την ταυτοτική απεικόνιση και κατάληξη την σταθερή απεικόνιση cpxq � x0,
δηλαδή η idX είναι µηδενοµοτοπική. Στην περίπτωση αυτή η F ονοµάζεται συστολή
(contraction).

Η παραπάνω κατηγοριοποίηση των απεικονίσεων S1 ÝÑ S1 µε ϐάση την οµο-
τοπία µας οδηγεί σε κάποια πολύ σηµαντικά συµπεράσµατα. ΄Ενα από αυτά είναι
ότι η ids1 δεν είναι µηδενοµοτοπική, καθώς degpids1q � 0, οπότε καταλήγουµε στο
εξής

Θεώρηµα 3.1.17. Ο κύκλος, S1, δεν είναι συσταλτός.

Απόδειξη. Αν ο κύκλος S1 ήταν συσταλτός, τότε η ids1 ϑα ήταν οµοτοπική µε τη
σταθερή απεικόνιση, που είναι άτοπο.
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Στο παραπάνω παράδειγµα, όπου i : S1 Czt0u, είδαµε ότι η απεικόνιση
r : Czt0u ÝÑ S1 είναι µια ανάκληση του τρύπιου µιγαδικού επιπέδου Czt0u
στον υπόχωρο S1. Υπό αυτό το πρίσµα µπορούµε να αποδείξουµε το παρακάτω
σηµαντικό συµπέρασµα.

Πρόταση 3.1.18. ∆εν υπάρχει ανάκληση r : D2 ÝÑ S1. ∆ηλαδή δεν υπάρχει
απεικόνιση r|S1 � ids1.

Απόδειξη. Αφού ο D2 είναι συσταλτός, άρα κάθε απεικόνιση µε όρισµα στον D2

ϑα είναι µηδενοµοτοπική. Προφανώς το ίδιο ϑα ισχύει και για την r (εφόσον
υπάρχει). Συνεπώς η σύνθεση της µε τον εγκλεισµό i : S1 D2, δηλαδή η
ids1, ϑα είναι µηδενοµοτοπική. ΄Ατοπο.

Βασιζόµενοι στην παραπάνω πρόταση µπορούµε να αποδείξουµε το ΘΕΩΡΗ-
ΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ BROUWER, το οποίο είναι ένα πολύ ουσιαστικό
Θεώρηµα της τοπολογίας µε πολλές εφαρµογές.

Θεώρηµα 3.1.19. Κάθε απεικόνιση f : D2 ÝÑ D2 έχει ένα σταθερό σηµείο,
δηλαδή υπάρχει ένα σηµείο x0 P D

2, τέτοιο ώστε fpx0q � x0.

3.2 ΟΡΙΣΜΟΣ & Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΘΜΟΥ ΣΤΗ ΣΦΑΙΡΑ

Στην ενότητα αυτή ϑα ορίσουµε και ϑα υπολογίσουµε το ϐαθµό απεικόνισης στη
σφαίρα. Ουσιαστικά ϑα γενικεύσουµε τις έννοιες της προηγούµενης ενότητας.

΄Εστω η απεικόνιση f : Sn Ñ Sn για n ¥ 1 και a ένας γεννήτορας τηςHnpS
nq �

Z. Ο επαγόµενος οµοµορφισµός της f στην HnpS
nq είναι

f�paq � ma , για κάποιον ακέραιο m.

Ο ακέραιος m είναι ανεξάρτητος από την επιλογή του a αφού

f�p�aq � �f�paq

� �ma

� m p�aq.

Ορισµός 3.2.1. Ο ακέραιος m ονοµάζεται ϐαθµός της f και συµβολίζεται µε pfq.
Συχνά αναφέρεται και ως ϐαθµός Brouwer.

Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει στο προηγούµενο κεφάλαιο και από τον ορισµό
του ϐαθµού απεικόνισης προκύπτουν τα παρακάτω συµπεράσµατα:

1. pidq � 1.
Πράγµατι, αν a ένας γεννήτορας της HnpS

nq � Z, τότε

id�paq � idpaq � a � 1 � a .

΄Αρα pidq � 1.
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2. Εάν f, g : Sn Ñ Sn, τότε pf � gq � pfq pgq.
Πράγµατι, έστω k ο ϐαθµός της f , ` ο ϐαθµός της g και a ένας γεννήτορας
της HnpS

nq. Γνωρίζουµε ότι pf � gq� � f� � g�. ΄Αρα

pf � gq�paq � f�pg�paqq

� f�p`aq

� kp`aq

� pk`qa,

οπότε pf � gq � pfq pgq.

3. pσταθερής απεικόνισηςq � 0.
Πράγµατι, έστω f : Sn Ñ Sn σταθερή απεικόνιση. Τότε ϑα υπάρχει κάποιο
y P Sn τέτοιο ώστε y R Im f . ΄Ετσι η f µπορεί να γραφεί ως σύνθεση
f � h � g, όπου g : Sn Ñ Snztyu και g : Snztyu Ñ Sn. ΄Οµως ο Snztyu
είναι οµοιοµορφικός µε τον Rn που είναι συσταλτός, άρα Hn

�
Snztyu

�
� 0.

Συνεπώς g� � 0, άρα f� � h� � g� � 0, άρα pfq � 0.

4. Εάν f, g : Sn Ñ Sn οµοτοπικές, τότε pfq � pgq.
Πράγµατι, αφού f, g οµοτοπικές, από το Θεώρηµα 2.1.1 ϑα έχουµε ότι
f� � g�, άρα και pfq � pgq.

5. Εάν f : Sn Ñ Sn οµοτοπική ισοδυναµία, τότε pfq � �1.
Πράγµατι, αφού η f είναι οµοτοπική ισοδυναµία, αν g είναι η οµοτοπική
της αντίστροφη, εξ ορισµού ϑα έχουµε ότι f � g � idSn, άρα

pf � gq � 1 ñ pfq pgq � 1

και αφού pfq, pgq P Z, έπεται ότι είτε pfq � pgq � 1, είτε pfq � pgq � �1.

Στο σηµείο αυτό αναφέρουµε, χωρίς απόδειξη, το Θεώρηµα Hopf, σύµφωνα
µε το οποίο ισχύει και το αντίστροφο της ιδιότητας 4. ∆ηλαδή αν δυο απεικονίσεις
f και g : Sn Ñ Sn έχουν τον ίδιο ϐαθµό, τότε είναι οµοτοπικές.

Πρόταση 3.2.2. Ορίζουµε για n ¡ 0 την απεικόνιση f : Sn Ñ Sn µε

fpx1, x2, . . . , xn, xn�1q � p�x1, x2, . . . , xn, xn�1q.

Τότε pfq � �1.

Απόδειξη. Για n � 1 :

S1
z

z1

x y
f

z � p0, 1q

z1 � p0,�1q

x � p�1, 0q

y � p1, 0q



64 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΒΑΘΜΟΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ

η κάλυψη U � tU, V u, όπου U � S1 � tz1u, V � S1 � tzu, έχει την ιδιότητα ότι
fpUq � U και fpV q � V . ΄Ετσι η Mayer-Vietoris ακολουθία έχει διάγραµµα

0 H1pS
1q H0pU X V q

0 H1pS
1q H0pU X V q

∆

f� f3�

∆

όπου f3 ο περιορισµός της f .
Στο παραπάνω διάγραµµα κάθε γραµµή είναι µια ακριβής ακολουθία και το ορθο-
γώνιο είναι αντιµεταθετικό. ΄Οπως έχουµε αναφέρει στο προηγούµενο κεφάλαιο,
κάθε γεννήτορας a της H1pS

1q παριστάνεται από έναν κύκλο c� d για τον οποίον
ισχύει

Bc � x� y � �Bd.

και η ∆paq αναπαρίσταται από x� y, δηλαδή

∆f�paq � f3�∆pxq

� f3�px� yq

� y � x

� �∆paq

�∆p�aq

και αφού η ∆ είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι pfq � �1.
Για n ¥ 2, δηλαδή για n� 1 ¥ 1:
Θεωρούµε ότι το συµπέρασµα ισχύει σε διάσταση n � 1 και έστω ότι Sn�1 � Sn.
Θεωρούµε U και V τα συµπληρώµατα ϐορείου και νότιου πόλου της Sn, αντίστοι-
χα. Ο εγκλεισµός i : Sn�1

ãÑ U X V είναι οµοτοπική ισοδυναµία. Επειδή n ¥ 2
ο συνδετικός οµοµορφισµός στην Mayer-Vietoris ακολουθία είναι ισοµορφισµός.
΄Ετσι στο διάγραµµα

HnpS
nq Hn�1pU X V q Hn�1pS

n�1q

HnpS
nq Hn�1pU X V q Hn�1pS

n�1q

�
∆

f� f3�

i�
�

f�

�
∆ i�

�

κάθε ορθογώνιο είναι αντιµεταθετικό και κάθε οριζόντιος οµοµορφισµός είναι
ισοµορφισµός. ΄Ετσι αν a είναι ένας γεννήτορας της HnpS

nq ϑα έχουµε

f�paq � ∆�1f3�∆paq

� ∆�1i�f�i
�1
� ∆paq

� �∆�1i�i
�1
� ∆paq

� �a.

΄Αρα pfq � �1.
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Ορισµός 3.2.3. Σε κάθε απεικόνιση f : Sn Ñ Sn , n ¥ 0, µπορούµε να α-
ντιστοιχίσουµε µια απεικόνιση g : Sn�1 Ñ Sn�1 η οποία ονοµάζεται ανάρτηση
(suspension) της f και συµβολίζεται µε Σf .

∆ιαισθητικά ο περιορισµός της Sn�1 στον ισηµερινό της (Sn) είναι η f και
κάθε «ϕέτα» στην Sn�1, παράλληλη στον ισηµερινό, αντιστοιχίζεται στην «ϕέτα»
που περιγράφηκε προηγουµένως µέσω της f .

Π.χ. ας ϑεωρήσουµε Sn�1 � Rn�2 � Rn�1 � R1 έτσι ώστε τα σηµεία της Sn�1 να
έχουν την µορφή px, tq, όπου x P Rn�1, t P R και }x}2 � |t|2 � 1. Τότε

Σfpx, tq �

#
px, zq , αν x � 0�
}x} f

�
x
}x}

�
, t
	
, αν x � 0

.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η Σf είναι συνεχής και πληρεί όλες τις ιδιότητες.

Με την ίδια τεχνική που αποδείχθηκε η Πρόταση 3.1.2 µπορεί να αποδειχθεί
ότι

Πρόταση 3.2.4. ΄Εστω η f : Sn Ñ Sn και η ανάρτησή της Σf : ΣSn Ñ ΣSn, τότε
pfq � pΣfq.

Παρατηρήστε ότι αν fpx1, . . . , xn�1q � p�x1, . . . , xn�1q και gpx1, . . . , xn�2q �
p�x1, . . . , xn�2q, τότε g � Σf και η Πρόταση 3.1.2 είναι ειδική περίπτωση της
Πρότασης 3.1.5.

Πόρισµα 3.2.5. Για n ¡ 0 υπάρχουν απεικονίσεις f : Sn Ñ Sn µε pfq � n για
κάθε n P Z.

Πόρισµα 3.2.6. Ορίζουµε για n ¡ 0 την απεικόνιση f : Sn Ñ Sn µε

fpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q � px1, . . . ,�xi, . . . , xn�1q .

Τότε pfq � �1.
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Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση h : Sn Ñ Sn µε

hpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q � pxi, . . . , x1, . . . , xn�1q .

Τότε η h είναι οµοιοµορφισµός µε h�1 � h και, σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει
παραπάνω, ισχύει phq � �1.
Επίσης ϑεωρούµε την συνάρτηση g : Sn Ñ Sn µε

gpx1, x2, . . . , xn�1q � p�x1, x2, . . . , xn�1q .

Τότε

pg � hqpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q � g
�
hpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q

�
� gpxi, x2, . . . , x1, . . . , xn�1q

� p�xi, x2, . . . , x1, . . . , xn�1q .

΄Αρα

ph � g � hqpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q � hp�xi, . . . , x1, . . . , xn�1q

� px1, . . . ,�xi, . . . , xn�1q

� fpx1, . . . , xi, . . . , xn�1q

και

pfq � ph � g � hq

� phq pgq phq

�
�
phq

�2
pgq

� p�1q2p�1q

� �1 .

Πόρισµα 3.2.7. Η αντιποδική απεικόνιση (antipodal map) A : Sn Ñ Sn που
ορίζεται ως

Apx1, x2, . . . , xn�1q � p�x1,�x2, . . . ,�xn�1q,

έχει pAq � p�1qn�1.

Απόδειξη. Η A µπορεί να γραφεί ως σύνθεση των n � 1 απεικονίσεων fi : Sn Ñ
Sn , i � 1, . . . , n� 1, που ορίζονται ως

fipx1, . . . , xi, . . . , xn�1q � px1, . . . ,�xi, . . . , xn�1q

και οι οποίες, από το προηγούµενο πόρισµα, έχουν pfiq � �1.
Εποµένως pAq � p�1qp�1q � � � p�1q � p�1qn�1 .
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Πρόταση 3.2.8. Αν η f : Sn Ñ Sn δεν έχει σταθερό σηµείο τότε pfq � p�1qn�1.
Αν η f : Sn Ñ Sn δεν έχει αντιποδικό σηµείο (fpxq � �x ), τότε pfq � 1. Κάθε
απεικόνιση f : S2k Ñ S2k έχει σταθερό ή αντιποδικό σηµείο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f δεν έχει σταθερό σηµείο, τότε η απεικόνιση d :
Sn � I Ñ Rn�1 µε τύπο

dpx, tq � p1� tqfpxq � tx

δεν µηδενίζεται. Εποµένως η απεικόνιση D : Rn�1 � I Ñ Sn µε τύπο

Dpx, tq �
dpx, tq

}dpx, tq}

είναι µια παραµόρφωση της f στην αντιποδική απεικόνιση. ΄Αρα pfq � p�1qn�1.
Υποθέτουµε τώρα ότι fpxq � �x , τότε η gpxq � �fpxq δεν έχει σταθερό σηµείο.
Εποµένως

p�1qn�1pfq � pgq � p�1qn�1

΄Αρα pfq � 1.

Πρόταση 3.2.9. Αν f και g : Sn Ñ Sn απεικονίσεις τέτοιες ώστε fpxq � gpxq, για
κάθε x P Sn, τότε

g �
οµοτοπ.

A � f .

Απόδειξη. Αφού fpxq � gpxq, για κάθε x P Sn, η γραµµή που ενώνει τα Afpxq
και gpxq στον Rn�1 δεν διέρχεται από το 0 .

0

Sn

fpxq
gpxq

Afpxq

Εποµένως η προβολή, από το 0, του τµήµατος µε
άκρα τα Afpxq και gpxq επί της Sn είναι το µο-
νοπάτι που ορίζει την οµοτοπία. Συγκεκριµένα η
απεικόνιση F : Sn � I Ñ Sn µε

F px, tq �
p1� tqAfpxq � t gpxq

}p1� tqAfpxq � t gpxq}

ορίζει αυτήν την οµοτοπία.

Πόρισµα 3.2.10. Αν f : S2n Ñ S2n απεικόνιση, τότε υπάρχει x P S2n, τέτοιο ώστε
fpxq � x, ή υπάρχει y P S2n, τέτοιο ώστε fpyq � �y.

Απόδειξη. Εάν fpxq � x, για κάθε x P S2n, τότε, από την Πρόταση 3.2.9, προ-
κύπτει ότι

f �
οµοτοπ.

A � idS2n � A.
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Εάν ταυτόχρονα fpxq � �x � Apxq, για κάθε x P S2n, τότε

f �
οµοτοπ.

A � A � idS2n .

Αλλά τότε
pfq � pAq � pidq � 1,

άτοπο, αφού pAq � p�1q2n�1 � �1.

Πόρισµα 3.2.11. ∆εν υπάρχει συνεχής απεικόνιση f : S2n Ñ S2n, τέτοια ώστε,
για κάθε x P S2n, τα x και fpxq να είναι ορθογώνια.

Παρατηρήσεις:

� Η Sn είναι µια πολλαπλότητα διάστασης n, δηλαδή τοπικά οµοιοµορφική
µε τον Rn.

� Σε κάθε x P Sn ορίζεται το αντίστοιχο εφαπτόµενο επίπεδο T pSn, xq.

� Η Sn ταυτίζεται µε την µοναδιαία σφαίρα στον Rn�1 και το T pSn, xq είναι το
υπερεπίπεδο στην που εφάπτεται στην σφαίρα στο σηµείο x.

� Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το εφαπτόµενο επίπεδο T pSn, xq διέρχεται
από την αρχή των αξόνων και τότε είναι ένας n-διάστατος υπόχωρος του Rn�1

κάθετος στο διάνυσµα x. Καθώς µεταβάλλεται το x έχουµε τους αντίστοιχους
υποχώρους T pSn, xq του Rn�1.

Ορισµός 3.2.12. Ονοµάζουµε διανυσµατικό πεδίο στην Sn µια συνεχή συνάρ-
τηση φ η οποία σε κάθε σηµείο x P Sn αντιστοιχεί ένα διάνυσµα στον T pSn, xq. Αν,
για κάθε x P Sn, ισχύει φpxq � 0, τότε το φ ονοµάζεται µη-µηδενικό διανυσµατικό
πεδίο.

Πόρισµα 3.2.13. ∆εν υπάρχει µη-µηδενικό διανυσµατικό πεδίο στην S2n.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει φ µη-µηδενικό διανυσµατικό πεδίο στην S2n . Τότε
το ψpxq � φpxq

}φpxq}
είναι ένα διανυσµατικό πεδίο µοναδιαίων διανυσµάτων και, έτσι,

η ψ : S2n Ñ S2n είναι µια απεικόνιση για την οποία, για κάθε x P S2n, το ψpxq
είναι ορθογώνιο µε το x. ΄Ατοπο, λόγω του Πορίσµατος 3.2.11.

Παρατήρηση: Μη-µηδενικά διανυσµατικά πεδία υπάρχουν σε σφαίρες περιττής
διάστασης.



Κεφάλαιο 4

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ
ΣΗΜΕΙΟΥ

4.1 ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ

Στην ενότητα αυτή ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα σταθερού σηµείου για συµπα-
γή, κυρτά υποσύνολα του Rn.

Λήµµα 4.1.1. ΄Εστω C � Rn ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο. Τότε για κάθε
x P Rn υπάρχει µοναδικό σηµείο y το οποίο εξαρτάται από το x, y � ypxq, ώστε
‖ x�y ‖� inf t‖ x� z ‖, z P Cu και η απεικόνιση g : Rn Ñ C µε τύπο gpxq � ypxq
να είναι συνεχής.

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουµε τη µοναδικότητα. ΄Εστω y, z P C µε ‖ x � y ‖�‖
x� z ‖¡ 0. ΄Εχουµε λοιπόν

‖ x� y � z

2
‖�‖ x� y

2
�
x� z

2
‖ ‖ x� y

2
‖ � ‖ x� z

2
‖�‖ x� y ‖ .

΄Αρα υπάρχει σηµείο
y � z

2
P C µε

‖ x� y � z

2
‖ ‖ x� y ‖

και αυτό είναι αδύνατο.
Τώρα ϑα δείξουµε τη συνέχεια της g. ΄Εστω xk Ñ x µε x P Rn, τότε πρέπει
gpxkq Ñ gpxq µε gpxq P C. Αν δεν ισχύει αυτό, ϑα υπάρχει υπακολουθία xkl ώστε
gpxklq Ñ y µε y � gpxq. ΄Αρα

‖ xkl � gpxklq ‖Ñ‖ x� y ‖

και
‖ xkl � gpxklq ‖¤‖ xkl � gpxq ‖Ñ‖ x� gpxq ‖ .

Οπότε έχουµε ‖ x� gpxq ‖¥‖ x� y ‖ και gpxq � y.

69
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Λήµµα 4.1.2. ΄Εστω C � Rn ένα ϕραγµένο υποσύνολο. Υπάρχουν n�1 αφφινικά
ανεξάρτητα διανύσµατα tx0, � � � , xnu ώστε το C να είναι υποσύνολο της κυρτής
ϑήκης των tx0, � � � , xnu.

Απόδειξη. ΄Εστω C � r0,msn µε 0   m. Ορίζουµε x0 � 0 και xi � nmei

όπου ei � p0, � � � , 0, 1, 0, � � � , 0q το στοιχείο της κανονικής ϐάσης. Τα διανύσµα-
τα tx1, � � � , xnu είναι γραµµικά ανεξάρτητα και το tx0, � � � , xnu είναι αφφινικά
ανεξάρτητο υποσύνολο.

Για κάθε y � py1, � � � , ynq P r0,msn έχουµε y �

�
1�

n°
1

yi
nm



x0 �

n°
1

yi
nm
xi.

΄Αρα y P co tx0, � � � , xnu. ∆ηλαδή C � co tx0, � � � , xnu.
΄Εστω τώρα τυχαίο C ϕραγµένο. Θα υπάρχει διάνυσµα z P Rn και m ¡ 0 ώστε

z � C � r0,msn. ΄Αρα z � C � cotx0, � � � , xnu και C � cotx0 � z, � � � , xn � zu
. Το σύνολο tx0 � z, � � � , xn � zu είναι αφφινικά ανεξάρτητο αν και µόνο αν το
tx0, � � � , xnu είναι.

Θεώρηµα 4.1.3. ΄Εστω C � Rn ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο. ΄Εστω f : C Ñ
C συνεχής απεικόνιση. Τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Αν το C είναι ένα κανονικό γεωµετρικό simplex

C � σn �

#
x � px1, � � � , xnq P Rn : xi ¥ 0,

ņ

1

xi � 1

+

τότε γνωρίζουµε ότι το συµπέρασµα ισχύει.
΄Εστω τώρα C � co tx0, � � � , xnu να είναι η κυρτή ϑήκη ενός αφφινικά ανεξάρ-

τητου υποσυνόλου tx0, � � � , xnu. Τότε υπάρχει οµοιοµορφισµός g : σn Ñ C µε

τύπο gpy1, � � � , ynq �
n°
1

yipx
i � x0q. ΄Αρα η g�1fg : σn Ñ σn είναι συνεχής και

έχει σταθερό σηµείο y P σn.
pg�1fgqpyq � y.

∆ηλαδή το gpyq είναι σταθερό σηµείο της f .
΄Εστω τώρα το C � Rn να είναι ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο και f : C Ñ C

συνεχής απεικόνιση. ΄Εστω tx0, � � � , xnu αφφινικά ανεξάρτητο υποσύνολο ώστε
C � co tx0, � � � , xnu. ΄Εστω g : Rn Ñ C η συνάρτηση µε τύπο gpxq � y ώστε
‖ x� y ‖� inf t‖ x� z ‖, z P Cu. Γνωρίζουµε ότι η g είναι συνεχής.

Ορίζουµε την h : co tx0, � � � , xnu Ñ co tx0, � � � , xnu µε τύπο hpxq � fpgpxqq.
Η h έχει σταθερό σηµείο x P co tx0, � � � , xnu µε fpgpxqq � x. Αλλά gpxq P C και
fpgpxqq P C. ΄Αρα gpxq � x και fpxq � x.

Πόρισµα 4.1.4. ΄Εστω f : Dn Ñ Rn µια συνεχής απεικόνιση, τότε υπάρχει x P Dn

µε fpxq � 0 ή fpzq � λz για κάποιο z P Sn�1 και λ ¡ 0.
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Απόδειξη. Ορίζουµε την g : Dn Ñ Rn µε τύπο

gpxq � p2 ‖ x ‖ �1qx� p2� 2 ‖ x ‖q fp x

‖ x ‖
q

για ‖ x ‖¡ 1{2 και gpxq � �fp4 ‖ x ‖ xq για ‖ x ‖¤ 1{2.

Ισχύει ότι gpxq � x για x P Sn�1. Αν η g δεν λάµβανε την τιµή 0 για x P p
�

Dqn

ϑα είχαµε µια παραµόρφωση της Dn στην Sn�1 η οποία ϑα δινόνταν από την
r : Dn Ñ Sn�1 µε rpxq � gpxq

‖gpxq‖ .
΄Εστω λοιπόν gpxq � 0 για ‖ x ‖¡ 1{2, τότε ϑα έχουµε fp4 ‖ x ‖ xq � 0.
΄Εστω ότι gpxq � 0 για ‖ x ‖¤ 1{2, τότε ϑα έχουµε

fp
x

‖ x ‖
q �

2 ‖ x ‖ �1

2� 2 ‖ x ‖
x.

΄Αρα για y � x
‖x‖ και λ � 2‖x‖�1

2�2‖x‖ ‖ x ‖ έχουµε το Ϲητούµενο.

Πόρισµα 4.1.5. ΄Εστω g : Dn Ñ Rn µια συνεχής απεικόνιση, τότε υπάρχει x P Dn

µε gpxq � x ή gpzq � λz για κάποιο z P Sn�1 και λ ¡ 1.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο πόρισµα έχουµε το Ϲητούµενο για gpxq � fpxq �
x.

Χωρίς λεπτοµέρειες ούτε αποδείξεις περιγράφουµε την εξέλιξη του ϐασικού
Θεωρήµατος του Brouwer µέχρι το Θεώρηµα του Lefschetz.

΄Οπως προαναφέραµε ο Poincare, 1880, µελέτησε διανυσµατικές κατανοµές
σε επιφάνειες. Σε κάθε αποµονωµένη ιδιοµορφία µιας τέτοιας κατανοµής όρισε
έναν ακέραιο τον οποίο ονόµασε index . Μια διανυσµατική κατανοµή µπορεί
να ϑεωρηθεί σαν µια απεικόνιση από την επιφάνεια στον εαυτό της. Σ΄ αυτήν
την περίπτωση τα σταθερά σηµεία της απεικόνισης είναι τα ιδιόµορφα σηµεία. Ο
Poincare απέδειξε ότι σε µία προσανατολισµένη επιφάνεια γένους g το άθροισµα
των indeces ισούται µε p2� 2gq.
Ο Brouwer επέκτεινε την έννοια του index από επιφάνειες σε πολλαπλότητες.
΄Ενα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατά του ήταν το επόµενο.
Αν οι απεικονίσεις f και g : M Ñ M είναι οµοτοπικές και έχουν πεπερασµένο
πλήθος σταθερών σηµείων τότε το άθροισµα των indeces είναι το ίδιο και για τις
δύο απεικονίσεις.

Γνωρίζουµε ότι κάθε απεικόνιση µπορεί να παραµορφωθεί µε συνεχή τρόπο
σε µια άλλη η οποία να έχει πεπερασµένο αριθµό σταθερών σηµείων. Κατά συ-
νέπεια ορίζεται µια οµοτοπική αναλλοίωτος η οποία συνδέεται µε τον αριθµό των
σταθερών σηµείων. Το 1922 ο Lefschetz δηµοσίευσε την πρώτη έκδοση για τον
τύπο των σταθερών σηµείων.
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Αν M είναι µια κλειστή προσανατολισµένη πολλαπλότητα και f : M ÑM µια
συνεχής απεικόνιση, τότε έχουµε έναν οµοµορφισµό διανυσµατικών χώρων

fk : HkpM,Qq Ñ HkpM,Qq.

Επιλέγοντας κατάλληλη ϐάση ο fk αναπαρίσταται µε πίνακα και ορίζεται ο
αριθµός του Lefschetz διαµέσου του ίχνους του πίνακα

Lpfq �
8̧

0

p�1qktrpfkq.

Ο αριθµός του Lefschetz δεν εξαρτάται από τη ϐάση και εξαρτάται από τον
τύπο οµοτοπίας της f .

Θεώρηµα 4.1.6. Αν M είναι µια κλειστή προσανατολισµένη πολλαπλότητα και
f : M Ñ M µια συνεχής απεικόνιση. Αν ο αριθµός του Lefschetz είναι διάφορος
του µηδενός, Lpfq � 0, τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Ο Lefschetz απέδειξε ότι για κάθε f υπάρχει µια g όσο κοντά ϑέλουµε (όταν
έχουµε µετρική στην πολλαπλότητα) ώστε η g να έχει πεπερασµένα σταθερά ση-
µεία και για κάθε σταθερό σηµείο x της g η g απεικονίζει οµοιόµορφα κάποια
ανοικτή περιοχή του σε κάποια άλλη περιοχή του x. ΄Αρα για κάθε σταθερό
σηµείο ορίζεται ο τοπικός ϐαθµός ο οποίος είναι κάποιος ακέραιος κατά την
προσέγγιση του Brouwer.

Αν x1, � � � , xm είναι τα σταθερά σηµεία της g και a1, � � � , am οι τοπικοί ϐαθµοί
της g, ο Lefschetz έδειξε ότι

Lpgq �
m̧

1

ai.

Και επειδή οι f και g είναι οµοτοπικές, έχουµε ότι fk � gk, οπότε

Lpfq �
m̧

1

ai.

΄Αρα ο αριθµός του Lefschetz είναι πάντα ακέραιος. ΄Εχουµε λοιπόν το Θεώρη-
µα του Lefschetz.

Θεώρηµα 4.1.7. Αν M είναι µια κλειστή προσανατολισµένη πολλαπλότητα και
f : M Ñ M µια συνεχής απεικόνιση. Αν ο αριθµός του Lefschetz είναι διάφορος
του µηδενός, Lpfq � 0, τότε η f έχει σταθερό σηµείο.



Κεφάλαιο 5

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΟΜΑ∆ΩΝ

Εάν G οµάδα και A κάποιο υποσύνολο της, τότε ορίζουµε ως την υποοµάδα της
G που γεννάται από το σύνολο A να είναι η

xAy �
£

Y¤G,A�Y

Y .

Αυτό που αποδεικνύεται (ϐλέπε στο [16] στην σελίδα 63) είναι πως η τελευταία
έχει και µια εναλλακτική περιγραφή η οποία δίνεται από το σύνολο

tαε11 .α
ε2
2 ...α

εn
n | n P N, αi P A και εi � �1 για όλα τα iu .

Με ϐάση το παραπάνω έχουµε τον ακόλουθο ορισµό για την παράσταση µιας
τύχουσας οµάδας.

Ορισµός 5.0.1. ΄Εστω µια οµάδα G και A κάποιο υποσύνολό της, τέτοιο ώστε
G � xAy. Μια παράσταση για την G είναι ένα Ϲεύγος xA | Ry, όπου το R είναι ένα
σύνολο στοιχείων της ελεύθερης οµάδας F που γεννάται από το σύνολο A, του
οποίου η υποοµάδα που γεννάται στην F είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού φ :
F Ñ G. Τα στοιχεία του συνόλου A καλούνται γεννήτορες (generators), ενώ
εκείνα της R σχέσεις (relators) της G.

Ορισµός 5.0.2. ΄Εστω οµάδα F ,X ένα µη-κενό σύνολο και σ : X Ñ F µια
απεικόνιση. Τότε το Ϲεύγος pF, σq ϑα καλείται ελεύθερο πάνω από το X εάν
ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα : Για κάθε απεικόνιση α από τοX σε τυχούσα
οµάδα G υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων β : F Ñ G τέτοιος ώστε α �
βσ. ∆ιαγραµµατικά το παραπάνω µπορεί να εκφραστεί ως :

X
σ //

α
��

F

β~~
G

Μια οµάδα η οποία είναι ελεύθερη σε κάποιο σύνολο ϑα καλείται ελεύθερη ο-
µάδα.

73



74 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΟΜΑ∆ΩΝ

Παρατήρηση 5.0.3. Αυτό που αποδεικνύεται και είναι σηµαντικό για εµάς στην
παρούσα ενότητα είναι ότι εάν X ένα τυχαίο µη-κενό σύνολο, τότε υπάρχει οµάδα
F και απεικόνιση σ : X Ñ F τέτοια ώστε το Ϲεύγος pF, σq να είναι ελεύθερο
πάνω από το X και F � xImσy (ϐλέπε στο [16] ). Σαν συνέπεια αυτού έχουµε
ότι κάθε οµάδα είναι η επιµορφική εικόνα κάποιας ελεύθερης, αφού µπορούµε
να διαλέξουµε ως X � G, να ϑεωρήσουµε την ελεύθερη οµάδα που παράγεται
απ΄ αυτήν και ταυτόχρονα επιµορφισµό φ : F Ñ G που κάνει µεταθετικό το
παρακάτω διάγραµµα

G
σ //

id
��

F

φ��
G

εκµεταλλευόµενοι την καθολική ιδιότητα των ελεύθερων οµάδων.Επιπλέον από
το πρώτο ϑεώρηµα ισοµορφισµών ϑα έχουµε για κάθε οµάδα G :

G � F {N ,

όπου N � ker φ.

Ορισµός 5.0.4. Ονοµάζουµε κατευθυνόµενο (directed) σύνολο Λ, το σύνολο που
είναι εφοδιασµένο µε µια σχέση µερικής διάταξης ¤ έτσι ώστε για δυο οποιαδήποτε
στοιχεία a, b P Λ να υπάρχει c P Λ, τέτοιο ώστε a ¤ c και c ¤ b.
Ονοµάζουµε ευθύ σύστηµα (direct system) συνόλων µια οικογένεια συνόλων tXauaPΛ,
όπου Λ είναι ένα κατευθυνόµενο directed σύνολο, και συναρτήσεων

f ba : Xa Ñ Xb , οποτεδήποτε a ¤ b ,

που ικανοποιούν τις ιδιότητες :

(i) faa � idXa , για κάθε a P Λ .

(ii) εάν a ¤ c ¤ b, τότε f ca � f ba � f
c
b .

Εµείς ενδιαφερόµαστε για ευθέα συστήµατα (direct systems) όπου ταXa είναι
οµάδες και οι f ba είναι οµοµορφισµοί οµάδων.
΄Εστω tXa, f

b
au ένα ευθύ σύστηµα αβελιανών οµάδων και οµοµορφισµών. Μπορο-

ύµε να ορίσουµε µια υποοµάδα της
°
aPΛXa ως εξής :

R �

C
ņ

i�1

xai | Dc P Λ, ai ¤ c,
ņ

i�1

f caipxaiq � 0.

G

Ορισµός 5.0.5. Ονοµάζουµε ευθύ (direct) όριο του συστήµατος tXa, f
b
au και το

συµβολίζουµε µε limÝÑ
a

Xa, την οµάδα

limÝÑ
a

Xa �
¸
a

Xa{R .



75

Παρατηρούµε ότι αν xa P Xa και xb P Xb, ϑα είναι ίσα στο ευθύ όριο, εάν για
κάποιο s P Λ ισχύουν a ¤ c και b ¤ c και f capxaq � f cb pxbq.

Η επόµενη έννοια την οποία ϑα δούµε µέσω της καθολικής της ιδιότητας, είναι
αυτή του ελεύθερου γινοµένου µεταξύ δύο οµάδων (ϐλέπε [16]). Υποθέτουµε
λοιπόν ότι H και είναι δύο οµάδες. Η L καλείται ελεύθερο γινόµενο των H και K
εάν υπάρχουν οµοµορφισµοί iH : H Ñ L και iK : K Ñ L οι οποίοι ικανοποιούν
την εξής ιδιότητα : για κάθε Ϲεύγος οµοµορφισµών α : H Ñ G και β : K Ñ G
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός γ : L Ñ G τέτοιος ώστε α � γ � iH ,β �
γ � iK . ∆ιαγραµµατικά εποµένως έχουµε το ακόλουθο:

H
iH //

α   

L

D!γ
��

K
iKoo

β~~
G

όπου γ ο µοναδικός οµοµορφισµός που µας δίνει την µεταθετικότητα. Από εδώ
και πέρα ϑα συµβολίζουµε την οµάδα L µε H �K.
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