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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι σηµειώσεις αυτές έχουν σκοπό να συνδέσουν την άλγεβρα, γεωµετρία και α-
νάλυση µε την ευρεία έννοια. Συγκεκριµένα τη ϑεωρία οµάδων µε την τοπολογία
και τη διαφορική γεωµετρία χρησιµοποιώντας πίνακες. Αποτελούν µια εισαγωγή
εισαγωγής σε ένα µεγάλο κοµµάτι των µαθηµατικών το οποίο έχει εφαρµογές και
στη µαθηµατική ϕυσική.

Πολλά ϐιβλία στη Θεωρία Οµάδων ξεκινούν µε τη µελέτη των κρυσταλλογρα-
ϕικών οµάδων. Εύλογα κάποιος ϑα ϑεωρούσε ότι η Θεωρία Οµάδων αποτελεί µια
έξυπνη εφαρµογή στην ανάλυση της κρυσταλλικής δοµής. Η µελέτη της κρυσταλ-
λικής δοµής ξεκίνησε το 1784 πολύ πριν καν εκφραστεί η έννοια της οµάδας, η
οποία άρχισε να διαµορφώνεται µε τη µελέτη των συµµετριών πολύ αργότερα.

Η έννοια της τοπολογικής οµάδας εισήχθη από τον Sofus Lie. Σκοπός της
µελέτης ήταν να µελετηθεί µια ¨µικρή ανοικτή¨ περιοχή του ταυτοτικού στοιχείου
της οµάδας. Καθώς η ϑεωρία των τοπολογικών χώρων αναπτυσσότανε και η ιδέα
του Lie για τις τοπολογικές οµάδες έπαιρνε πιό αφηρηµένη και ολοκληρωµένη
µορφή. Παράλληλα και η µελέτη επεκτεινότανε σ΄ όλη την οµάδα.

Μία οµάδα Lie περικλείει τρεις διαφορετικές µαθηµατικές δοµές. Αποτελεί
αλγεβρική οµάδα, τοπολογικό χώρο και διαφορίσιµη πολλαπλότητα. Ουσιαστι-
κά µία οµάδα Lie µπορεί να περιγραφεί ισοδύναµα µε διαφορετικούς τρόπους
εξαρτώµενους από τη δοµή στην οποία ϑέλουµε να δώσουµε έµφαση. Μπορεί να
ορισθεί σαν τοπολογική οµάδα µε επιπρόσθετες ιδιότητες διαφορισιµότητας κα-
τά τον Pontryagin ή σαν διαφορίσιµη πολλαπλότητα µε επιπρόσθετες αλγεβρικές
ιδιότητες κατά τους Chevalley και Adams.

Οι οµάδες Lie οι οποίες υπεισέρχονται σε ϕυσικά προβλήµατα είναι οι κα-
λούµενες γραµµικές οµάδες Lie για τις οποίες µπορεί να δοθεί ένας πιο άµεσος
ορισµός. Οι συγκεκριµένες οµάδες δέχονται µία τουλάχιστον πιστή αναπαράστα-
ση σε πεπερασµένο διανυσµατικό χώρο. ∆εν ϑα επεκταθούµε προς αυτήν την
κατεύθυνση σ΄ αυτές τις σηµειώσεις.

Η απλούστερη εφαρµογή της Θεωρίας Οµάδων στη ϕυσική είναι µέσω µιας
αβελιανής οµάδας σε τρεις γεννήτορες (χρόνος, µήκος, µάζα). Η οµάδα Lorentz
αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell στην ηλεκτροµαγνητική ϑεωρία.
Με πολλούς τρόπους µπορεί να δει κάποιος το ϱόλο της οµάδας Lorentz στη µο-
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

ντέρνα ϕυσική. Είναι γνωστό (A. N. Whitehead) ότι οι τύποι αλλαγής µεταβλητών
από ένα σύστηµα σ΄ ένα άλλο το οποίο κινείται οµοιόµορφα εν σχέση µε το πρώτο
είναι γραµµικοί. Η υπόθεση ότι το σύνολο των µετασχηµατισµών αποτελεί οµάδα
υπονοεί την ύπαρξη µίας απόλυτης σταθεράς k ώστε η ποιοτική ϕύση των µετα-
σχηµατισµών ϑα είναι ϱιζικά διαφορετικοί εξαρτώµενοι από το αν η σταθερά είναι
ϑετική, µηδέν ή αρνητική. Η περίπτωση k � 0 αντιστοιχεί στη Νευτώνεια Μηχανι-
κή. Αν k � 0, τότε οι τιµές της είναι ιδιαίτερα µικρές της τάξης του c�2, για c την
ταχύτητα του ϕωτός. Για k   0, ϑα έχουµε περίεργα ϕυσικά ϕαινόµενα, οπότε
η µελέτη στρέφεται στην περίπτωση k ¡ 0. Η Νευτώνεια µηχανική παραµένει
αναλλοίωτη κάτω από µετασχηµατισµούς για k � 0 ενώ η Θεωρία του Maxwell
για k ¡ 0.

Η ϐασική ιδιότητα µίας οµάδας Lie είναι ότι έχει ένα υπεραριθµήσιµο πλήθος
στοιχείων κοντά στο ταυτοτικό στοιχείο και η δοµή αυτής της περιοχής ουσιαστικά
καθορίζει τη δοµή ολόκληρης της οµάδας και καθορίζεται από την αντίστοιχη
άλγεβρα Lie.

Ουσιαστικά ϑα επιδιώξουµε τούτο, να παρουσιάσουµε µια εισαγωγή στις ο-
µάδες Lie µέσω συγκεκριµένων παραδειγµάτων από οµάδες πινάκων. Παρότι
οι οµάδες πινάκων δεν περιγράφουν πλήρως τις οµάδες Lie, οι περισσότερο εν-
διαφέρουσες οµάδες Lie αναδύονται από οµάδες πινάκων. Κατά συνέπεια το
αντικείµενο µελέτης µας δίνει µια καλή εισαγωγή στη ϑεωρία των οµάδων Lie.

Στο δεύτερο κεφάλαιο µελετάµε άλγεβρες πινάκων πάνω από τους πραγµατικο-
ύς, µιγαδικούς και τεταρτόνια. Ορίζουµε τις γενικές οµάδες για τους προηγούµε-
νους διαιρετικούς δακτυλίους. Στο τρίτο κεφάλαιο αναφερόµαστε στις ορθογώνιες
οµάδες µέσω του κανονικού εσωτερικού γινοµένου οπότε οι προηγούµενες άλγε-
ϐρες πινάκων γίνονται τοπολογικοί χώροι και οι οµάδες µας τοπολογικές οµάδες.
Στο τέταρτο κεφάλαιο δίνεται µια εισαγωγή στις τοπολογικές οµάδες. Η έννοια του
εφαπτόµενου χώρου για συγκεκριµένες οµάδες πινάκων εισάγεται στο πέµπτο κε-
ϕάλαιο χρησιµοποιώντας την έννοια του σπέρµατος. Στο έκτο κεφάλαιο εισάγουµε
τις αντίστοιχες άλγεβρες Lie και στο έβδοµο παρουσιάζουµε µια εισαγωγή στις ο-
µάδες Lie. Οι αβελιανές οµάδες οι οποίες δίνονται από καρτεσιανά γινόµενα
κύκλων, δηλαδή οµάδες σπείρες ή τόροι, διαδραµατίζουν ιδιαίτερο ϱόλο µεταξύ
των αβελιανών οµάδων πινάκων. Ο ϱόλος αυτός µελετάται στο όγδοο κεφάλαιο
όπου αποδεικνύεται ότι µια συµπαγής αβελιανή οµάδα πινάκων είναι ισόµορφη
µε κάποια σπείρα. Στο ένατο κεφάλαιο συνεχίζουµε τη µελέτη σπειρών και δε-
ίχνουµε ότι οι οµάδες Upnq και SOpnq καλύπτονται από συζυγείς σπείρες. Στο
τελευταίο κεφάλαιο αποδεικνύεται ότι τα στοιχεία της Opnq δίνονται από γινόµενα
ανακλάσεων.

Οι σηµειώσεις αυτές ϐρίσκονται υπό διαρκεί ενηµέρωση. Αποτελούν ένα ¨µπο-
ύσουλα¨ για ένα µάθηµα µε τίτλο Τοπολογικές οµάδες πινάκων. Οι περισσότε-
ϱες αποδείξεις απουσιάζουν λόγω έλλειψης χρόνου και ϑα συµπληρώνονται µέχρι
οι σηµειώσεις αυτές να πάρουν την τελική τους µορφή. Οι παρατηρήσεις ή και
διορθώσεις είναι καλοδεχούµενες. Γράψτε µας στη διεύθυνση
nkechag@uoi.gr
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

2.1 Ο ∆ιαιρετικός δακτύλιος τεταρτονίων

Γνωρίζουµε ότι το σύνολο των πραγµατικών R αποτελεί σώµα όπως επίσης και το
σύνολο των µιγαδικών C το οποίο είναι και πραγµατικός διανυσµατικός χώρος δι-
άστασης δύο. ΄Ενα προφανές ερώτηµα είναι αν ο διανυσµατικός χώρος R3 µπορεί
να γίνει σώµα. Ουσιαστικά να εφοδιαστεί µε γινόµενο.

Ο C είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης δύο πάνω από τους πραγµατικούς
µε ϐάση το t1, iu. Υπενθυµίζουµε ότι ισχύει i2 � �1.

Ας υποθέσουµε ότι ο R3 έχει ϐάση το t1, i, ju και είναι εφοδιασµένος µε γι-
νόµενο ώστε να αποτελεί σώµα και µάλιστα οι µιγαδικοί να είναι υποσώµα του
νέου σώµατος όπως οι πραγµατικοί στους µιγαδικούς. Τότε κάθε στοιχείο ϑα
γράφετε στη µορφή a� bi� cj. Εδώ a, b, c P R.

Αν λοιπόν είχαµε ij � a � bi � cj τότε i2j � ia � bi2 � cij. ∆ηλαδή �j �
ai � b � ijc και �j � ai � b � ac � bci � c2j. Οπότε c2 � �1. Το οποίο είναι
αδύνατο γιατί το c P R.

Το πρόβληµα δηµιουργείται διότι ϑεωρούµε ότι ij P R3. Για να ξεπεράσουµε
το πρόβληµα ας υποθέσουµε ότι είναι κάποια νέα µεταβλητή ij � k. Σ΄ αυτήν
την περίπτωση χρειαζόµαστε τον διανυσµατικό χώρο R4 µε ϐάση το t1, i, j, ku ο
οποίος επεκτείνει τον C.

Ας δούµε τι γίνεται µε το γινόµενο. Αν περιοριστούµε στο υποσύνολο

t1,�1, i,�1, j,�j, k,�ku

µε το γινόµενο ij � k, τότε ουσιαστικά έχουµε την οµάδα των τεταρτονίων,
Q8. ∆ηλαδή i2 � �1 � j2, και ji � �k. ΄Αρα ο R4 �  1, i, j, k ¡ δεν έχει
αντιµεταθετικό γινόµενο, οπότε δεν είναι σώµα αλλά όπως ϑα δείξουµε είναι διαι-
ϱετικός δακτύλιος. ∆ηλαδή κάθε µη-µηδενικό στοιχείο του έχει αντίστροφο.
Θα συµβολίζουµε τον R4 �  1, i, j, k ¡ µε αυτές τις πράξεις µε H.

Αν q � a� bi� cj � dk � 0, τότε a2 � b2 � c2 � d2 ¡ 0 και εύκολα δείχνουµε
ότι

q�1 � a� bi� cj � dk

a2 � b2 � c2 � d2
.

Με k ϑα συµβολίζουµε τους πραγµατικούς R, µιγαδικούς C ή τον διαιρετικό
δακτύλιο των τεταρτονίων H.
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Νώντας Κεχαγιάς 2.2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

2.2 ΄Αλγεβρες πινάκων

Με kn ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των n-άδων µε πρόσθεση κατά συντεταγµένες
και σηµειακό γινόµενο από αριστερά

c px1, � � � , xnq � pcx1, � � � , cxnq .
Με αυτές τις δύο πράξεις το σύνολο kn γίνεται διανυσµατικός χώρος. Προσο-
χή. Εδώ δεν απαιτούµε το k να είναι σώµα. Μπορεί απλά να είναι διαιρετικός
δακτύλιος όπως το H (ϐλέπε Hungerford).

Ορισµός 2.2.0.1. Μια απεικόνιση T : kn Ñ kn καλείται γραµµική αν ισχύει

T pav � bwq � aT pvq � bT pwq
µε a, b P k και v, w P kn.

Γνωρίζουµε από τη γραµµική άλγεβρα ότι το άθροισµα και η σύνθεση γραµ-
µικών απεικονίσεων είναι επίσης γραµµική απεικόνιση.

Ορισµός 2.2.0.2. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος V πάνω από το k καλείται πραγ-
µατική άλγεβρα, αν είναι εφοδιασµένος µε ένα γινόµενο το οποίο έχει ταυτοτικό
στοιχείο e ώστε ve � v � ev για όλα τα v P V και ικανοποιεί τις επόµενες ιδιότητες
για όλα τα στοιχεία c P k και u, v, w P kn.
1) pcuqv � cpuvq � upcvq.
2) pu� vqw � uw � vw.
3) upv � wq � uv � uw.
Αν το γινόµενο είναι προσεταιριστικό, τότε καλείται προσεταιριστική άλγεβρα.

Αµέσως έρχεται στη σκέψη µας το σύνολο των n � n πινάκων πάνω από το k
όπως ϑα δούµε αµέσως.

Ορισµός 2.2.0.3. Με Mn pkq συµβολίζουµε το σύνολο των n � n πινάκων πάνω
από το k.

΄Εστω πίνακας M P Mn pkq µε M � paijq. Μέσω του πίνακα M ορίζεται
γραµµική απεικόνιση ως προς κάποιες ϐάσεις. Συνήθως ϑα χρησιµοποιούµε τις
κανονικές ϐάσεις. T pMq : kn Ñ kn µε

T pMq px1, � � � , xnq � px1, � � � , xnq paijq .
Εδώ χρησιµοποιούµε το γινόµενο των πινάκων. Ο λόγος που χρησιµοποιούµε το
γινόµενο ως διάνυσµα επί πίνακα και όχι πίνακα επί διάνυσµα στήλη είναι ότι το
γινόµενο στο k δεν είναι αντιµεταθετικό οπότε η απεικόνιση που ϑα οριζότανε δεν
ϑα ήταν γραµµική όπως εύκολα ελέγχει κάποιος.

Σε κάθε γραµµική απεικόνιση αντιστοιχεί µοναδικά ένας πίνακας ως προς την
κανονική ϐάση του kn. Γνωρίζουµε ότι το σύνολο Mn pkq δεν είναι απλά ένας
διανυσµατικός χώρος αλλά εφοδιάζεται και µε το γινόµενο των πινάκων το οποίο
δεν είναι αντιµεταθετικό αλλά είναι προσεταιριστικό. Με αυτές τις τρεις πράξεις
αποτελεί µια προσεταιριστική πραγµατική άλγεβρα.
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

2.3 Γενικές γραµµικές οµάδες

Σε µια προσεταιριστική άλγεβρα ιδιαίτερο ενδιαφέρουν παρουσιάζουν τα στοιχεία
τα οποία έχουν αντίστροφο.

Ορισµός 2.3.0.1. ΄Εστω A µια άλγεβρα. Το στοιχείο x ϑα καλείται µονάδα (unit),
αν υπάρχει στοιχείο x1 ώστε xx1 � e � x1x.

Πρόταση 2.3.0.2. Σε µια προσεταιριστική άλγεβρα το σύνολο των µονάδων της
αποτελεί οµάδα µε το γινόµενο.

Ορισµός 2.3.0.3. Η οµάδα των µονάδων της άλγεβρας Mn pRq συµβολίζεται µε
GL pn, Rq, της Mn pCq µε GL pn, Cq και της Mn pHq µε GL pn, Hq. Αυτές καλο-
ύνται γενικές γραµµικές οµάδες.

Γνωρίζουµε ότι ένας πίνακας είναι µονάδα αν και µόνο αν ορίζει αυτοµορφισµό
στον kn. Στις άλγεβρες Mn pRq και Mn pCq ισχύει ότι ένας πίνακας είναι µονάδα
αν και µόνο αν η ορίζουσά του είναι διάφορη από το µηδέν. Η ιδιότητα αυτή
στηρίζεται στο ότι τα στοιχεία των πινάκων είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί.
∆ηλαδή είναι στοιχεία από κάποιο σώµα. Αν τα στοιχεία αυτά είναι στοιχεία
από κάποιο διαιρετικό δακτύλιο τότε δηµιουργούνται προβλήµατα όπως ϑα δούµε
αµέσως.

Με προσοχή ϑα γενικεύσουµε την έννοια της ορίζουσας και για τα στοιχεία της
Mn pHq.

Αναφέρουµε µε προσοχή για τον επόµενο λόγο. Αν στην M2 pHq η ορίζουσα
είχε ορισθεί ως

detA �
�
a b
c d



� ad� bc,

τότε ϑα είχαµε

detA �
�
i j
i j



� 2k � 0.

Αλλά η αντίστοιχη γραµµική απεικόνιση δεν είναι αυτοµορφισµός !
Πρώτα ϑα ορίσουµε έναν µονοµορφισµό ϕ : HÑM2 pCq µε τύπο

ϕpa� bi� cj � dkq �
�
a� bi �c� di
c� di a� bi



.

Λήµµα 2.3.0.4. 1) ϕpv � wq � ϕpvq � ϕpwq.

2) ϕpvwq � ϕpvqϕpwq.

3) Η ϕ είναι 1� 1.
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Νώντας Κεχαγιάς 2.3. ΓΕΝΙΚΕΣ ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ

Θα επεκτείνουµε την ϕ σε ψ :MnpHq ÑM2n pCq µε τύπο

ψpAq � pϕpatsqq

για A � patsq. ∆ηλαδή ξεκινώντας µε έναν n � n πίνακα µε στοιχεία τεταρτόνια
ορίζουµε έναν 2n� 2n πίνακα µε στοιχεία µιγαδικούς αριθµούς.

Λήµµα 2.3.0.5. ψpABq � ψpAqψpBq.
΄Εστω τώρα A P GL pn, Hq, τότε υπάρχει ο A�1 ώστε AA�1 � I � A�1A και

ψpA�1q � pψpAqq�1. Αφού ο ψpAq αντιστρέφεται ϑα έχουµε ότι detpψpAqq � 0.
Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο.
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

2.4 Πραγµατικές διαιρετικές άλγεβρες

Ως γνωστόν ο Ευκλείδειος χώρος Rn εφοδιάζεται µε το κανονικό εσωτερικό γι-
νόµενο οπότε ορίζεται το µήκος ενός διανύσµατος και µε τη ϐοήθεια του µήκους
ορίζεται και η απόσταση µεταξύ δύο διανυσµάτων. Ουσιαστικά ο Rn είναι ένας
χώρος µε νόρµα. Σ΄ αυτήν την υποενότητα ϑα αναφερθούµε σε ένα σηµαντικό
πρόβληµα το οποίο απασχόλησε την µαθηµατική κοινότητα µεγάλο χρονικό δι-
άστηµα.

Ορισµός 2.4.0.1. Μια νορµαρισµένη άλγεβρα A είναι ένας διανυσµατικός χώρος
πεπερασµένης διάστασης εφοδιασµένος µε ένα διγραµµικό γινόµενο

A� AÑ A

px, yq ÞÝÑ xy

µε µονάδα 1 P A ώστε 1x � 1 � x1 και εφοδιασµένος µε µια νόρµα

|| � || : AÑ r0,8q
ώστε

||xy|| � ||x||||y||.
Εδώ ισχύει pax� bx1qy � axy � bx1y και xpay � by1q � axy � bxy1 µε a, b P k.

Επίσης ισχύουν

1. ||x|| � 0ñ x � 0, το µηδενικό διάνυσµα.

2. ||ax|| � |a|||x|| µε a P k.

3. ||x� y|| ¤ ||x|| � ||y||.
Προσοχή. Το γινόµενο δεν είναι απαραίτητα προσεταιριστικό.
Ο Hurwitz το 1900 απέδειξε αλγεβρικά το επόµενο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 2.4.0.2. Ο Rn έχει τη δοµή νορµαρισµένης άλγεβρας αν και µόνο αν
n � 1, 2, 4, 8.

Θα δώσουµε τον ορισµό της διαιρετικής άλγεβρας πάνω από τους πραγµατι-
κούς.

Ορισµός 2.4.0.3. Μια διαιρετική άλγεβρα A πάνω από τους πραγµατικούς είναι
µια άλγεβρα ώστε

xy � 0 ñ x � 0 η y � 0.

Προφανώς µια νορµαρισµένη άλγεβρα είναι µια διαιρετική άλγεβρα.

Πρόταση 2.4.0.4. ΄Εστω A µια προσεταιριστική άλγεβρα πεπερασµένης διάστα-
σης. Τότε η A είναι διαιρετική άλγεβρα αν και µόνο αν για όλα τα µη-µηδενικά
στοιχεία x υπάρχει µοναδικό x1 µε xx1 � 1 � x1x. ∆ηλαδή τα µη-µηδενικά στοιχεία
της A δηµιουργούν µια πολλαπλασιαστική οµάδα.
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Νώντας Κεχαγιάς 2.4. ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ ∆ΙΑΙΡΕΤΙΚΕΣ ΑΛΓΕΒΡΕΣ

Το 1960 ο J. F. Adams χρησιµοποιώντας πολύ προχωρηµένα εργαλεία απο την
αλγεβρική τοπολογία απέδειξε το αντίστοιχο ϑεώρηµα για τις διαιρετικές άλγεβρες
(Hatcher).

Θεώρηµα 2.4.0.5. Ο Rn έχει τη δοµή διαιρετικής άλγεβρας αν και µόνο αν n �
1, 2, 4, 8.
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

2.5 Ασκήσεις

1. Αν u P H και iu � ui, τότε u P C.

2. Να δείξετε ότι το κέντρο µίας οµάδας είναι υποοµάδα της.

3. ΄Εστω ένα υποσύνολο S µίας οµάδας G. Ορίζουµε τον κεντροποιητή CpSq
του S να είναι

tg P G|gs � sg, @s P Su
και τον κανονικοποιητή NpSq να είναι

tg P G|gSg�1 � Su.
Να δείξετε ότι CpSq ¤ NpSq ¤ G.

4. ΄Εστω a �
�

1 0
1 1



και b �

�
1 1
0 1



δύο στοιχεία της GLp2,Rq. ΄Εστω H

η υποοµάδα της GLp2,Rq που γεννάται από το a και K αυτή που γεννάται
από το b. Περιγράψτε τις δύο υποοµάδες. ∆είξτε ότι το

HK � thk|h P H, k P Ku
δεν είναι υποοµάδα της GLp2,Rq.

5. Ορίζουµε τη φ : CÑMp2,Rq µε τύπο

φpzq �
a
}z}

�
cosθ sinθ
�sinθ cosθ




για z �a}z}pcosθ� isinθq. ∆είξτε ότι φpzz1q � φpzqφpz1q, η φ είναι 1-1 και
φpz � z1q � φpzq � pz1q.

6. ∆είξτε ότι τα στοιχεία της H τα οποία αντιµετατίθενται µε όλα τα στοιχεία της
H είναι οι πραγµατικοί αριθµοί.

7. ∆είξτε ότι H � C` Cj � C2.

8. ∆είξτε ότι η απεικόνιση ϕ : GLn pCq Ñ SLn�1 pCq µε τύπο

ϕ pAq �
� pdetAq�1 0

0 A




είναι µονοµορφισµός οµάδων.
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Νώντας Κεχαγιάς 2.5. ΑΣΚΗΣΕΙΣ

9. ∆είξτε ότι η απεικόνιση ϕ : C� Ñ SU2 pCq µε τύπο

ϕ pzq �
�

1
2
pz � z�1q i

2
pz � z�1q

� i
2
pz � z�1q 1

2
pz � z�1q




είναι οµοµορφισµός οµάδων.

10. ∆είξτε ότι η οµάδα Q γεννάται από τα στοιχεία
1

pn
για n P N και p πρώτος

αριθµός.

11. Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ : Σn Ñ GLn pCq µε τύπο ϕ pσq � paijq ώστε
aij � 1 για i � σ pjq και 0 διαφορετικά. ∆είξτε ότι η ϕ είναι οµοµορφισµός
οµάδων.

12. Βρείτε τις υποοµάδες της C� µε πεπερασµένη τάξη.

13. ∆ίνεται η απεικόνιση ϕ : C Ñ C µε τύπο ϕ pzq � az�b
cz�d

για ad � bc � 0. Η
απεικόνιση ϕ καλείται µετασχηµατισµός Mobious. ∆είξτε ότι το σύνολο των
µετασχηµατισµών Mobious µε πράξη τη σύνθεση αποτελεί οµάδα.

14. ∆ίνεται το σύνολο

H �

$''&
''%

�
���

a b c d
�b a �d c
�c d a �b
�d �c b a

�
��
 | a, b, c, d P R

,//.
//- .

Αν το H εφοδιασθεί µε τη συνηθισµένη πρόσθεση και γινόµενο πινάκων,
τότε είναι ισόµορφο µε το δακτύλιο των τεταρτονίων.
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΛΓΕΒΡΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ
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Κεφάλαιο 3

Ορθογώνιες οµάδες

3.1 Εσωτερικά γινόµενα

Σ΄ αυτήν την ενότητα ϑα µελετήσουµε ορθογώνιες οµάδες.
Υπενθυµίζουµε ότι µε k ϑα συµβολίζουµε τους πραγµατικούς R, µιγαδικούς

C ή τον διαιρετικό δακτύλιο των τεταρτονίων H.
Θα ξεκινήσουµε µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο στον αντίστοιχο Ευκλείδειο

χώρο το οποίο ορίζεται χρησιµοποιώντας τα συζυγή στοιχεία. Υπενθυµίζουµε τη
συζυγία στα σύνολα R � C � H.

Αν a P R, τότε a � a.
Αν a � x� yi P C, τότε a � x� yi.

Αν a � x� yi� zj � wk P H, τότε a � x� yi� zj � wk.

Γνωρίζουµε ότι τα τεταρτόνια δεν είναι αντιµεταθετικά. Εφιστούµε την προσοχή
στην επόµενη ιδιότητα.

ab � ba.

Αλλά όχι ab � ab το οποίο ισχύει στους µιγαδικούς.

Ορισµός 3.1.0.1. Ορίζουµε ένα εσωτερικό γινόµενο   �,� ¡: kn � kn Ñ k µε

  pv1, � � � , vnq, pw1, � � � , wnq ¡� v1w1 � � � � � vnwn.

Ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες.
1)   v � v1, w ¡�  v, w ¡ �   v1, w ¡.
2)   av, w ¡� a   v, w ¡ και   v, aw ¡�  v, w ¡ a.
3)   v, w ¡�   w, v ¡.
4)   v, v ¡¥ 0 και   v, v ¡� 0 αν και µόνο αν v � 0.
5) Αν   v, w ¡� 0 για όλα τα w τότε v � 0.

Ορισµός 3.1.0.2. Ορίζεται το µήκος ή η νόρµα ενός διανύσµατος από

||v|| � ?  v, v ¡.

13



Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΟΡΘΟΓΩΝΙΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ

Αν M PMn pkq τότε vM P kn και έχουµε το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 3.1.0.3.   vM,w ¡�  v, wM
t ¡. Εδώ M

t
είναι ο ανάστροφος και

συζυγής πίνακας του M .

Υπενθυµίζουµε ότι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από τους πραγµατικούς
εφοδιασµένος µε εσωτερικό γινόµενο καλείται Ευκλείδειος χώρος.

Λήµµα 3.1.0.4. Σε Ευκλείδειο χώρο V ισχύει η ανισότητα του Schwarz.

|   u, v ¡ | ¤ ||u|| ||v||.
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Νώντας Κεχαγιάς 3.2. ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ

3.2 Ορθογώνιοι πίνακες

Ορισµός 3.2.0.1. Ορίζουµε το σύνολο

Opn,kq � tM PMn pkq |   vM,wM ¡�  v, w ¡ u

για όλα τα v, w P kn.

Λήµµα 3.2.0.2. Το σύνολοOpn,kq αποτελεί οµάδα και για κάθε στοιχείο του ισχύει

ότι MM
t � I �M

t
M . ΄Αρα M�1 �M

t
.

Αν k � R, τότε η οµάδα Opn,kq καλείται ορθογώνια οµάδα και συµβολίζεται
µε Opnq .
Αν k � C, τότε η οµάδαOpn,kq καλείται ορθοµοναδιαία οµάδα και συµβολίζεται
µε Upnq.
Αν k � H, τότε η οµάδα Opn,kq καλείται συµπλεκτική οµάδα και συµβολίζεται
µε Sppnq.

Αναφέρουµε ιδιότητες των στοιχείων της οµάδας Opn,kq.
1) ∆ιατηρούν το µήκος.
2) Οι στήλες και οι γραµµές τους αποτελούν ορθοκανονικές ϐάσεις.
3) M�1 �M

t
.

4) Απεικονίζουν ορθοκανονικές ϐάσεις σε ορθοκανονικές ϐάσεις.
5) Αν k � R ή C, τότε pdetMqdetM � 1.

Με ϐάση την τελευταία ιδιότητα ορίζουµε τις επόµενες υποοµάδες.

Ορισµός 3.2.0.3. Η ειδική ορθογώνια οµάδα ορίζεταιSOpnq � tM P Opnq | detM � 1u.
Η ειδική ορθοµοναδιαία οµάδα ορίζεται SUpnq � tM P Upnq | detM � 1u.

Από τις ιδιότητες των ορθογωνίων οµάδων στο k ϕαίνεται ότι αυτές είναι κλει-
στές και ϕραγµένες. ΄Αρα είναι συµπαγείς υπόχωροι του Rn2 ή R2n2.

Ορισµός 3.2.0.4. Με Sn�1 ϑα συµβολίζουµε τα διανύσµατα µήκους ένα στον Rn

µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο.

΄Εχουµε λοιπόν σύµφωνα µε τους ορισµούς.

Op1q � S0 �  
1,�1 (, Up1q � S1, Sp1 � S3.

Σύµφωνα µε το περίφηµο Θεώρηµα του J. F. Adams, αυτές είναι οι µόνες σφαίρες
που δέχονται δοµή οµάδας (Hatcher).

Είναι γνωστό ότι η SOp3q αποτελεί την οµάδα συµµετριών της σφαίρας S2, η
SUp2q σχετίζεται µε τη στροφορµή ενός ϕυσικού συστήµατος και η SUp3q χαρα-
κτηρίζει στοιχειώδη σωµατίδια (Sternberg).
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Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΟΡΘΟΓΩΝΙΕΣ ΟΜΑ∆ΕΣ

3.3 Το ερώτηµα του ισοµορφισµού

Το ϐασικό πρόβληµα στη ϑεωρία οµάδων είναι η ταξινόµησή τους ως προς ισο-
µορφισµό. Για να δείξουµε ότι δυο οµάδες δεν είναι ισόµορφες αρκεί να ϐρούµε
µια ιδιότητα την οποία έχει η µια και δεν έχει η άλλη. Το αντίστροφο ερώτηµα
είναι δυσκολότερο. Πρέπει να ϐρεθεί ισοµορφισµός µεταξύ τους.

Πρόταση 3.3.0.1. Η συµµετρική οµάδα σε τρία στοιχεία Σ3 είναι ισόµορφη µε την
GLp2,Z{2Zq.

Προς αυτήν την κατεύθυνση ϑα δείξουµε οτι η Spp1q µε το γινόµενο των τεταρ-
τονίων είναι ισόµορφη µε την SUp2q µε το γινόµενο των πινάκων.

Πρόταση 3.3.0.2. Η απεικόνιση ψ : MnpHq Ñ M2n pCq που ορίστηκε στο Λήµµα
2.3.0.4 επάγει εναν ισοµορφισµό

ψ : Spp1q Ñ SUp2q.

Απόδειξη. ∆είξαµε ότι η ψ είναι µονοµορφισµός από τηνGLpn,Hq στηνGLp2n,Cq,
διότι είναι 1-1 και σέβεται το γινόµενο. Αρκεί να δείξουµε ότι ο περιορισµός της
στην Spp1q δίνει εικόνες στην SUp2q και είναι επί.

΄Εστω u � a � bi � cj � dk , τότε ϕpa � bi � cj � dkq �
�
a� bi �c� di
c� di a� bi



.

Θα δείξουµε ότι

ϕpa� bi� cj � dkqpϕpa� bi� cj � dkqqt � I.

Βλέπουµε ότι�
a� bi �c� di
c� di a� bi


�
a� bi c� di
�c� di a� bi



�
�

1 0
0 1



,

διότι a2 � b2 � c2 � d2 � 1. Επίσης detp
�
a� bi �c� di
c� di a� bi



q � 1.

΄Εστω τώρα
�
c1 c2
c3 c4



P SUp2q. Εύκολα ϐλέπουµε ότι c4 � c1 και c3� � c2.

Αν c1 � a� ib και c2 � c� id, ας ϑεωρήσουµε το u � a� bi� jc� kd. Τότε

ϕpa� bi� cj � dkq �
�

c1 c2
�c2 c1



.

Τώρα ϑα συγκρίνουµε την S3 µε την Op3q. Γνωρίζουµε ότι Spp1q � S3. Για
κάθε v P S3 ορίζεται µια αριστερή µετατόπιση στον διαιρετικό δακτύλιο H µέσω
της απεικόνισης
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Νώντας Κεχαγιάς 3.3. ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ ΤΟΥ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΟΥ

Lv : HÑ H µε τύπο Lvpuq � vu.

Αν ϑεωρήσουµε τον H σαν πραγµατικό διανυσµατικό χώρο, τότε ταυτίζεται µε τον
R4 και η Lv δίνει µια γραµµική απεικόνιση

Lv : R4 Ñ R4.

Θα δείξουµε ότι η αριστερή µετατόπιση είναι ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός
στον R4. Επειδή είναι γραµµική, αρκεί να εξετάσουµε τα στοιχεία της ϐάσης.

1 �  Lvp1q, Lvp1q ¡�  Lvpiq, Lvpiq ¡�  Lvpjq, Lvpjq ¡�  Lvpkq, Lvpkq ¡

και
0 �  Lvp1q, Lvptq ¡�  Lvptq, Lvpsq ¡ .

Εδώ t, s P ti, j, ku και t � s.
Αν v � a � bi � jc � kd, τότε Lvp1q � v, Lvpiq � �b � ia � jd � kc, Lvpjq �

�c� id� ja� kb και Lvpkq � �d� ic� jb� ka. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του
εσωτερικού γινοµένου λαµβάνουµε το Ϲητούµενο.

Επειδή η Lv διατηρεί τα µήκη και είναι γραµµική είναι ορθογώνια, άρα Lv P
Op4q.

Πρόταση 3.3.0.3. Για v P S3 ορίζεται µια δεξιά µετατόπιση στον διαιρετικό δα-
κτύλιο H µέσω της απεικόνισης

Rv : HÑ H µε τύπο Rvpuq � uv

η οποία είναι ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός στον R4.

Ορισµός 3.3.0.4. ΄Εστωσαν v P S3 και u P H, ορίζουµε την απεικόνιση

ρpvqpuq � vuv.

Επειδή η ρpvq είναι µια ορθογώνια απεικόνιση στον R4 σαν σύνθεση ορθογω-
νίων απεικονίσεων, έχουµε ότι επάγεται µια απεικόνιση

ρ : S3 Ñ Op4q.

Παρατηρούµε ότι αν το u � r είναι πραγµατικός αριθµός, τότε ρpvqprq �
vrv � rvv � r. Επίσης ρpvq � ρpvq�1, διότι ρpvqρpvqpaq � vpvavqv � a. Αν
u � ai � bj � ck, τότε ρpvqpuq � a1i � b1j � c1k. ∆ηλαδή για κάθε v P S3, η ρpvq
απεικονίζει το διανυσµατικό χώρο   i, j, k ¡ στο εαυτό του. ΄Αρα µπορούµε να
ϑεωρήσουµε ότι είναι ορθογώνια απεικόνιση στον R3, ρpvq P Op3q.

Πρόταση 3.3.0.5. ΄Εστω ρ : S3 Ñ Op3q η απεικόνιση όπως ορίστηκε προηγου-
µένως. Τότε kerρ � t�1 u .
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η ρ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστωσαν v1, v2 P S3

και u P  i, j, k ¡. Τότε έχουµε

ρpv1v2qpuq � v1v2uv2v1 � ρpv1qρpv2qpuq.

Επειδή ρp1qpuq � u και ρp�1qpuq, έχουµε ότι t1,�1u � kerρ.
΄Εστω v P kerρ µε v � a� bi� jc� kd, τότε ρpvqpiq � i και έχουµε

pa� bi� jc� kdqipa� bi� jc� kdq � i.

΄Αρα a2 � b2 � c2 � d2 � 1 και επειδή v P S3, επίσης έχουµε a2 � b2 � c2 � d2 � 1.
Οπότε c � 0 � d. Από τη σχέση ρpvqpjq � j, έχουµε ότι d � 0 και a2 � 1, οπότε
a P t1,�1u

Πρόταση 3.3.0.6. Το κέντρο της S3 � Spp1q είναι το t1,�1u ενώ της SOp3q το
tIu.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα ϐρούµε το κέντρο της S3. Γνωρίζουµε ότι t1,�1u � CpS3q,
διότι µόνο οι πραγµατικοί αριθµοί αντιµετατίθενται µε τα τεταρτόνια.

΄Εστω v � a� bi� jc� kd P CpS3q. Από τη σχέση vi � iv έχουµε ότι

�b� ia� jd� kc � �b� ia� jd� kc.

∆ηλαδή c � 0 � d. Επίσης από τη σχέση vj � jv έχουµε ότι b � 0. ΄Αρα v � a
και a2 � 1. Τελικά t1,�1u � CpS3q.

Τώρα ϑα υπολογίσουµε το κέντρο της SOp3q. ΄Εστω τώρα A P CpSOp3qq.
΄Εχουµε ότι ο A αντιµετατίθεται µε τον T pθq όπου

T pθq �
�
� cos θ sin θ 0
� sin θ cos θ 0

0 0 1

�

P SOp3q.

Θα δείξουµε ότι ο A αφήνει το ϐασικό υπόχωρο   p0, 0, 1q ¡ αναλλοίωτο.
Ο T pπq στέλνει το e1 � p1, 0, 0q στο e2 � p0, 1, 0q, το p0, 1, 0q στο p�1, 0, 0q και

αφήνει το e3 � p0, 0, 1q αναλλοίωτο. ΄Εστω ότι e3A � ae1 � be2 � ce3 , τότε

e3AT pπq � ae1T pπq � be2T pπq � ce3T pπq � ae2 � be1 � ce3.

Αλλά e3T pπqA � e3A. ΄Αρα a � 0 � b και επειδή ο A διατηρεί τα µήκη, πρέπει
να έχουµε ότι c P t�u.

ΟA λοιπόν δηµιουργεί µια ορθογώνια απεικόνιση στο επίπεδο  p1, 0, 0q, p0, 1, 0q ¡
αφού αφήνει τον υπόχωρο   p0, 0, 1q ¡ αναλλοίωτο. Θα δείξουµε ότι είναι στροφή

σ΄ αυτό το επίπεδο. ∆ηλαδή A � T pθq. Ας υποθέσουµε ότι A �
�
� a b 0

c d 0
0 0 1

�

, τότε
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Νώντας Κεχαγιάς 3.3. ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ ΤΟΥ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΟΥ

�
a b
c d



P Op2q . Επίσης ο A P CpSOp3qq αντιµετατίθεται µε όλες τις στροφές

στο επίπεδο   p1, 0, 0q, p0, 1, 0q ¡. ΄Αρα�
a b
c d


�
cos θ sin θ
� sin θ cos θ



�
�

cos θ sin θ
� sin θ cos θ


�
a b
c d




για κάθε θ. ΄Εχουµε λοιπόν µετά από τις αναγκαίες πράξεις ότι�
a b
�b a



�
�
a b
c d




και ϑα πρέπει η ορίζουσα αυτή να είναι 1. ∆ιαφορετικά ϑα είχαµε detpAq � �1!.
∆ηλαδή c � 1 και τότε A � T pθq.

Χρειαζόµαστε ένα ακόµη ϐήµα για να τελειώσει η απόδειξη. ΄Εχουµε ότι�
� 0 0 1

0 1 0
�1 0 0

�

P SOp3q και

T pθq
�
� 0 0 1

0 1 0
�1 0 0

�

�

�
� 0 sin θ cos θ

0 cos θ � sin θ
�1 0 0

�

�

�
� 0 0 1

0 1 0
�1 0 0

�

T pθq �

�
� 0 0 1

� sin θ cos θ 0
� cos θ sin θ 0

�

.

Τελικά cos θ � 1 και sin θ � 0. ΄Αρα T pθq � I.

Πόρισµα 3.3.0.7. Η S3 δεν είναι ισόµορφη µε την SOp3q σαν οµάδες.

Αργότερα ϑα δείξουµε ότι ρpS3q � SOp3q χρησιµοποιώντας τοπολογικά εργα-
λεία. ∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός µεταξύ των αντίστοιχων
τοπολογικών οµάδων και επειδή η S3 και η SOp3q είναι συνεκτικές έχουµε το
επιθυµητό αποτέλεσµα. ΄Αρα S3{ t�1 u � SOp3q . Από την αλγεβρική τοπολογία
γνωρίζουµε ότι ο χώρος S3{ t�1 u είναι οµοιοµορφικός µε τον πραγµατικό προ-
ϐολικό χώρο διάστασης 3, RP 3 (ϐλέπε Hatcher). Οπότε υπάρχει οµοιοµορφισµός
SOp3q � RP 3.
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3.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω A ένα στοιχείο της Opnq µε detA � �1. ∆είξτε ότι

Opnq � SOpnq � tBA|B P SOpnqu.

2. ΄Εστω A P Upnq και z P C µε µήκος ένα. ∆είξτε ότι zA P Upnq.

3. ΄Ενας πίνακας A P Mn pq καλείται ιδιοδύναµος αν A2 � A. ∆είξτε ότι η
εικόνα του Rn µέσω του A είναι ακριβώς τα σταθερά του σηµεία.

4. ΄Ενας πίνακας A � pai,jq καλείται µηδενοδύναµος αν Ak � Ο για κάποιον
ϕυσικό k. ∆είξτε ότι αν ai,j � 0 για i ¥ j, τότε ο A είναι µηδενοδύναµος.

5. ΄Εστω B το σύνολο όλων των πινάκων B � pbi,jq µε bi,j � 0 για i ¡ j και
bi,i � 1. ∆είξτε ότι το B είναι οµάδα.

6. ∆είξτε ότι SUp2q �"
x

�
1 0
0 1



� y

�
i 0
0 �i



� z

�
0 1
�1 0



� w

�
0 i
i 0



|

|x, y, z, w P R, x2 � y2 � z2 � w2 � 1 u.

7. ∆είξτε ότι το κέντρο της S3 είναι η υποοµάδα t�1u.

8. ∆είξτε ότι το κέντρο της SOp2q είναι η υποοµάδα t�Iu.

9. ∆είξτε ότι το κέντρο της SOp3q είναι η υποοµάδα tIu.

10. ΄Εστω A P GLnpCq. Με GApCq συµβολίζουµε το υποσύνολο tB|BAtu και
µε SGApCqtB|BAt

, detB � 1u. ∆είξτε ότι SGApCq ¤ GApCq ¤ GLnppCqq,
GInpCq � Upnq και SGInpCq � SUpnq.

11. ΄Εστω Jnpaij µε στοιχεία aij � 0 για i�j � n�1 και aij � 1 για i�j � n�1.

Ο Jn καλείται αντιθετοδιαγώνιος. ΄Εστω S �
�

0 Jn
�Jn 0



, τότε GSpCq �

Sppnq.
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12. ΄Εστω A P GLnpCq. Ορίζουµε µια διγραµµική µορφή που εξαρτάται από
τον A ως εξής

  �,� ¡: Cn � Cn Ñ C

µε τύπο   u, v ¡� uAvt. ∆είξτε ότι η   �,� ¡ ικανοποιεί τις ιδιότητες της
διγραµµικής µορφής. ΄Ενας πίνακας καλείται αυτοµορφισµός της µορφής
  �,� ¡, αν

  uB, vB ¡�  u, v ¡, @u, v P Cn.

∆είξτε ότι η GApCq ταυτίζεται µε τους αυτοµορφισµούς της   �,� ¡.
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Κεφάλαιο 4

Οµάδες και τοπολογικοί χώροι

4.1 Βασικά Στοιχεία

Υπενθυµίζουµε γνωστές έννοιες σχετικά µε οµάδες και τοπολογικούς χώρους.

Ορισµός 4.1.0.1. Μια συλλογή αντικειµένων O καλείται οµάδα, αν είναι εφο-
διασµένη µε µια πράξη ώστε αυτή να είναι προσεταιριστική pabqc � apbcq, να έχει
ταυτοτικό στοιχείο e ώστε ae � a � ea και για κάθε στοιχείο a να υπάρχει ένα a1

ώστε aa1 � e � a1a.

Ορισµός 4.1.0.2. Μια συλλογή αντικειµένων X καλείται τοπολογικός χώρος, αν
είναι εφοδιασµένη µε µια συλλογή υποσυνόλων Τ τα οποία ϑα καλούνται ανοικτά
σύνολα ώστε να ικανοποιεί τις επόµενες συνθήκες.
1) Το κενό σύνολο και ο X ϐρίσκονται στη συλλογή.
2) Η ένωση οποιουδήποτε αριθµού στοιχείων της συλλογής είναι στοιχείο της συλ-
λογής.
3) Η τοµή πεπερασµένου αριθµού στοιχείων της συλλογής είναι στοιχείο της συλλο-
γής.

Μια συγκεκριµένη συλλογή υποσυνόλων του X όπως προηγουµένως καλείται
µια τοπολογία για τον X και τα εν λόγω υποσύνολα ανοικτά υποσύνολα.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα υποσύνολο Β της Τ καλείται ϐάση της τοπολογίας
αν: 1) γιά κάθε x P X υπάρχει A P Β µε x P A και 2) για κάθε δύο στοιχεία A,B
της Β υπάρχει C P Β ώστε C � AXB.

΄Ενα υποσύνολο X1 � X ϑα καλέιται ανοικτό, αν για κάθε x P X1 υπάρχει
A P Β µε x P A � X1.

Ορισµός 4.1.0.3. ΄Εστω Y υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου pX,Τq, η συλλογή
Τ΄ � tY X A | A P Τu καλείται τοπολογία του υποχώρου για τον Y .

Για το αντικείµενο µελέτης µας, τις τοπολογικές οµάδες, ϑα ϑεωρήσουµε ότι
ικανοποιείται και η επόµενη συνθήκη. Αν a και b είναι δυο αντικείµενα του X,
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τότε υπάρχει ένα στοιχείοA της συλλογής T το οποίο περιέχει το a και δεν περιέχει
το b.

Ορισµός 4.1.0.4. Μια συλλογή αντικειµένων O καλείται τοπολογική οµάδα, αν
είναι οµάδα, τοπολογικός χώρος, η πράξη της οµάδας O � O Ñ O είναι συνεχής
απεικόνιση και η πράξη του αντιστρόφου στοιχείου O Ñ O µε a ÞÝÑ a�1 είναι
επίσης συνεχής απεικόνιση.

∆ιαφορετικά, η απεικόνιση ϕ : O�O Ñ O µε τύπο ϕpa, bq � ab�1 είναι συνεχής
απεικόνιση. Εδώ το σύνολο O �O έχει την καρτεσιανή τοπολογία.

∆ηλαδή η τοπολογική δοµή του χώρου συνδέεται µε την αλγεβρική του δοµή.
Η απαίτηση αυτή είναι ιδιαίτερα περιοριστική.

Το εσωτερικό γινόµενο σ΄ έναν Ευκλείδειο χώρο V ορίζει µετρική d : V � V Ñ
R� Y 0 µε dpu, vq � ?  u� v, u� v ¡ και ο V γίνεται µετρικός τοπολογικός
χώρος.

Με το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο 3.1.0.1 ο Rn γίνεται µετρικός χώρος. Με
τη µετρική ορίζεται µια ϐάση ανοικτών περιοχών µε ανοικτά σύνολα τις ανοικτές
µπάλες κέντρου v και ακτίνας ε ¡ 0

Bpv, εq � tu P Rn | dpv, uq   ε u.
Εδώ µπορούµε να πάρουµε όλα τα v � px1, � � � , xnq ώστε xi P Q και ε P Q.
∆ηλαδή ο Rn έχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών.

Ορισµός 4.1.0.5. ΄Ενα υποσύνολο A � Rn καλείται ανοικτό, αν για κάθε v P A
υπάρχει Bpv, εq ώστε Bpv, εq � A. Εδώ Bpv, εq είναι η ανοικτή µπάλα µε κέντρο
το v και ακτίνα ε ¡ 0. ∆ηλαδή το σύνολο tu P Rn| ||u� v||   ε u .

Εδώ η νόρµα επάγεται από το κανονικό εσωτερικό γινόµενο.

Ορισµός 4.1.0.6. ΄Εστω A � Rn και απεικόνιση f : A Ñ Rm. Η f ϑα καλείται
συνεχής στο v P A, αν για κάθε Bpfpvq, εq υπάρχει δ ¡ 0 ώστε fpA X Bpv, δqq �
Bpfpvq, εq.

Αν το προηγούµενο ισχύει για κάθε στοιχείο του A, τότε η f ϑα καλείται συνεχής
στο A.

Ορισµός 4.1.0.7. ΄Εστωσαν X, Y τοπολογικοί χώροι και απεικόνιση f : X Ñ Y
συνεχής. Η f ϑα καλείται οµοιοµορφισµός αν είναι 1-1, επί και η αντίστροφη
συνάρτηση f�1 : Y Ñ X είναι επίσης συνεχής. Τότε γράφουµε X � Y .

Παράδειγµα 4.1.0.8. Οι πραγµατικοί αριθµοί είναι ταυτόχρονα τοπολογικός (µε-
τρικός) χώρος και οµάδα µε την πρόσθεση. Οι προηγούµενες πράξεις είναι προφα-
νώς συνεχείς.

Παράδειγµα 4.1.0.9. Οι µιγαδικοί αριθµοί µε την πρόσθεση είναι οµάδα. Οι µιγα-
δικοί αριθµοί µπορούν να αναπαρασταθούν µε τα σηµεία του επιπέδου, δηλαδή τον
R2, ο οποίος είναι τοπολογικός (µετρικός) χώρος και οι προηγούµενες πράξεις είναι
προφανώς συνεχείς.
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Παράδειγµα 4.1.0.10. Ας ϑεωρήσουµε τους µιγαδικούς µε µήκος ένα, δηλαδή την
υποοµάδα S1 της πολλαπλασιαστικής οµάδαςC�. Και αυτή είναι επίσης τοπολογική
οµάδα. Γνωρίζουµε επίσης ότι η συγκεκριµένη οµάδα είναι ισόµορφη µε το πηλίκο
R{Z.

Παράδειγµα 4.1.0.11. ΄Εστω f : r0, 2πq Ñ S1 µε fptq � eit. Η f είναι συνεχής
1-1 και επί αλλά η f�1 δεν είναι συνεχής.

Λήµµα 4.1.0.12. Μια τοπολογική οµάδα είναι χώρος Hausdorff. ∆ηλαδή για κάθε
δύο στοιχεία του χώρου υπάρχουν δυο ανοικτά ξένα υποσύνολα τα οποία περιέχουν
τα στοιχεία αντίστοιχα.

Παράδειγµα 4.1.0.13. ΄Εστω Mn pRq το σύνολο των πραγµατικών τετραγωνικών
πινάκων. Κάθε στοιχείο αυτής της οµάδας µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα στοιχείο του
Rn2

ϐάζοντας τις γραµµές του πίνακα την µία δίπλα στην άλλη. Οπότε το Mn pRq
είναι και τοπολογικός χώρος και σαν ϐασικά σύνολα του µηδενικού στοιχείου µπο-
ϱούµε να ϑεωρήσουµε τα υποσύνολα

Sεp0q �
#
A � pai,jq PMpn,Rq |

¸
1¤i¤n

¸
1¤j¤n

a2i,j   ε u

για κάθε ε ¡ 0.
Αν B PMpn,Rq έχουµε τα ϐασικά υποσύνολα στον B να δίνονται από

SεpBq � B � Sεp0q

για κάθε ε ¡ 0.
Τώρα οι πράξεις που είναι εφοδιασµένο το Mpn,Rq, της πρόσθεσης και του πολ-

λαπλασιασµού, είναι συνεχείς. Αν ϑεωρήσουµε κάποιο υποσύνολό του το οποίο να
είναι οµάδα µε το γινόµενο των πινάκων, όπως το σύνολο GLn pRq των αντιστρέψι-
µων πινάκων, και η απεικόνιση η οποία στέλνει τονA στον αντίστροφό τουA�1 είναι
επίσης συνεχής. Αυτά λοιπόν τα υποσύνολα είναι τοπολογικές οµάδες. Θα δούµε
πιο κάτω ότι είναι οµάδες Lie.

Πρόταση 4.1.0.14. Κάθε υποοµάδα τοπολογικής οµάδας είναι τοπολογική οµάδα
µε την τοπολογία του υποχώρου.

΄Εστω a ένα συγκεκριµένο στοιχείο της τοπολογικής οµάδας O. Ορίζεται η
απεικόνιση La : O Ñ O µε τύπο Lapgq � ag η οποία είναι οµοιοµορφισµός
και καλείται αριστερή µεταφορά. Αν c και b είναι δύο στοιχεία της, τότε υπάρχει
οµοιοµορφισµός La ο οποίος στέλνει το b στο c µε a � cb�1. Αυτό δηλώνει ότι
ανοικτές περιοχές των c και b είναι τοπολογικά ¨όµοιες¨. ΄Αρα τοπικά σε κάθε
σηµείο είναι όµοιες. Αρκεί λοιπόν να τις µελετήσουµε γύρω από το ταυτοτικό
στοιχείο. Αυτή ήταν και η αρχική προσέγγιση του Lie. Αν το a διαφέρει από το
ταυτοτικό στοιχείο, τότε η La δεν έχει σταθερό σηµείο, Lapgq � g .
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Ανάλογα ορίζεται και η δεξιά µεταφορά Ra : O Ñ O η οποία είναι επίσης
οµοιοµορφισµός. Ακόµη µια σηµαντική απεικόνιση είναι και ο εσωτερικός ο-
µοιοµορφισµός για κάθε στοιχείο a µε τύπο Oapgq � aga�1.

Αναφέρουµε επιγραµµατικά ϐασικούς ορισµούς και προτάσεις που ϑα χρησι-
µοποιήσουµε στη µελέτη µας.

Ορισµός 4.1.0.15. ΄Ενα υποσύνολο A ενός τοπολογικού χώρου X καλείται συνε-
κτικό, αν είναι ταυτόχρονα ανοικτό και κλειστό. ∆ηλαδή δεν µπορεί να γραφεί σαν
ξένη ένωση ανοικτών υποσυνόλων.

Θεώρηµα 4.1.0.16. ΄Εστω O µία συνεκτική τοπολογική οµάδα και H υποοµάδα
η οποία περιέχει µια ανοικτή περιοχή του ταυτοτικού στοιχείου, τότε O � H.

Ορισµός 4.1.0.17. ΄Ενας τοπολογικός χώροςX ϑα καλείται τροχιακά συνεκτικός,
αν για κάθε v, u P X υπάρχει α : r0, 1s Ñ X συνεχής ώστε αp0q � v και αp1q � u.

Υπάρχουν συνεκτικοί χώροι οι οποίοι δεν είναι τροχιακά συνεκτικοί.

Λήµµα 4.1.0.18. Η συνεχής εικόνα τροχιακά συνεκτικού υποσυνόλου είναι επίσης
τροχιακά συνεκτικό υποσύνολο. Το ίδιο ισχύει και για συνεκτικό υποσύνολο.

Παράδειγµα 4.1.0.19. Η απεικόνιση της ορίζουσας det : GLn pRq Ñ R� είναι
συνεχής επιµορφισµός µεταξύ τοπολογικών οµάδων. Συνεπώς η GLn pRq δεν είναι
συνεκτικός τοπολογικός χώρος.

Θεώρηµα 4.1.0.20. Η συνεκτική συνιστώσα του ταυτοτικού στοιχείου µιας τοπο-
λογικής οµάδας είναι υποοµάδα.

Ορισµός 4.1.0.21. ΄Ενα υποσύνολο A � Rn καλείται ϕραγµένο, αν υπάρχει
στοιχείο v και αριθµός ε ¡ 0 ώστε A � Bpv, εq.
Ορισµός 4.1.0.22. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται συµπαγής, αν κάθε
ανοικτό κάλυµµά του έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα.

Πρόταση 4.1.0.23. ΄Ενα υποσύνολοA � Rn είναι συµπαγές, αν και µόνο αν είναι
κλειστό και ϕραγµένο.

Λήµµα 4.1.0.24. Η συνεχής εικόνα συµπαγούς υποσυνόλου είναι επίσης συµπαγές
υποσύνολο.

4.2 Η σχέση µε τη Φυσική

Πολλά ϐιβλία στη Θεωρία Οµάδων ξεκινούν µε τη µελέτη των κρυσταλλογραφικών
οµάδων. Εύλογα κάποιος ϑα ϑεωρούσε ότι η Θεωρία Οµάδων αποτελεί µια έξυπνη
εφαρµογή στην ανάλυση της κρυσταλλικής δοµής. Η µελέτη της κρυσταλλικής
δοµής ξεκίνησε το 1784 πολύ πριν καν εκφραστεί η έννοια της οµάδας, η οποία
άρχισε να διαµορφώνεται µε τη µελέτη των συµµετριών πολύ αργότερα.
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Η απλούστερη εφαρµογή της Θεωρίας Οµάδων στη ϕυσική είναι µέσω µιας
αβελιανής οµάδας σε τρεις γεννήτορες (χρόνος, µήκος, µάζα). Η οµάδα Lorentz
αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις του Maxwell στην ηλεκτροµαγνητική ϑεωρία.
Με πολλούς τρόπους µπορεί να δει κάποιος το ϱόλο της οµάδας Lorentz στη µο-
ντέρνα ϕυσική. Είναι γνωστό (A. N. Whitehead) ότι οι τύποι αλλαγής µεταβλητών
από ένα σύστηµα σ΄ ένα άλλο το οποίο κινείται οµοιόµορφα εν σχέση µε το πρώτο
είναι γραµµικοί. Η υπόθεση ότι το σύνολο των µετασχηµατισµών αποτελεί οµάδα
υπονοεί την ύπαρξη µίας απόλυτης σταθεράς k ώστε η ποιοτική ϕύση των µετα-
σχηµατισµών ϑα είναι ϱιζικά διαφορετικοί εξαρτώµενοι από το αν η σταθερά είναι
ϑετική, µηδέν ή αρνητική. Η περίπτωση k � 0 αντιστοιχεί στη Νευτώνεια Μηχανι-
κή. Αν k � 0, τότε οι τιµές της είναι ιδιαίτερα µικρές της τάξης του c�2, για c την
ταχύτητα του ϕωτός. Για k   0, ϑα έχουµε περίεργα ϕυσικά ϕαινόµενα, οπότε
η µελέτη στρέφεται στην περίπτωση k ¡ 0. Η Νευτώνεια µηχανική παραµένει
αναλλοίωτη κάτω από µετασχηµατισµούς για k � 0 ενώ η Θεωρία του Maxwell
για k ¡ 0.

Η προφανής υπόθεση ότι το σύνολο των µετασχηµατισµών ενός συστήµατος
αποτελεί οµάδα µας επιτρέπει να συµπεράνουµε την ύπαρξη µιάς σηµαντικής
ϕυσικής σταθεράς η οποία δεν εξαρτάται από τον παρατηρητή. Ο Einstein ήταν
αυτός που κατόρθωσε να συλλάβει τα επαναστατικά αποτελέσµατα της σωστής ε-
πιλογής για τη σταθερά και ανάγκασε την επιστηµονική κοινότητα να δει µε νέα
αντίληψη τη σχέση του χρόνου µε τον χώρο. Από την άλλη µεριά ο Dirac επέµενε
ότι η κβαντική µηχανική ϑα πρέπει να ϐρίσκεται σε συνεργασία µε την ειδική
σχετικότητα η οποία µας αναγκάζει να δούµε ότι σωµατίδια και αντισωµατίδια
υπάρχουν κατά δυικό τρόπο. Η απαίτηση ότι µια εξίσωση όπως του Dirac είναι
αναλλοίωτη κάτω από τη δράση συγκεκριµένης οµάδας δεν καθορίζει µοναδικά
την εξίσωση. Για τις εξισώσεις ϐαρύτητας του Einstein, ο Cartan έδειξε ότι σχε-
δόν καθορίζονται µοναδικά. Αυτό είχε σηµαντικές επιπτώσεις στις εφαρµογές της
Θεωρίας Οµάδων στη Φυσική.

Υπάρχει πληθώρα ϐιβλιογραφίας πάνω στο συγκεκριµένο ϑέµα, αν και τα
περισσότερα ϐιβλία αναφέρονται κυρίως στην κβαντική µηχανική. Σαν µια εφαρ-
µογή ϑα αναφέρουµε ότι τα οκτώ από τα ϐαρέα στοιχειώδη σωµατίδια µπορούν
να ταξινοµηθούν χρησιµοποιώντας στοιχεία από τη ϑεωρία αναπαραστάσεων της
SUp3q. Φυσικά είναι γνωστή η επίδραση της ϑεωρίας των οµάδων και υποοµάδων
ισοµετριών του χωρόχρονου στην κβαντική ϕυσική.

Ο τελεστής , Hamilton H, ενός ϕυσικού συστήµατος παίζει δύο σηµαντικούς
ϱόλους στην κβαντική µηχανική κατα τον Schiff, 1968.
1) Οι ιδιοτιµές ε, όπως δίνονται από την ανεξάρτητη του χρόνου εξίσωση του
Schrodinger

Hϕ � εϕ

είναι οι µοναδικές επιτρεπτές τιµές της ενέργειας του συστήµατος.
2) Η εξέλιξη του συστήµατος στο χρόνο καθορίζεται από µια κυµατική συνάρτηση
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η οποία ικανοποιεί την εξίσωση του Schrodinger

Hψ � ih
ϑψ

ϑt
.

Σηµαντική πληροφορία για την εξέλιξη του συστήµατος µπορεί να εξαχθεί από την
µελέτη της οµάδας των µετασχηµατισµών οι οποίοι αφήνουν το σύστηµα Hamilton
αναλλοίωτο.

Αναφέρουµε το επόµενο Θεώρηµα το οποίο εκφράζει πως και γιατί η Θεωρία
Οµάδων παίζει τόσο σηµαντικό ϱόλο στην κβαντική µηχανική.

Θεώρηµα 4.2.0.1. Το σύνολο των µετασχηµατισµών οι οποίοι αφήνουν το σύστηµα
Hamilton αναλλοίωτο αποτελεί οµάδα η οποία καλείται η οµάδα της εξίσωσης του
Schrodinger.

Παράδειγµα 4.2.0.2. Για το άτοµο του υδρογόνου έχουµε

Hprq � �h
2

2µ

� B2
Bx2 �

B2
By2 �

B2
Bz2



� V prq �

�h
2

2µ

� B2
Bx2 �

B2
By2 �

B2
Bz2



� ε2a

x2 � y2 � x2
.

Εδώ το µ δηλώνει τη µάζα και η V prq το πιθανό πεδίο το οποίο επηρεάζει το σωµα-
τίδιο. Η αντίστοιχη οµάδα είναι η οµάδα στροφών του R3, Op3q.

Παράδειγµα 4.2.0.3. Η διεδρική οµάδα D4 είναι ισόµορφη µε την κρυσταλλική
οµάδα Schonfliess, 1923, η οποία αφήνει αναλλοίωτο ένα κρυσταλλικό πλέγµα
και ένα συγκεκριµένο σηµείο του. Είναι οµάδα στροφών κατά γωνία π στον R3.
Μπορεί να περιγραφεί ως εξής.
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Με C2x, C2y, C2z συµβολίζουµε δεξιόστροφες στροφές κατά γωνία π γύρω από
τους άξονες x, y και z αντίστοιχα. ∆ηλαδή ο άξονας µένει αναλλοίωτος και η
στροφή γίνεται στο κάθετο επίπεδο (Θεώρηµα Euler).

C2x �
�
� 1 0 0

0 �1 0
0 0 �1

�

, C2y �

�
� �1 0 0

0 1 0
0 0 �1

�

, C2z �

�
� �1 0 0

0 �1 0
0 0 1

�

.

ΜεC4y συµβολίζουµε δεξιόστροφες στροφές κατά γωνία π{2 γύρω από τον άξονα
y και µε C�1

4y την αριστερόστροφη.

C4y �
�
� 0 0 �1

0 1 0
1 0 0

�

, C�1

4y �
�
� 0 0 1

0 1 0
�1 0 0

�

.

Οι C2c και C2d δηλώνουν δεξιόστροφες στροφές κατά γωνία π γύρω από τους
άξονες c και d αντίστοιχα.

C2c �
�
� 0 0 1

0 �1 0
1 0 0

�

, C2d �

�
� 0 0 �1

0 �1 0
�1 0 0

�

.
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4.3 Ασκήσεις

1. ∆είξτε τον ισοµορφισµό που περιγράφεται στο παράδειγµα 4.2.0.3.

2. ΄Εστω det :Mpn,Rq Ñ R η απεικόνιση της ορίζουσας.

α) ∆είξτε ότι το σύνολο GLnpRq είναι ανοικτό υποσύνολο.

ϐ) ∆είξτε ότι το σύνολο GLnpRq έχει δύο συνεκτικές συνιστώσες.

γ) ∆είξτε ότι ο περιορισµός της det στο GLnpRq και R� είναι συνεχής επι-
µορφισµός οµάδων.

δ) ∆είξτε ότι το σύνολο SLnpRq είναι κλειστό υποσύνολο.

ε) ∆είξτε ότι η υποοµάδα SLnpRq είναι κανονική στην GLnpRq.
στ) ∆είξτε τον ισοµορφισµό τοπολογικών οµάδων

GLnpRq{SLnpRq � R�.

Ϲ) ∆είξτε ότι το σύνολο GLnpRq δεν είναι συµπαγές.

η) ∆είξτε ότι το σύνολο SLnpRq δεν είναι συµπαγές.

ϑ) ∆είξτε ότι η υποοµάδα SOpnq είναι κανονική στην Opnq.
ι) ∆είξτε ότι το σύνολο Opnq είναι κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο, άρα
συµπαγές.

3. α) ΄Εστω A P Opnq τότε ορίζεται η απεικόνιση

φA : Sn�1 Ñ Sn�1

µε τύπο φApuq � uA. ∆είξτε ότι είναι συνεχής.

ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει µια δράση της Opnq στην Sn�1

Opnq � Sn�1 Ñ Sn�1.

Να ϐρεθούν τα στοιχεία της Opnq τα οποία αφήνουν το p0, � � � , 0, 1q αναλλο-
ίωτο. ∆είξτε ότι είναι υποοµάδα.

γ) ∆είξτε ότι το προηγούµενο σύνολο είναι ισόµορφο µε την Opn� 1q.
δ) ∆είξτε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός Opnq{Opn� 1q � Sn�1.

4. ∆είξτε ότι οι οµάδες R και R� δεν έχουν υποοµάδες τάξης 3.

5. ∆είξτε ότι η οµάδα B�p2,Rq που αποτελείται από τους 2�2 άνω τριγωνικούς
πίνακες µε ϑετική ορίζουσα δεν έχει υποοµάδα τάξης 3.
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6. ∆είξτε ότι η οµάδα Op2q �B�p2,Rq έχει µόνο µια υποοµάδα τάξης 3.

7. ∆είξτε ότι η οµάδα GL2pRq έχει άπειρες υποοµάδες τάξης 3.

8. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ισοµορφισµός οµάδων

GL2pRq � Op2q � R3

9. α) Με

B�pn,Rq � tA � pai,jq P GLnpRq | ai,i ¡ 0, ai,j � 0, i ¡ j u

συµβολίζουµε τη ϑετική υποοµάδα του Borel. ∆ηλαδή τους άνω τριγωνι-
κούς πίνακες µε ϑετικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο. ∆είξτε ότι υπάρχει
οµοιοµορφισµός

B�pn,Rq � Rnpn�1q{2.

ϐ) ΄Εστω SB�pn,Rq � B�pn,Rq X SLnpRq. ∆είξτε ότι υπάρχει οµοιοµορφι-
σµός

SB�pn,Rq � Rpn2�n�2q{2.

γ) B�pn,Rq XOpnq � t�Iu.

10. ∆είξτε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός

GLnpRq � Opnq � Rnpn�1q{2

τοπολογικών χώρων αλλά όχι οµάδων.
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Κεφάλαιο 5

Εφαπτόµενος χώρος

5.1 Καµπύλες, ∆ιάσταση εφαπτόµενου χώρου

Σ΄ αυτήν την ενότητα ϑα αναφερθούµε σε διαφορίσιµες καµπύλες στο σύνολο των
πινάκων. ΄Εστω V ένας πεπερασµένης διάστασης πραγµατικός διανυσµατικός
χώρος. Υπενθυµίζουµε ότι ο V είναι τοπολογική οµάδα. Μια καµπύλη α στον V
είναι µια συνεχής απεικόνιση

α : pa, bq Ñ V.

Εδώ ϑεωρούµε ότι 0 P pa, bq.
Η α είναι διαφορίσιµη στο c P pa, bq αν υπάρχει το επόµενο όριο.

limÝÑ
αpc� hq � αpcq

h
.

Σ΄ αυτήν την περίπτωση το όριο είναι ένα διάνυσµα στον V το οποίο συµβολίζουµε
µε α1pcq. Γνωρίζουµε ότι αptq � pα1ptq, � � �αnptqq και οι επιµέρους συναρτήσεις
αiptq είναι παραγωσίµες. Αν επιλέξουµε µια ϐάση για τον V , τότε το διάνυσµα
α

1pcq συµβολίζεται µε pα1

1pcq, � � � , α1

npcqq.
Οι διανυσµατικοί χώροι Mn pRq, Mn pCq και Mn pHq είναι πραγµατικοί διανυ-

σµατικοί χώροι διάστασης n2, 2n2 και 4n2 αντίστοιχα. Μια οµάδα G � Mn pkq
είναι τοπολογικός υπόχωρος του τοπολογικού χώρου Mn pkq � Rm. Εφόσον οι
οµάδες πινάκων τις οποίες µελετάµε είναι υποσύνολα κάποιου διανυσµατικού
χώρου V � Rm για κάποιο m και ο V είναι διανυσµατικός χώρος µε νόρµα,
δηλαδή µετρικός χώρος, οι οµάδες αυτές είναι τοπολογικοί υπόχωροι. Επίσης οι
πράξεις αυτών των οµάδων, πρόσθεση ή πολλαπλασιασµός πινάκων, είναι συνε-
χείς απεικονίσεις.

΄Οταν ϑα λέµε µια καµπύλη α στην G ϑα εννοούµε στην G σαν υπόχωρο του
Mn pkq.

Το πλεονέκτηµα σ΄ αυτήν την περίπτωση είναι ότι ορίζεται το γινόµενο δύο
καµπύλων α και γ και είναι επίσης καµπύλη

pαγqptq � αptqγptq.
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Πρόταση 5.1.0.1. Αν οι καµπύλες α και γ είναι διαφορίσιµες, τότε και το γινόµενο
αγ είναι επίσης διαφορίσιµο και ισχύει

pαγq1pcq � α
1pcqγpcq � αpcqγ 1pcq.

Πρόταση 5.1.0.2. ΄ΕστωG µια οµάδα πινάκων στονMn pkq. ΗG είναι τοπολογική
οµάδα.

Ορισµός 5.1.0.3. ΄Εστω G µια οµάδα πινάκων στον Mn pkq. Με TG συµβολίζουµε
το σύνολο όλων των εφαπτόµενων διανυσµάτων α

1p0q για όλες τις καµπύλες α µε
αp0q � I να είναι ο µοναδιαίος πίνακας. Ο TG καλείται ο εφαπτόµενος χώρος της
G στο ταυτοτικό στοιχείο.

Πρόταση 5.1.0.4. ΄ΕστωG µια οµάδα πινάκων στονMn pkq. Το TG είναι υπόχωρος
του Mn pkq.
Ορισµός 5.1.0.5. ΄Εστω G µια οµάδα πινάκων στον Mn pkq. Η διάστασή της
ορίζεται ως η διάσταση του υποχώρου TG.

Παράδειγµα 5.1.0.6. Η Up1q � S1 έχει διάσταση 1.

Παράδειγµα 5.1.0.7. Η Spp1q � S3 έχει διάσταση 3.

Παράδειγµα 5.1.0.8. Η GLpn,Rq έχει διάσταση n2.

Παράδειγµα 5.1.0.9. Η GLpn,Cq έχει διάσταση 2n2.

Ορισµός 5.1.0.10. Ο πίνακας A PMnpRq καλείται αντιθετοσυµµετρικός, αν

A� At � 0.

Ο πίνακας B PMnpCq καλείται αντιθετοερµιτιανός, αν B �B
t � 0.

Ο πίνακας C PMnpHq καλείται αντιθετοσυµπλεκτικός, αν C � C
t � 0.

Η πρώτη συνθήκη δίνει ότι τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου είναι µηδέν και
για τα υπόλοιπα ισχύει aij � �aji.
Η δεύτερη συνθήκη δίνει ότι τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου είναι καθαροί µι-
γαδικοί αριθµοί και για τα υπόλοιπα ισχύει bij � c� di και bji � �c� di.

Ορισµός 5.1.0.11. Με sopnq συµβολίζουµε τους αντιθετοσυµµετρικούς πίνακες.
Με supnq συµβολίζουµε τους αντιθετοερµιτιανούς πίνακες.
Με sppnq συµβολίζουµε τους αντιθετοσυµπλεκτικούς πίνακες.

Πρόταση 5.1.0.12. Το σύνολο sopnq είναι γραµµικός υπόχωρος του MnpRq και
έχει διάσταση npn�1q

2
.

Το σύνολο supnq � MnpCq είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος και έχει δι-
άσταση n2.
Το σύνολο sppnq � MnpHq είναι πραγµατικός διανυσµατικός χώρος και έχει δι-
άσταση np2n� 1q.
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5.2 ∆ιαφορίσιµοι οµοµορφισµοί

΄Οπως αναφέραµε εφόσον οι οµάδες πινάκων τις οποίες µελετάµε είναι υποσύνολα
κάποιου διανυσµατικού χώρου V � Rm για κάποιο m και ο V είναι διανυσµατι-
κός χώρος µε νόρµα, δηλαδή µετρικός χώρος, οι οµάδες αυτές είναι τοπολογικοί
υπόχωροι. Επίσης οι πράξεις αυτών των οµάδων, πρόσθεση ή πολλαπλασιασµός
πινάκων, είναι συνεχείς απεικονίσεις. Οι οµοµορφισµοί οµάδων ϕ : GÑ H τους
οποίους ϑα µελετάµε ϑα ϑεωρούµε ότι είναι συνεχείς απεικονίσεις. Θα εξηγήσου-
µε τώρα τί ϑα εννοούµε λέγοντας ότι είναι διαφορίσιµοι οµοµορφισµοί.

Αν α είναι µια συνεχής καµπύλη, τότε και η σύνθεση ϕα είναι συνεχής κα-
µπύλη.

Ορισµός 5.2.0.1. Ο συνεχής οµοµορφισµός ϕ : GÑ H ϑα είναι διαφορίσιµος, αν
για κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α και η ϕα είναι επίσης διαφορίσιµη.

Ορισµός 5.2.0.2. ΄Εστω ϕ : G Ñ H ένας διαφορίσιµος οµοµορφισµός, αν α1p0q
είναι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα στο ταυτοτικό στοιχείο I της G ορίζουµε το εφα-
πτόµενο διάνυσµα dϕpα1p0qq στην H στο ταυτοτικό της στοιχείο µε

dϕpα1p0qq � pϕ � αq1p0qq.

Η επαγόµενη απεικόνιση dϕ : TG Ñ TH καλείται το διαφορικό της ϕ.

Πρόταση 5.2.0.3. Η απεικόνιση dϕ : TG Ñ TH είναι γραµµική.

Πρόταση 5.2.0.4. ΄Εστω ϕ : G Ñ H και ψ : H Ñ K διαφορίσιµοι οµοµορφισµοί
οµάδων, τότε

dpψϕq � dψ � dϕ.
Πόρισµα 5.2.0.5. Αν ϕ : G Ñ H ένας διαφορίσιµος ισοµορφισµός, τότε ο dϕ :
TG Ñ TH είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων και dimG � dimH.
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5.3 Εκθετική απεικόνιση

Για τις οµάδες πινάκων που µελετάµε έχουµε ορίσει τον εφαπτόµενο χώρο µιας το-
πολογικής οµάδας στο µοναδιαίο στοιχείο. Τώρα ϑα µελετήσουµε µια απεικόνιση
από τον εφαπτόµενο χώρο στην οµάδα.

Ορισµός 5.3.0.1. ΄Εστω ο πίνακας A PMnpRq, ορίζουµε την εκθετική του δύναµη

eA � I � A� A2

2!
� A3

3!
� � � �

Θα λέµε ότι η προηγούµενη σειρά συγκλίνει αν συγκλίνει για κάθε pi, jq ϑέση του
πίνακα

pIqij � pAqij � pA
2

2!
qij � pA

3

3!
qij � � � �

Πρόταση 5.3.0.2. Για κάθε πίνακα A PMnpRq η σειρά

I � A� A2

2!
� A3

3!
� � � �

συγκλίνει.

Ορισµός 5.3.0.3. Ορίζεται λοιπόν η εκθετική απεικόνιση

exp :MnpRq ÑMnpRq.

Λήµµα 5.3.0.4. Αν οι πίνακες A, B PMnpRq αντιµετατίθενται, τότε

eA�B � eAeB.

Πόρισµα 5.3.0.5. Για κάθε πίνακα A P MnpRq ισχύει ότι detpeAq � 0. Η απει-
κόνιση 5.3.0.3 γίνεται

exp :MnpRq Ñ GLnpRq.
Πόρισµα 5.3.0.6. Για κάθε αντιθετοσυµµετρικό πίνακα A P sopnq η απεικόνιση
5.3.0.3 γίνεται

exp : sopnq Ñ Opnq.
Παράδειγµα 5.3.0.7. Σύµφωνα µε τον ορισµό έχουµε

sop2q � t
�

0 x
�x 0



} x P Ru.

Ας υπολογίσουµε τον eA υπολογίζοντας τις πρώτες δυνάµεις του A.

A2 �
�

0 x
�x 0


2

�
� �x2 0

0 �x2


, A3 �

�
0 �x3
x3 0



,
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A4 �
�
x4 0
0 x4



, A5 �

�
0 x5

�x5 0



΄Εχουµε λοιπόν

eA �
�

1 0
0 1



�
�

0 x
�x 0



� 1

2

� �x2 0
0 �x2



� 1

3!

�
0 �x3
x3 0



�

1

4!

�
x4 0
0 x4



� 1

5!

�
0 x5

�x5 0



� � � �

Γνωρίζουµε ότι cosx � 1 � x2

2!
� x4

4!
� x6

6!
� � � και αντίστοιχα για το ηµίτονο. ΄Αρα

έχουµε

eA �
�

cosx sinx
� sinx cosx




και eA P SOp2q. Η τελευταία διαπίστωση δίνει ότι δεν υπάρχει πίνακας B ώστε

eB �
�

1 0
0 �1



.

Σηµειώνουµε επίσης ότι αν A �
�

0 2π
�2π 0



, τότε eA � I.

Τώρα ϑα ορίσουµε την αντίστροφη απεικόνιση της εκθετικής, δηλαδή τον λο-
γάριθµο ενός πίνακα.

Ορισµός 5.3.0.8. ΄Εστω ο πίνακας A PMnpRq ώστε ο A να ϐρίσκεται σε ¨µικρή¨
ανοικτή περιοχή του µοναδιαίου πίνακα, ορίζουµε τον λογάριθµό του

logA � pA� Iq � pA� Iq2
2

� pA� Iq3
3

� � � �

Θα λέµε ότι η προηγούµενη σειρά συγκλίνει αν συγκλίνει για κάθε pi, jq ϑέση του
πίνακα

pA� Iqij � ppA� Iq2
2

qij � ppA� Iq3
3

qij � � � �

Πρόταση 5.3.0.9. Για κάθε πίνακα A PMnpRq ¨κοντά¨ στον µοναδιαίο η σειρά

pA� Iq � pA� Iq2
2

� pA� Iq3
3

� � � �

συγκλίνει.

Λήµµα 5.3.0.10. Αν οι πίνακες A P MnpRq και B P MnpRq ϐρίσκονται ¨κοντά¨
στον µοναδιαίο και οι πίνακες logA και logB αντιµετατίθενται, τότε

logAB � logA� logB.

Πόρισµα 5.3.0.11. Αν ο πίνακας A είναι ορθογώνιος και ϐρίσκεται ¨κοντά¨ στον
µοναδιαίο, τότε ο logA είναι αντιθετο-συµµετρικός.

37



Νώντας Κεχαγιάς ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟΣ ΧΩΡΟΣ

Λήµµα 5.3.0.12. ΄Εστω A PMnpRq και AAt � AtA τότε

pA� IqkpAt � Iqm � pAt � IqmpA� Iqk.

Λήµµα 5.3.0.13. ΄Εστω A P GLnpRq µε A να ϐρίσκεται ¨κοντά¨ στον µοναδιαίο
και AAt � AtA, τότε

logAlogAt � logAtlogA.

Πρόταση 5.3.0.14. Για κάθε πίνακα A P OnpRq ¨κοντά¨ στον µοναδιαίο ο logA
είναι αντιθετοσυµµετρικός.
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5.4 Μονοπαραµετρικές υποοµάδες

Ορισµός 5.4.0.1. Μια µονοπαραµετρική υποοµάδα α στην οµάδα G είναι ένας
διαφορίσιµος οµοµορφισµός

α : RÑ G.

Γνωρίζουµε ότι αρκεί να ορισθεί η α σε µια ανοικτή περιοχή του µηδενός.

Παράδειγµα 5.4.0.2. ΄Εστω A P Mnpkq, η αptq � etA είναι µια µονοπαραµετρική
υποοµάδα της GLpn,kq και α1p0q � A.

Πρόταση 5.4.0.3. ΄Εστω µια µονοπαραµετρική υποοµάδα α στην οµάδαGLpn,kq,
τότε υπάρχει A PMnpkq ώστε αptq � etA.

Γνωρίζουµε ότι TGLpn,kq � Mnpkq, άρα η προηγούµενη πρόταση δηλώνει ότι
κάθε εφαπτόµενο διάνυσµα στην GLpn,kq είναι η παράγωγος στο µηδέν κάποιας
µονοπαραµετρικής υποοµάδας. Το ίδιο ισχύει και για τις ορθογώνιες οµάδες.

Πρόταση 5.4.0.4. ΄Εστω ένα εφαπτόµενο διάνυσµα A στην οµάδα Opn,kq, τότε

υπάρχει µοναδική µονοπαραµετρική υποοµάδα αptq µε α1p0q � A και A� A
t � 0.

Υπάρχει λοιπόν µια ένα προς ένα και επί αντιστοιχία µεταξύ των εφαπτοµένων
διανυσµάτων της GLpn,kq (Opn,kq) και τις µονοπαραµετρικές υποοµάδες.

Πρόταση 5.4.0.5. Ο εφαπτόµενος χώρος τηςOpn,Rq είναι ο διανυσµατικός χώρος
sopnq και έχει διάσταση

dimOpnq � dimsopnq � npn� 1q
2

.

Πρόταση 5.4.0.6. Ο εφαπτόµενος χώρος της Upn,Cq είναι ο διανυσµατικός χώρος
supnq και έχει διάσταση

dimUpnq � dimsupnq � n2.

Πρόταση 5.4.0.7. Ο εφαπτόµενος χώρος τηςSppn,Hq είναι ο διανυσµατικός χώρος
sppnq και έχει διάσταση

dimSppnq � dimsppnq � np2n� 1q.

Για να υπολογίσουµε τη διάσταση της SUpnq ϑα χρησιµοποιήσουµε το επόµενο
αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 5.4.0.8. Αν A είναι ένας πραγµατικός ή µιγαδικός πίνακας, τότε

etrpAq � detpeAq.
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Θα εφαρµόσουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα στην απεικόνιση

tr : supnq Ñ C.

Γνωρίζουµε ότι αν A P supnq, τότε trA � ir για κάποιον πραγµατικό r. ΄Αρα
Imptrq � R και dimImptrq � 1. Από τη γραµµική άλγεβρα γνωρίζουµε ότι
supnq � Imptrq ` kerptrq. ∆ηλαδή

dimsupnq � 1� dimkerptrq.
Από τη σχέση kerptrq � tr�1p0q ϑα δείξουµε ότι

kerptrq � TSUpnq.

Τότε ϑα έχουµε ότι
dimSUpnq � dimTSUpnq � n2 � 1.

Αν τώρα C P supnq µε trC � 0 ϑα έχουµε ότι etrC � e0 � 1. ΄Αρα από το
προηγούµενο Θεώρηµα deteC � 1. Επειδή eCpeCqt � eC�C

t � I ϑα πάρουµε ότι
eC P SUpnq. Θεωρώντας τη µονοπαραµετρική υποοµάδα etC καταλήγουµε στο
Ϲητούµενο.

Πόρισµα 5.4.0.9. Ο εφαπτόµενος χώρος της SUpn,Cq είναι ο διανυσµατικός
χώρος TSUpnq και έχει διάσταση n2 � 1.

5.5 Ασκήσεις

1. ΄Εστω η καµπύλη α : p�1, 1q ÑM3pRq η οποία δίνεται από

αptq �
�
� cost sint 0
�sint cost 0

0 0 1

�

.

∆είξτε ότι η α είναι καµπύλη στην SOp3q και ϐρείτε την α1p0q.

2. ΄Εστω η καµπύλη β : p�1, 1q ÑM3pRq µε τύπο

βptq �
�
� 1 0 0

0 cost sint
0 sint cost

�

.

Υπολογίστε την β1p0q και δείξτε ότι pαβq1 � α1p0q � β1p0q.

3. ΄ΕστωA ένας 3�3 αντιθετοσυµµετρικός πίνακας. ∆είξτε ότι η ορίζουσά του ε-
ίναι µηδέν. ∆είξτε ότι ο A2 είναι συµµετρικός αλλά ο A3 µπορεί να µην είναι.
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4. ΄Εστω B P Op3q � SOp3q. ∆είξτε ότι η σειρά logB µπορεί να µην συγκλίνει.

5. ΄Εστω η καµπύλη α : p�1, 1q ÑM3pRq η οποία δίνεται από

αptq �
�
� cost sint 0
�sint cost 0

0 0 et

�

.

∆είξτε ότι η α είναι µονοπαραµετρική υποοµάδα.

6. ∆είξτε ότι το κέντρο της Upnq είναι η υποοµάδα

CpUpnqq �

�
����

eit 0 � � � 0
0 eit

... . . . ...
0 0 � � � eit

�
���
.

Εδώ t P r0, 2πs.
Ενώ το κέντρο της SUpnq είναι η υποοµάδα

CpSUpnqq �

�
����

eit 0 � � � 0
0 eit

... . . . ...
0 0 � � � eit

�
���
.

Εδώ t � 2π

n
.
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Κεφάλαιο 6

΄Αλγεβρες Lie

6.1 Ορισµοί

Οι διανυσµατικοί χώροι sopnq, supnq και sppnq δεν είναι κλειστοί ως προς το
γινόµενο των πινάκων όπως ϕαίνεται και από το επόµενο παράδειγµα.�

0 x
�x 0



,

�
0 x
�x 0


2

�
� �x2 0

0 �x2



Ορισµός 6.1.0.1. ΄Εστω A, B P Mnpkq ορίζουµε την πράξη Mnpkq �Mnpkq Ñ
Mnpkq µε

rA,Bs � AB �BA.

Πρόταση 6.1.0.2. Οι διανυσµατικοί χώροι sopnq, supnq και sppnq είναι κλειστοί
ως προς το προηγούµενο γινόµενο και γίνονται πραγµατικές άλγεβρες.

Ιδιότητες του προηγουµένου γινοµένου.
1) rA,Bs � �rB,As.
2) rA,B � Cs � rA,Bs � rA,Cs.
3) rcA,Bs � crA,Bs για c P R.
4) rA, rB,Css � rB, rC,Ass � rC, rA,Bss � 0. Η ιδιότητα αυτή καλείται η ιδιότητα
του Jacobi.

Ορισµός 6.1.0.3. ΄Ενας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος εφοδιασµένος µε γι-
νόµενο το οποίο ικανοποιεί τις προηγούµενες ιδιότητες καλείται άλγεβρα Lie.

Παράδειγµα 6.1.0.4. Ας ϐρούµε τις άλγεβρες Lie διάστασης ένα. ra, bs � ar1, bs �
�abr1, 1s � 0 από την πρώτη ιδιότητα.

Ας ϐρούµε τις άλγεβρες Lie διάστασης δύο µε ϐάση pe1, e2 q . ΄Εχουµε rei, eis � 0
και re1, e2s � �re2, e1s. ΄Εστω re1, e2s � ae1 � be2, τότε

re1, re1, e2ss � re1, ae1 � be2s � bre1, e2s � bpae1 � be2q.
΄Αρα για κάθε a και b έχουµε µια άλγεβρα Lie. Αυτές τελικά είναι ισόµορφες.
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Ορισµός 6.1.0.5. ΄Εστω ℓ και ℏ δύο άλγεβρες Lie. ΄Ενας ισοµορφισµός δια-
νυσµατικών χώρων ϕ : ℓ Ñ ℏ ϑα είναι ισοµορφισµός αλγεβρών Lie αν ισχύει
ϕru, vs � rϕpuq, ϕpvqs.

Γιά την ταξινόµηση των τρισδιάστατων αλγεβρών Lie ϐλέπε Α. Fowler-Wright.

Παράδειγµα 6.1.0.6. Ο διανυσµατικός χώρος

sopnq � t
�
� 0 a b
�a 0 c
�b �c 0

�

 | a, b, c P Ru

έχει διάσταση τρία. Ας είναι µια ϐάση του το i, j, k µε γινόµενο ri, js � k, rj, ks � i
και rk, is � j, τότε γίνεται µια τρισδιάστατη άλγεβρα Lie.
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Κεφάλαιο 7

Οµάδες Lie

Μία οµάδα Lie περικλείει τρεις διαφορετικές µαθηµατικές δοµές. Αποτελεί αλγε-
ϐρική οµάδα, τοπολογικό χώρο και διαφορίσιµη πολλαπλότητα.

Μία οµάδα Lie µπορεί να περιγραφεί ισοδύναµα µε διαφορετικούς τρόπους
εξαρτώµενους από τη δοµή στην οποία ϑέλουµε να δώσουµε έµφαση. Μπορεί να
ορισθεί σαν τοπολογική οµάδα µε επιπρόσθετες ιδιότητες διαφορισιµότητας κατά
τον Pontryagin ή σαν διαφορίσιµη πολλαπλότητα µε επιπρόσθετες αλγεβρικές
ιδιότητες κατά τους Chevalley και Adams.

Οι οµάδες Lie οι οποίες υπεισέρχονται σε ϕυσικά προβλήµατα είναι οι κα-
λούµενες γραµµικές οµάδες Lie για τις οποίες µπορεί να δοθεί ένας πιο άµεσος
ορισµός. Οι συγκεκριµένες οµάδες δέχονται µία τουλάχιστον πιστή αναπαράστα-
ση σε πεπερασµένο διανυσµατικό χώρο. ∆εν ϑα επεκταθούµε προς αυτήν την
κατεύθυνση σ΄ αυτές τις σηµειώσεις.

Η ϐασική ιδιότητα µίας οµάδας Lie είναι ότι έχει ένα υπεραριθµήσιµο πλήθος
στοιχείων κοντά στο ταυτοτικό στοιχείο και η δοµή αυτής της περιοχής ουσιαστικά
καθορίζει τη δοµή ολόκληρης της οµάδας και καθορίζεται από την αντίστοιχη
άλγεβρα Lie. Αυτό επιτυγχάνεται µε την παραµετρικοποίηση των στοιχείων αυτής
της περιοχής µε ένα τρόπο ο οποίος καθορίζεται από τη διαφορισιµότητα. Με τη
λέξη κοντά υπονοείται ότι υπάρχει απόσταση µεταξύ των στοιχείων της.

Ορισµός 7.0.0.1. Με τη λέξη χώρος ϑα εννοούµε κάποιο υποσύνολο του Rn µε
την τοπολογία του υποχώρου. Κάθε χώρος λοιπόν έχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών
και είναι Hausdorff.

Ορισµός 7.0.0.2. ΄Ενας χώροςX καλείται n-διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα,
αν για κάθε x P X υπάρχει ανοικτό υποσύνολο Ux τουX, ανοικτή µπάλαBp0, rq �
Rn και οµοιοµορφισµός φx : Ux Ñ Bp0, rq.
Το Ϲεύγος pUx, φxq καλείται χάρτης. Το σύνολο tpUx, φxq | x P X u καλείται άτλας
της X.

Πρόταση 7.0.0.3. Για κάθε n-διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα υπάρχει µέγι-
στος άτλαντας.
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Πρόταση 7.0.0.4. Μια οµάδα πινάκων G διάστασης n είναι µια n-διάστατη πολ-
λαπλότητα.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι dimTG � n, άρα ο εφαπτόµενος χώρος TG είναι ισόµορ-
ϕος µε τον Rn. Θα χρησιµοποιήσουµε την εκθετική απεικόνιση (5.3.0.1) exp από
τον TG στην G η οποία είναι συνεχής. Αρκεί να δείξουµε ότι τοπικά είναι οµοιο-
µορφισµός, δηλαδή µεταξύ ανοικτών περιοχών. Η απεικόνιση του λογαρίθµου
(5.3.0.8) log ορίζεται µεταξύ ανοικτής περιοχής του µηδενικού διανύσµατος του 0
και ανοικτής περιοχής του ταυτοτικού στοιχείου τηςG. Ο λογάριθµος είναι επίσης
συνεχής απεικόνιση και αντίστροφη της εκθετικής απεικόνισης. Καταλήγουµε ότι
τοπικά, σε µία ανοικτή περιοχή του I, υπάρχει οµοιοµορφισµός όπως απαιτεί ο
ορισµός.

Χρησιµοποιώντας την απεικόνιση της µεταφοράς, LA : G Ñ G, η οποία είναι
οµοιοµορφισµός σε σηµείο A της G, έχουµε τον οµοιοµορφισµό

LA � exp : Bp0, rq Ñ G.

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η G είναι πολλαπλότητα διάστασης n.

Ορισµός 7.0.0.5. Μια πολλαπλότητα καλείται κλειστή αν είναι συµπαγής.

Από την άσκηση 1 του Κεφαλαίου 4 έχουµε το επόµενο αποτέλεσµα.

Πόρισµα 7.0.0.6. Η GLpn,Kq δεν είναι κλειστή ενώ η Opn,Kq είναι.

Πρόταση 7.0.0.7. ΄Εστωσαν N και M κλειστές n-διάστατες πολλαπλότητες µε
N �M . Αν η M είναι τροχιακά συνεκτική, τότε N �M .

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι M�N � ∅. ΄Εστω x P N και y PM�N . Επειδή
η M είναι τροχιακά συνεκτική υπάρχει τροχιά γ : r0, 1s Ñ M που συνδέει τα
σηµεία x � γp0q και y � γp1q. Το M �N είναι ανοικτό, οπότε και η γ�1pM �Nq
είναι ανοικτό υποσύνολο του r0, 1s. ΄Αρα το r0, 1s � γ�1pM � Nq είναι κλειστό
οπότε ϑα έχει µέγιστο. Ας είναι αυτό το t0. Τότε γpt0q P N . Εφόσον η N είναι
πολλαπλότητα ϑα υπάρχει ανοικτή περιοχή U του γpt0q και ανοικτή περιοχή

Bεpt0q του t0 ώστε γpBεpt0qq � U . Για το σηµείο t0 � 1

2
ε έχουµε ότι γpt0 � 1

2
εq P

M �Nq και γpt0 � 1

2
εq P N . Οπότε καταλήγουµε σε άτοπο.

Ορισµός 7.0.0.8. ΄Εστω ανοικτό υποσύνολο U � Rn και συνεχής απεικόνιση
f : U Ñ Rm. Η f ϑα καλείται λεία-διαφορίσιµη στο U , αν όλες οι ανώτερες
µερικές παράγωγοι υπάρχουν και είναι συνεχείς.

Ορισµός 7.0.0.9. ΄Εστω ότι οι χάρτες µιας πολλαπλότητας X είναι διαφορίσιµες
απεικονίσεις µεταξύ των αντίστοιχων ανοικτών συνόλων Ux και φxpUxq Η X ϑα
καλείται λεία-διαφορίσιµη πολλαπλότητα αν ισχύει
για κάθε δύο χάρτες φx : Ux Ñ φxpUxq και ψx : Vx Ñ ψxpVxq µε Ux X Vx � H, η
απεικόνιση ψ�1

x φx : Ux X Vx Ñ Ux X Vx είναι διαφορίσιµη.
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Ορισµός 7.0.0.10. ΄Εστωσαν X, Y διαφορίσιµες πολλαπλότητες και απεικόνιση
f : X Ñ Y . Η f ϑα καλείται διαφορίσιµη αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε x P X.
∆ηλαδή αν pUx, φxq είναι χάρτης του x P X και pVfpxq,fpxq q είναι χάρτης του fpxq P
Y , η απεικόνιση fpxqfφ

�1
x είναι διαφορίσιµη εκεί που ορίζεται.

Ορισµός 7.0.0.11. ΄Εστωσαν X, Y διαφορίσιµες πολλαπλότητες και απεικόνιση
f : X Ñ Y διαφορίσιµη. Η f ϑα καλείται διαφοροµορφισµός αν είναι 1-1, επί και
η αντίστροφη f�1 : Y Ñ X είναι επίσης διαφορίσιµη. Τότε γράφουµε X �D Y .

Παράδειγµα 7.0.0.12. ΄Εστω f : RÑ R µε fptq � t3. Η f είναι διαφορίσιµη 1-1
και επί αλλά η f�1 δεν είναι διαφορίσιµη στο 0.

Ορισµός 7.0.0.13. ΄Εστω X διαφορίσιµη πολλαπλότητα η οποία είναι επίσης και
οµάδα. Θα καλείται οµάδα Lie , αν οι απεικονίσεις του γινοµένου µ : X �X Ñ X
και της αντίστροφης λ : X Ñ X µε λpxq � x�1 είναι διαφορίσιµες.

Ορισµός 7.0.0.14. ΄Εστωσαν X και Y οµάδες Lie, τότε ένας οµοµορφισµός ο-
µάδων φ : X Ñ Y ϑα καλείται οµοµορφισµός οµάδων Lie αν είναι και διαφορίσιµη
απεικόνιση.

Παράδειγµα 7.0.0.15. Οι οµάδες R, C, H, Rm, Cm, και Hm µε τις αντίστοιχες
πράξεις είναι οµάδες Lie.

Παράδειγµα 7.0.0.16. Η οµάδα R ταυτίζεται µε την οµάδα των 1 � 1 πινάκων
pexq.

Θεώρηµα 7.0.0.17. Οι οµάδες των πινάκων είναι οµάδες Lie.

Το αντίστροφο του προηγουµένου ϑεωρήµατος δεν είναι αληθές, αλλά κάθε
οµάδα Lie είναι τοπικά ισόµορφη µε κάποια οµάδα πινάκων. ∆ηλαδή τοπικά µια
οµάδα Lie συµπεριφέρεται σαν οµάδα πινάκων.

Ορισµός 7.0.0.18. ΄Εστωσαν X και Y οµάδες Lie. Θα καλούνται τοπικά ισόµορ-
ϕες, αν υπάρχουν ανοικτές περιοχές των ταυτοτικών στοιχείων U1, V1 αντίστοιχα
και οµοµορφισµός φ : U1 Ñ V1.

Παράδειγµα 7.0.0.19. Η οµάδα R είναι τοπικά ισόµορφη µε την οµάδα S1 µέσω
της φpxq � peixq για |x|   π{2.

Πρόταση 7.0.0.20. ΄Εστωσαν X και Y οµάδες Lie. Τότε και η X�Y είναι οµάδα
Lie.

Παράδειγµα 7.0.0.21. Το γινόµενο S1 � S1 είναι οµάδα Lie.

Πρόταση 7.0.0.22. ΄Εστω G µία συνεκτική οµάδα Lie και H µία υποοµάδα Lie η
οποία περιέχει ένα ανοικτό σύνολο U του µοναδιαίου στοιχείου e. Τότε H � G.
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Απόδειξη. Εφόσον U P H και H είναι υποοµάδα έχουµε ότι U2 P H και γενικά
Uk P H. ΄Αρα αν W � U YU2 YU3 Y � � � P H και κάθε Uk είναι ένα ανοικτό υπο-
σύνολο. ΄Αρα και τοW είναι επίσης ανοικτό. Θα δείξουµε ότι είναι ταυτόχρονα και
κλειστό οπότε ϑα είναι και συνεκτικό. ∆ηλαδή ϑα είναι ένα συνεκτικό υποσύνολο
ενός συνεκτικού συνόλου, οπότε ϑα ταυτίζεται µε αυτό, W � G Ας ϑεωρήσουµε
ότι το w είναι σηµείο συσσώρευσης του W . ∆ηλαδή κάθε ανοικτό υποσύνολο V
του w περιέχει κάποιο στοιχείο του W . Επειδή το U είναι ανοικτή περιοχή του
ταυτοτικού στοιχείου, το wU είναι ανοικτή περιοχή του w και ϑα περιέχει κάποιο
στοιχείο του W . Ας είναι αυτό το

wu � u1u2 � � �um
για κάποια u1, u2, � � � , um P U . Αλλά τότε w � u1u2 � � �umu�1 P W και το W είναι
και κλειστό.

Πόρισµα 7.0.0.23. ΄Εστωσαν X και Y οµάδες Lie και φ : X Ñ Y οµοµορφισµός
οµάδων Lie ώστε η Y να είναι τροχιακά συνεκτική. Αν το φpXq περιέχει µια ανοικτή
περιοχή του ταυτοτικού στοιχείου της Y , τότε ο φ είναι επιµορφισµός οµάδων.

΄Ηδη έχουµε µελετήσει τις άλγεβρες Lie των αντίστοιχων οµάδων Lie πινάκων.
Η ϐασική ιδέα είναι να µελετήσει κανείς ένα διανυσµατικό χώρο αντί για την
οµάδα η οποία µπορεί να είναι πολύπλοκη. Η σύνδεση µεταξύ οµάδων και αλγε-
ϐρών δίνεται ως ακολούθως.

Πρόταση 7.0.0.24. ΄Εστωσαν X και Y οµάδες Lie και φ : X Ñ Y οµοµορφισµός
οµάδων Lie. Τότε η dφ : TX Ñ TY είναι απεικόνιση αλγεβρών Lie.

΄Οταν έχουµε µια οµάδα Lie, τότε όπως είδαµε ορίζεται η αντίστοιχη άλγεβρα
Lie. Αλλά ισχύει και το ανάποδο. Ισχύει ότι αν οι άλγεβρες Lie δύο οµάδων Lie
είναι ισόµορφες, τότε οι οµάδες είναι τοπικά ισόµορφες.

Παράδειγµα 7.0.0.25. ΄Εχουµε δείξει τους ισοµορφισµούς Spp1q � S3 � SUp2q
στην Πρόταση 3.3.0.2. Επίσης γνωρίζουµε ότι υπάρχει οµοµορφισµός ρ : S3 Ñ
Op3q µε πυρήνα t1,�1u, Πρόταση 3.3.0.5. Επειδή η ρ είναι συνεχής και η S3

συνεκτική, το ρpS3q είναι επίσης συνεκτικός υπόχωρος της Op3q. Αλλά η Op3q έχει
δύο συνεκτικές συνιστώσες και η µία είναι η SOp3q. ΄Αρα η ρ : S3 Ñ SOp3q είναι
επιµορφισµός οµάδων.

Οι άλγεβρες Lie sup2q και sop3q έχουν διάσταση τρία και είναι ισόµορφες σαν
άλγεβρες Lie, αλλά οι οµάδες Lie SUp2q και SOp3q δεν είναι ισόµορφες µεταξύ τους
διότι έχουν µη ισόµορφα κέντρα. Είναι όµως τοπικά διαφοροµορφικές και µάλιστα
δύο προς ένα. ∆ηλαδή υπάρχει καλυπτική απεικόνιση διπλής αναδίπλωσης.
Το ίδιο συµβαίνει µεταξύ των sup2q � sup2q και sop4q.
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Κεφάλαιο 8

Μεγιστικές Σπείρες - Τόροι

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε σπείρες στις οµάδες πινάκων. Στο σύγγραµµα
του Carter ο αναγνώστης µπορεί να εµβαθύνει περισσότερο στη διάσπαση της
GLnpKq και να µελετήσει εφαρµογές.

Ορισµός 8.0.0.1. Μία k σπείρα - τόρος G είναι το καρτεσιανό γινόµενο k κύκλων
S1,

G � S1 � � � �S1.

Μία υποοµάδα H µίας οµάδας πινάκων G είναι µια σπείρα, αν είναι ισόµορφη µε
µια k σπείρα για κάποιον ϕυσικό k.

H � S1 � � � �S1.

Η σπείρα H ϑα καλείται µέγιστη, αν δεν υπάρχει µεγαλύτερη σπείρα H 1 στην G η
οποία να την περιέχει.

Λήµµα 8.0.0.2. Μία σπείρα είναι µία αβελιανή υποοµάδα.

Γνωρίζουµε ότι S1 �
"
eit, t P r0, 2πs

*
� SOp2q �

"�
cost sint
�sint cost



, t P r0, 2πs

*
.

΄Αρα µπορούµε να αναπαραστήσουµε µία k σπείρα µε την υποοµάδα πινάκων

T k �

$'''&
'''%

�
����

eit1 0 � � � 0
0 eit2
... . . . ...
0 0 � � � eitk

�
���
, ti P R

,///.
///-
.

Υπενθυµίζουµε την εκθετική απεικόνιση exp : MnpRq Ñ GLnpRq για την
οποία ισχύει ότι αν οι πίνακες A, B PMnpRq αντιµετατίθενται, τότε

eA�B � eAeB.

Τώρα ϑα περιορίσουµε την εκθετική απεικόνιση σε κάποιο υπόχωρο ο οποίος ϑα
είναι εφοδιασµένος και µε αβελιανό γινόµενο ώστε η εκθετική να γίνει οµοµορ-
ϕισµός οµάδων. Ο χώρος αυτός ϑα είναι ο εφαπτόµενος χώρος - άλγεβρα Lie
κάποιας οµάδας Lie.
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Υπενθυµίζουµε ότι µία µονοπαραµετρική υποοµάδα α στην οµάδα G είναι
ένας διαφορίσιµος οµοµορφισµός α : RÑ G ώστε αp0q � eG.

Πόρισµα 8.0.0.3. Αν G είναι µία αβελιανή οµάδα πινάκων και α και β δύο µονο-
παραµετρικές υποοµάδες, τότε η αβ είναι επίσης µονοπαραµετρική υποοµάδα.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι pαβqps�tq � αps�tqβps�tq � αpsqαptqβpsqβptq �
αpsqβpsqαptqβptq � pαβqpsqpαβqptq.
Πόρισµα 8.0.0.4. Αν G είναι µία αβελιανή οµάδα πινάκων τότε η exp : TG Ñ G
είναι οµοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. ΄Εστω α και β δύο µονοπαραµετρικές υποοµάδες µε α1p0q � u P TG
και β1p0q � v P TG. Τότε αptq � etα

1p0q. ΄Αρα exppuq � αp1q και exppvq � βp1q.
Επίσης pαβq1p0q � α1p0q � β1p0q � u� v. ΄Εχουµε ότι

exppu� vq � pαβqp1q � αp1qβp1q � exppuqexppvq

΄Εχουµε αποδείξει ότι αν η απεικόνιση exp περιοριστεί σε µία περιοχή του
µηδενικού στοιχείου του TG τότε αυτή γίνεται ένα προς ένα. Εφόσον λοιπόν η
G είναι αβελιανή ο πυρήνας ϑα είναι µία διακριτή υποοµάδα D. ∆ηλαδή για
κάθε στοιχείο του v ϑα υπάρχει ανοικτή περιοχή V η οποία ϑα περιέχει το v αλλά
κανένα άλλο στοιχείο του πυρήνα.

Γνωρίζουµε ότι ο TG είναι υπόχωρος κάποιου Rn. Θα δείξουµε ότι στον Rn µία
διακριτή υποοµάδα είναι µία υποοµάδα πλέγµα.

Ορισµός 8.0.0.5. Μία υποοµάδα πλέγµα L του Rn αποτελείται από όλους τους α-
κέραιους συνδυασµούς κάποιου υποσυνόλου γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων.
Αν tv1, � � � vku είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του Rn, τότε το πλέγµα που
δηµιουργείται από αυτό το σύνολο είναι το

L � ta1v1 � � � � akvk|ai P Zu.

Το σύνολο tv1, � � � vku καλείται µία ϐάση του πλέγµατος.

Πρόταση 8.0.0.6. Στον Rn µία διακριτή υποοµάδα L είναι µία υποοµάδα πλέγµα.

Απόδειξη. Ας επιλέξουµε ένα διάνυσµα v1 ώστε ttv1, t P r0, 1qu X L � t0u. Από
τον ορισµό του v1 έχουµε ότι Rv1 X L � Zv1. Επιλέγουµε το επόµενο διάνυσµα
v2 ώστε v2 P L�Rv1 και να είναι ελάχιστο. ∆ηλαδή ttv2, t P r0, 1qu XL � t0u. Τα
v1 και v2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Επίσης ο υπόχωρος που γεννάται από αυτά
τα δύο έχει την ιδιότητα   v1, v2 ¡ XL � ta1v1 � a2v2|a1, a2 P Zu. Συνεχίζοντας
µε τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουµε τη ϐάση του πλέγµατος.

Τώρα ϑα αποδείξουµε ένα σηµαντικό Θεώρηµα.
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Θεώρηµα 8.0.0.7. ΄Εστω µία διακριτή υποοµάδα L στον Rn µε ϐάση tv1, � � � vku.
Τότε το πηλίκο Rn{L είναι ισόµορφο µε το γινόµενο k κύκλων S1 και το Rn�k. Ου-
σιαστικά ο προηγούµενος ισοµορφισµός είναι και οµοιοµορφισµός, αν ϑεωρήσουµε
τη συνηθισµένη τοπολογία του Rn.

Απόδειξη. Επεκτείνουµε τη ϐάση tv1, � � � vku του πλέγµατος σε ϐάση όλου του
χώρου tv1, � � � vk, vk�1, � � � vnu. Θεωρούµε την απεικόνιση ϕ : Rn Ñ pS1qk � Rn�k

µε τύπο

ϕpr1v1 � � � � � rnvnq � pr1modZ, � � � , rkmodZ, rk�1vk�1, � � � , rnvnq.

Γνωρίζοντας ότι R{Z � S1 έχουµε το αποτέλεσµα.

Επανερχόµαστε τώρα στην εκθετική απεικόνιση και ϑα µελετήσουµε πότε γίνε-
ται επιµορφισµός. Γνωρίζουµε την επόµενη πρόταση από τις οµάδες Lie.

Πρόταση 8.0.0.8. ΄Εστω G µία συνεκτική οµάδα πινάκων και H µία υποοµάδα η
οποία περιέχει ένα ανοικτό σύνολο U του µοναδιαίου στοιχείου e. Τότε H � G.

Πόρισµα 8.0.0.9. ΄Εστω G µία συνεκτική αβελιανή οµάδα πινάκων, τότε η εκθε-
τική απεικόνιση exp : TG Ñ G είναι επιµορφισµός µε διακριτό πυρήνα.

Απόδειξη. Η εικόνα exppTGq είναι υποοµάδα της συνεκτικής οµάδας G. Από το
προηγούµενο ταυτίζεται µε τη G. Την ιδιότητα του πυρήνα την έχουµε αποδείξει.

Από το προηγούµενο Θεώρηµα έχουµε το επόµενο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 8.0.0.10. ΄Εστω G µία συνεκτική αβελιανή οµάδα πινάκων, τότε G �
pS1qk � Rn�k για κάποιο ϕυσικό k.

Θεώρηµα 8.0.0.11. ΄Εστω G µία συµπαγής συνεκτική αβελιανή οµάδα πινάκων,
τότε G � pS1qk για κάποιο ϕυσικό k.
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8.1 Ασκήσεις

1. ∆ίνεται ο επιµορφισµός ϕ : Upnq↠ SUpnq µε τύπο

ϕpAq � 1

detpAqA

Να δείξετε ότι ο πυρήνας είναι το κέντρο της SUpnq. Αν CpUpnqq και
CpSUpnqq είναι αντίστοιχα τα κέντρα των Upnq και SUpnq, να δείξετε ότι

Upnq{CpUpnqq � SUpnq{CpSUpnqq.

2. Το κέντρο της Upnq είναι η υποοµάδα

CpUpnqq �

$'''&
'''%

�
����

eit 0 � � � 0
0 eit � � � 0
... . . . ...
0 0 � � � eit

�
���

,///.
///-
.

Εδώ t P r0, 2πs. ∆ηλαδή CpUpnqq � S1.

3. Το κέντρο της SUpnq είναι η υποοµάδα

CpSUpnqq �

$'''&
'''%

�
����

eit 0 � � � 0
0 eit � � � 0
... . . . ...
0 0 � � � eit

�
���

,///.
///-
.

Εδώ t � 2π

n
. ∆ηλαδή CpSUpnqq � Z{nZ.
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Κεφάλαιο 9

Μεγιστικές σπείρες στις Upnq και
SOpnq

΄Εστω G µία συνεκτική οµάδα πινάκων και T µία µέγιστη σπείρα της. Γνωρίζουµε
ότι η T είναι ισόµορφη µε το γινόµενο pS1qk γιά κάποιο ϕυσικό αριθµό k.

Λήµµα 9.0.0.1. Μια µέγιστη σπείρα για την Upnq δίνεται από

T �

$'&
'%
�
�� λ1 0

. . .
0 λn

�
�
 | λi P S1, i � 1, � � � , n

,/.
/- .

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η T περιέχεται σε µεγαλύτερη σπείρα. Τότε ϑα

υπάρχει g P Upnq � T ώστε gh � hg, @h P T . Για h �

�
����

1 0
0 λ2 0

. . .
0 λn

�
���
έχουµε

ότι η δράση του hg � gh στο διάνυσµα e1 � p1, 0, � � � , 0q είναι το gpe1q. ΄Αρα το h
αφήνει το gpe1q αναλλοίωτο, ενώ δεν αφήνει αναλλοίωτο κανένα διάνυσµα u � te1.
Θα πρέπει λοιπόν να έχουµε gpe1q � λ1e1. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι

gpek �qλkek για k � 1, � � � , n. ΄Αρα g �

�
�� λ1 0

. . .
0 λn

�
�
. Τελικά έχουµε ότι

g P T και η T είναι µέγιστη σπείρα στην Upnq.
Σαν πόρισµα έχουµε το επόµενο Λήµµα.

Λήµµα 9.0.0.2. Μια µέγιστη σπείρα για την SUpnq δίνεται από

T �

$'&
'%
�
�� λ1 0

. . .
0 λn

�
�
 | λi P S1, i � 1, � � � , n,

n¹
i�1

λi � 1

,/.
/- .
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Θα µελετήσουµε το αντίστοιχο πρόβληµα στις πραγµατικές ορθογώνιες ο-
µάδες.

Λήµµα 9.0.0.3. Μια µέγιστη σπείρα για την SOp3q δίνεται από

T �
$&
%
�
� cos θ1 sin θ1 0
� sin θ1 cos θ1 0

0 0 1

�

 | θ1 P r0, 2πs

,.
- .

Απόδειξη. Η T είναι ισόµορφη µε την S1. Ας υποθέσουµε ότι η T περιέχεται σε
µεγαλύτερη σπείρα. Τότε ϑα υπάρχει g P SOp3q � T ώστε gh � hg, @h P T .
Θα δείξουµε ότι ge3 � �e3, για e3 το στοιχείο της κανονικής ϐάσης. Για h ��
� 0 1 0
�1 0 0
0 0 1

�

και ge3 � ae1 � be2 � ce3 ϑα έχουµε ότι η δράση του hg � gh στο

διάνυσµα e3 είναι το ae2� be1� ce3 � ae1� be2� ce3. ΄Αρα a � 0 � b και c � �1.
Επειδή g P SOp3q έχουµε ότι c � 1. Τελικά g P T . ΄Ατοπο.

Λήµµα 9.0.0.4. Μια µέγιστη σπείρα για την SOp4q δίνεται από

T �

$''&
''%

�
���

cos θ1 sin θ1 0 0
� sin θ1 cos θ1 0 0

0 0 cos θ2 sin θ2
0 0 � sin θ2 cos θ2

�
��
 | θi P r0, 2πs

,//.
//- .

Απόδειξη. ΄Οπως και στην προηγούµενη απόδειξη υποθέτουµε ότι υπάρχει g P
SOp3q � T ώστε gh � hg, @h P T . ΄Εστω V �  e1, e2 ¡ και W �  e3, e4 ¡ οι
αντίστοιχοι υπόχωροι του R4. Τα στοιχεία της T δίνουν στροφές στα επίπεδα V
και W αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι ge1 P V .

΄Εστω h �

�
���

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ2 sin θ2
0 0 � sin θ2 cos θ2

�
��
 και ge1 � ae1 � be2 � ce3 � de4 ϑα

έχουµε ότι η δράση του hg � gh στο διάνυσµα e1 είναι το ae1� be2� c1e3� d1e4 �
ae1 � be2 � ce3 � de4. ΄Αρα c � 0 � d και ge1 P V . Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε
ότι ge2 P V και ge3, e4 P W . Αρκεί να αποκλείσουµε την περίπτωση

g �

�
���

cos θ1 sin θ1 0 0
sin θ1 � cos θ1 0 0
0 0 cos θ2 sin θ2
0 0 sin θ2 � cos θ2

�
��
.

Εφόσων gh � hg, @h P T έχουµε ότι και το g ϑα ανήκει στην T . ·Ατοπο.

Ακολουθούν οι γενικεύσεις.
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Λήµµα 9.0.0.5. Για την SOp2nq µια µέγιστη σπείρα δίνεται από

T �

$'''''&
'''''%

�
������

�
cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1



� � � 0

. . .

0 � � �
�

cos θn sin θn
� sin θn cos θn




�
�����
 | θi P r0, 2πs

,/////.
/////-
.

Λήµµα 9.0.0.6. Για την SOp2n� 1q από

T

$'''''''&
'''''''%

�
��������

1 � � � 0

0

�
cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1



0

. . .

0 � � �
�

cos θn sin θn
� sin θn cos θn




�
�������

| θi P r0, 2πs

,///////.
///////-

η οποία είναι ισόµορφη µε την προηγούµενη.

Στο υπόλοιπο της ενότητας ϑα δείξουµε ότι

G �
¤
gPG

gTg�1.

∆ηλαδή ότι κάθε στοιχείο της G είναι συζυγές µε ένα στοιχείο της µέγιστης σπε-
ίρας. Γνωρίζουµε επίσης ότι και οι υποοµάδες gTg�1 είναι ισόµορφες µε την
pS1qk. Ισοδύναµα µπορούµε να πούµε ότι κάθε στοιχείο h P G ορίζει ένα άλλο
g ώστε ghg�1 P T . Οι υποοµάδες gTg�1 είναι όλες συνεκτικές αφού είναι και η
T . Επίσης όλες έχουν κοινό στοιχείο τον ταυτοτικό πίνακα. ΄Αρα η ένωση gTg�1

είναι επίσης συνεκτική.

9.0.1 SUpnq

Η µέθοδος που ϑα ακολουθήσουµε για να αποδείξουµε τον προηγούµενο ισχυρι-
σµό είναι µέσω των ιδιοχώρων του πίνακα που µας ενδιαφέρει. Η αναπαράσταση
ghg�1 P T που Ϲητάµε είναι ισοδύναµη µε

ghg�1 P T �

$'&
'%
�
�� λ1 0

. . .
0 λn

�
�
 | λi P S1, i � 1, � � � , n

,/.
/- .

∆ηλαδή εφαρµόζουµε διαγωνοποίηση πινάκων. Το αρχικό πρόβληµα λοιπόν
ανάγεται σε πρόβληµα γραµµικής άλγεβρας.

Υπενθυµίζουµε ϐασικά στοιχεία από τη γραµµική άλγεβρα. Με V ϑα συµ-
ϐολίζουµε το διανυσµατικό χώρο kn µε την κανονική ϐάση και µε ϕ : V Ñ V
έναν ενδοµορφισµό. ΄Αρα σε κάθε ενδοµορφισµό αντιστοιχεί ένας πίνακας και
ανάποδα.
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Ορισµός 9.0.1.1. ΄Ενας υπόχωρος W ¤ V καλείται ϕ αναλλοίωτος, αν ϕpW q ¤
W . Ορίζεται λοιπόν ο περιορισµός ϕ : W Ñ W .

Παράδειγµα 9.0.1.2. Αν ϕ : V 3 Ñ V 3 µε πίνακα ως προς την κανονική ϐάση
  e1, e2, e3 ¡

A �
�
� cos θ sin θ 0
� sin θ cos θ 0

0 0 1

�



τότε ο υπόχωρος   e1, e2 ¡ είναι ϕ αναλλοίωτος.

Λήµµα 9.0.1.3. Αν W pλ1q είναι ο ιδιόχωρος µιάς ιδιοτιµής λ1 της ϕ, τότε ο W pλ1q
είναι ϕ αναλλοίωτος υπόχωρος. Γνωρίζουµε ότι ο ιδιόχωρος W pλiq δίνεται από τον
πυρήνα kerpϕ� λiIq.
Παράδειγµα 9.0.1.4. Ο πυρήνας της ϕ είναι ϕ αναλλοίωτος υπόχωρος.

Θεωρούµε τώρα ότι k � C.

Λήµµα 9.0.1.5. Αν A P Upnq και ο W ¤ Cn είναι A αναλλοίωτος υπόχωρος,
τότε A P Upkq και ο WK � tw1 P Cn|   w,w1 ¡� 0, w P W u είναι επίσης A
αναλλοίωτος υπόχωρος.

Πρόταση 9.0.1.6. Αν A P Upnq, τότε ο A διαγωνοποιήται. ∆ηλαδή υπάρχει ορθο-
κανονική ϐάση του Cn η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του A

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A διασπάται πλήρως
στο C. ΄Αρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ιδιοδιάνυσµα v1 και έστωW ο ιδιόχωρος που
δηµιουργείται από αυτό. Τότε ο WK είναι A αναλλοίωτος υπόχωρος και ϑα έχει
και άλλο ιδιοδιάνυσµα. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο έχουµε το Ϲητούµενο.

Πόρισµα 9.0.1.7. Αν A P Upnq, τότε υπάρχουν µιγαδικοί αριθµοί λ1, � � � , λn P S1

και πίνακας B P Upnq ώστε

BAB�1 �

�
�� λ1 � � � 0

. . .
0 � � � λn

�
�
P T

Εδώ T είναι µία µέγιστη σπείρα της Upnq.
Απόδειξη. Ο πίνακας B είναι ο πίνακας αλλαγής ϐάσης από την ϐάση των ορθο-
κανονικοποιηµένων ιδιοδιανυσµάτων στην κανονική.

Πόρισµα 9.0.1.8.
Upnq �

¤
APUpnq

ATA�1.

Εδώ T είναι µία µέγιστη σπείρα της Upnq.
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Πόρισµα 9.0.1.9.
SUpnq �

¤
APSUpnq

ATA�1.

Εδώ T είναι µία µέγιστη σπείρα της SUpnq.
Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι @A P SUpnq DC P Upnq ώστε CAC�1 P T 1. Εδώ T 1 είναι
µία µέγιστη σπείρα της Upnq. Αλλά detpCAC�1q � 1 . ΄Αρα CAC�1 P T µε T
µέγιστη σπείρα της SUpnq. Αν επιλέξουµε λ P S1 µε λn � detC, τότε ο B � λC
ικανοποιεί το Ϲητούµενο BAB�1 � CAC�1 και B P SUpnq.

9.0.2 SOpnq

Γνωρίζουµε ότι η Opnq δεν είναι συνεκτικός χώρος, οπότε δεν αναµένουµε να είναι
ένωση συζυγών µέγιστων σπειρών. Θα δείξουµε όµως ότι ισχύει για την SOpnq.

Ο πίνακας
� ?

2{2 ?
2{2

�?2{2 ?
2{2



δεν διαγωνοποιείται πάνω από τους πραγµα-

τικούς αριθµούς. Αυτό ϕυσικά είναι αναµενόµενο διότι µια στροφή δεν µπορεί
να έχει αναλλοίωτο ιδιόχωρο διάστασης ένα εκτός από τον τετριµµένο. Θα δείξου-
µε ότι για τα στοιχεία της SOpnq µπορούµε να ϐρούµε αναλλοίωτους υπόχωρους
διάστασης δύο.

Αν A : Rn Ñ Rn είναι ένας συµµετρικός πίνακας ως προς την κανονική
ϐάση, τότε γνωρίζουµε από τη γραµµική άλγεβρα ότι ο A διαγωνοποιείται και οι
ιδιόχωροί του είναι κάθετοι µεταξύ τους. Μάλιστα υπάρχει ορθογώνιος πίνακας
B ώστε

BAB�1 �

�
�� λ1 � � � 0

. . .
0 � � � λn

�
�
.

Εδώ λi P R.

Πρόταση 9.0.2.1. Αν A P Opnq, τότε υπάρχει W ¤ Rn ώστε ο W να είναι A
αναλλοίωτος και dimW P t1, 2u.
Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι πίνακας C � A� At είναι συµµετρικός και έστω u ένα
ιδιοδιάνυσµά του uA� uAt � λuñ uA� uA�1 � λu. Θεωρούµε τα διανύσµατα
u και uA.

Αν uA � µu, τότε W � ttu|t P Ru είναι διάστασης ένα και A αναλλοίωτος

pruqA � ruA � rµu P W.
Αν uA � µu για µ P R, τότε ορίζουµε W �  u, uA ¡ και ϑα δείξουµε ότι είναι

A αναλλοίωτος.

pκu� κ1uAqA � κuA� κ1uA�1A � κuA� κ1u P W.
΄Εχουµε το Ϲητούµενο.
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Πρόταση 9.0.2.2.
SOpnq �

¤
APSOpnq

ATA�1.

Εδώ T είναι µία µέγιστη σπείρα της SOpnq.
Απόδειξη. Αν ο A P SOpnq έχει αναλλοίωτο υπόχωρο W �  u ¡, ϑεωρούµε ότι
}u} � 1.

Αν οW �  u ¡ είναι A αναλλοίωτος, το ίδιο ισχύει και για τονWK και προχω-
ϱούµε µε τον ίδιο τρόπο ώστε να ϐρούµε όλους τους A αναλλοίωτους υπόχωρους
διάστασης ένα. Ας δίνονται αυτοί από τα ορθοκανονικά διανύσµατα tu1, � � � , uku
και έστω V �  u1, � � � , uk ¡K.

Γνωρίζουµε ότι ο V είναι A αναλλοίωτος και ϑα υπάρχει ένας A αναλλοίω-
τος υπόχωρος Y ¤ V διάστασης δύο. ΄Εστω V1 ένας τέτοιος υπόχωρος, V1 � 
uk�1, uk�2 ¡ µε tuk�1, uk�2u ορθοκανονικά διανύσµατα. Θεωρούµε τον A αναλ-
λοίωτο υπόχωρο   u1, � � � , uk, uk�1, uk�2 ¡ και συνεχίζουµε µε αυτόν τον τρόπο
µέχρι να δηµιουργήσουµε µια ορθοκανονική ϐάση tu1, � � � , unu.

Ας είναι B ο πίνακας µετάβασης από τη συνήθη ϐάση στην tu1, � � � , unu. Τότε
BAB�1 P T . Εξετάζουµε αν B P SOpnq.

Αν detB � 1 , δηλαδή B P SOpnq, έχουµε το Ϲητούµενο.
Αν detB � �1, δηλαδή B P Opnq�SOpnq, τότε ϐρίσκουµε C P Opnq�SOpnq

και ϑεωρούµε τον CBAB�1C�1 P T . Εδώ CB P SOpnq. Γιά C ϑεωρούµε τον
πίνακα �

������

0 1 0
1 0 0
0 1 0
... . . . ...
0 � � � 1

�
�����
.

΄Εχουµε το Ϲητούµενο.
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Κεφάλαιο 10

Η Opnq και ανακλάσεις ως προς
υπερεπίπεδα

Στο σύγγραµµα του Elmer Rees ο αναγνώστης µπορεί να εµβαθύνει περισσότερο
στις ανακλάσεις στον Rn και να µελετήσει εφαρµογές.

Γνωρίζουµε ότι οι ορθογώνιοι πίνακες στο επίπεδο είναι είτε στροφές
�

cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1




κατά γωνία θ1 είτε ανακλάσεις
�

cos θ1 sin θ1
sin θ1 � cos θ1



ως προς άξονα ο οποίος σχη-

µατίζει γωνία θ1{2 µε τον άξονα x1.�
1 0
0 �1


�
cos θ1 sin θ1
sin θ1 � cos θ1



�
�

cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1




Ο πρώτος λοιπόν είναι γινόµενο ανακλάσεων.
Θα µελετήσουµε το αντίστοιχο πρόβληµα στον Rn και ϑα περιγράψουµε τα

στοιχεία της Opnq σαν γινόµενα ανακλάσεων.
Αν u είναι µοναδιαίο διάνυσµα στον Rn µε uK ϑα συµβολίζουµε το ορθογώνιο

συµπλήρωµά του
uK � tv P Rn|   u, v ¡� 0u.

Η προβολή ενός διανύσµατος v πάνω στο υπερεπίπεδο uK δίνεται από το διάνυσµα
v � ru, r P Rn και v � ru P uK. ∆ηλαδή

  u, v � ru ¡� 0ô  u, v ¡� r.

Με φ : Rn Ñ Rn ϑα συµβολίζουµε την ανάκλαση ενός διανύσµατος ως προς το
υπερεπίπεδο uK. ∆ηλαδή

φpvq � v � 2ru � v � 2   u, v ¡ u.

Θεωρούµε µια ορθοκανονική ϐάση   u1 � u, u2, � � � , un ¡ του Rn. Σύµφωνα µε
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αυτήν την ϐάση ο πίνακας της φ δίνεται από τον�
������

�1 0 0
0 1 0
0 1 0
... . . . ...
0 � � � 1

�
�����


.
΄Εστω A ο πίνακας αλλαγής ϐάσης από την κανονική στην  u1 � u, � � � , un ¡.

Ο πίνακας της φ ως προς την κανονική ϐάση δίνεται από

A

�
������

�1 0 0
0 1 0
0 1 0
... . . . ...
0 � � � 1

�
�����
A

�1.

Για κάθε ορθογώνιο πίνακα A, ο προηγούµενος πίνακας αναπαριστά µια α-
νάκλαση ως προς το υπερεπίπεδο που είναι κάθετο στο διάνυσµα e1A.

Πρόταση 10.0.0.1. Αν A P Opnq αναπαριστά µία ανάκλαση ως προς κάποιο
υπερεπίπεδο W και W � wK µε }w} � 1, τότε αν B P Opnq ο πίνακας BAB�1

αναπαριστά ανάκλαση ως προς το υπερεπίπεδο WB�1.

Απόδειξη. Ισχύει ότι υπάρχει w µε wK � W , και @w1 P W έχουµε w1A � w1,
wA � �w.

  w1B�1, wB�1 ¡�  w1Bt, wB�1 ¡�  w1, wB�1B ¡� 0 �  w1, w ¡� 0.

∆ηλαδή WB�1 � pwB�1qK. Θα δείξουµε ότι ο BAB�1 είναι ανάκλαση ως προς
το υπερεπίπεδο WB�1 �  wB�1 ¡K.

w1B�1BAB�1 � w1AB�1 � w1B�1

και
wB�1BAB�1 � wAB�1 � �wB�1.

Θεώρηµα 10.0.0.2. Η Opnq γεννάται από ανακλάσεις.

Θα δείξουµε ότι κάθε στοιχείο της Opnq δίνεται από πεπερασµένο γινόµενο
ανακλάσεων. Υπενθυµίζουµε ότι για την SOp2nq µια µέγιστη σπείρα δίνεται από

T �

$'''''&
'''''%

�
������

�
cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1



� � � 0

. . .

0 � � �
�

cos θn sin θn
� sin θn cos θn




�
�����
 | θi P r0, 2πs

,/////.
/////-
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ενώ για την SOp2n� 1q από

T �

$'''''''&
'''''''%

�
��������

1 � � � 0

0

�
cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1



0

. . .

0 � � �
�

cos θn sin θn
� sin θn cos θn




�
�������

| θi P r0, 2πs

,///////.
///////-

η οποία είναι ισόµορφη µε την προηγούµενη.
΄Εστω A P T και ο

A �

�
������������

�
cos θ1 sin θ1
� sin θ1 cos θ1



0

0
. . . �

cos θm sin θm
� sin θm cos θm



1

. . .
0 1

�
�����������


περιέχει m τετράγωνα. ΄Εστω

Apiq �

�
����������

1 0

0
. . . �

cos θi sin θi
� sin θi cos θi



1

. . .
0 1

�
���������

P T

µε ένα µόνο τετράγωνο στην 2i� 1 και 2i ϑέση της διαγωνίου. Τότε ο Apiq αφήνει
αναλλοίωτες όλες τις συντεταγµένες xj µε j � 2i � 1, 2i και δίνει στροφή κατά
γωνία θi στο επίπεδο   x2i�1, x2i ¡.

px1, � � � , xnqApiq �

px1, � � � , x2i�2, x2i�1 cos θi � x2i sin θi, x2i�1 sin θi � x2i cos θi, x2i�1, � � � xnq.

΄Αρα A � Ap1q � � �Apmq και ϑα δείξουµε ότι κάθε Apiq είναι γινόµενο ανακλάσεων.
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Νώντας ΚεχαγιάςΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. Η Opnq ΚΑΙ ΑΝΑΚΛΑΣΕΙΣ ΩΣ ΠΡΟΣ ΥΠΕΡΕΠΙΠΕ∆Α

Θεωρούµε τον Bpiq �

�
����������

1 0
. . .

1
�1

1
. . .

0 1

�
���������


ο οποίος αφήνει όλες τις

συντεταγµένες αναλλοίωτες εκτός από τη x2i :

px1, � � � , xnqBpiq � px1, � � � , x2i�2, x2i�1,�x2i, x2i�1, � � � xnq.
΄Εστω ο πίνακας Cpiq ο οποίος αφήνει όλες τις συντεταγµένες αναλλοίωτες

εκτός από τις xj µε j � 2i � 1, 2i όπου δηµιουργεί ανάκλαση σ΄ αυτό το επίπεδο
ως προς τον άξονα ο οποίος ϐρίσκεται σε γωνία θi{2 ως προς τον άξονα x2i�1.

px1, � � � , xnqCpiq �

px1, � � � , x2i�2, x2i�1 cos θi � x2i sin θi, x2i�1 sin θi � x2i cos θi, x2i�1, � � � xnq.
΄Αρα BpiqCpiq � Apiq και έχουµε το Ϲητούµενο για τα στοιχεία της T .

Γνωρίζουµε ότι SOpnq � �
BPSOpnqBTB

�1. ΄Αρα @A P SOpnq DB P Opnq
µε BAB�1 P T . ∆ηλαδή ο BAB�1 είναι γινόµενο ανακλάσεων. Η προηγούµενη
πρόταση που αποδείξαµε δηλώνει ότι και οA P SOpnq είναι γινόµενο ανακλάσεων.
Αν C P Opnq, τότε C � AD µε A P SOpnq και ο D είναι πίνακας ανάκλασης.
Τελικά ο C P Opnq είναι γινόµενο ανακλάσεων και έχουµε το Ϲητούµενο.
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