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Περίληψη. Στη διατριβή αυτή ϑα µελετηθούν ϐασικές ιδιότητες χώρων
διαµόρφωσης σε τοπολογικά πολυπτύγµατα χωρίς σύνορο και η σχέση τους
µε χώρους Eilenberg-MacLane. Θα αποδείξουµε το ϑεώρηµα των Fadell-
Neuwirth το οποίο συνδέει κατάλληλους χώρους διαµόρφωσης µέσω ινώσεων.
Με τη ϐοήθεια αυτού του ϑεωρήµατος ϑα υπολογίσουµε τις οµοτοπικές οµά-
δες συγκεκριµένων χώρων διαµόρφωσης και ϑα δείξουµε ότι αυτοί είναι χώροι
Eilenberg-MacLane. Μια άµεση εφαρµογή είναι ότι οι οµάδες πλεξίδων του
Artin είναι πρωταρχικές οµάδες συγκεκριµένων χώρων διαµόρφωσης.

Abstract. In this thesis we study basic properties of configuration
spaces of topological manifolds without boundary and their relation with
Eilenberg-MacLane spaces. The main result is the proof of the important
theorem of Fadell and Neuwirth which provides the connection of appro-
priate configuration spaces and fibrations. Using this theorem we are able
to calculate homotopy groups of specific configuration spaces and as a re-
sult we prove that these spaces are indeed Eilenberg-MacLane spaces. As
an immediate application we get that the braid groups of Artin are funda-
mental groups of certain configuration spaces.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Οι χώροι διαµόρφωσης n σηµείων ενός πολυπτύγµατος σχετίζονται µε το χώρο
των διαφοροµορφισµών του πολυπτύγµατος. Το πρώτο σηµαντικό αποτέλε-
σµα προς αυτήν την κατεύθυνση δόθηκε από τους Fadell και Neuwirth οι
οποίοι κατασκεύασαν µια ίνωση µεταξύ κατάλληλων χώρων διαµόρφωσης. Η
ίνωση αυτή µας δίνει εργαλεία για τον υπολογισµό των οµοτοπικών οµαδων
κάποιων χώρων διαµόρφωσης. Αν το πολύπτυγµα είναι ο R2, τότε οι οµοτοπι-
κές οµάδες αυτών των χώρων διαµόρφωσης σχετίζονται µε τις οµάδες πλεξίδων
του Artin. Η οµάδα πλεξίδων του Artin ορίστηκε πρίν 100 χρόνια και ακό-
µα παρουσιάζει ερευνητικό ενδιαφέρον λόγω των εφαρµογών σε διάφορους
κλάδους των µαθηµατικών και της ϕυσικής. Η µελέτη ξεκίνησε µε γεωµε-
τρικά προβλήµατα, αλλά γρήγορα έγινε αντιληπτό ότι σηµαντικές αλγεβρικές
εφαρµογές σχετίζονται µε αυτές τις οµάδες.

Είναι γνωστό ότι για κάθε οµάδα G µπορεί να κατασκευασθεί ένας τοπο-
λογικός χώρος X, του οποίου όλες οι οµοτοπικές οµάδες να είναι τετριµµένες
εκτός από την πρώτη, η οποία είναι ισόµορφη µε την G. Αυτοί οι χώροι κα-
λούνται Eilenberg-MacLane τύπου (G, 1) : K(G, 1). Η πρώτη γενική κατα-
σκευή δόθηκε από τον Milnor. Η κατασκευή του Milnor δεν είναι εύχρηστη
στους υπολογισµούς. Υπάρχουν χώροι διαµόρφωσης οι οποίοι έχουν τις ίδιες
τοπολογικές ιδιότητες και είναι αρκετά απλούστεροι. Σκοπός αυτής της µε-
ταπτυχιακής διατριβής είναι η µελέτη αυτής της συσχέτισης µεταξύ χώρων
διαµόρφωσης και Eilenberg-Maclane χώρων τύπου (G, 1) για συγκεκριµ-
µένες οµάδες G.

Πιο συγκεκριµένα, στο πρώτο κεφάλαιο ϑα δούµε κάποιες ϐασικές τοπο-
λογικές έννοιες οι οποίες ϑα µας ϐοηθήσουν στην καλύτερη καντανόηση του
κειµένου. Στην συνέχεια στο δεύτερο κεφάλαιο ϑα διατυπώσουµε και ϑα α-
ποδείξουµε ένα ϑέωρηµα το οποίο σχετίζει τύχουσα οµάδα G, µε την πρωταρ-
χική οµάδα κάποιου τοπολογικού χώρου X, που προκύπτει ως σφηνοειδές
άθροισµα χώρων οµοιοµορφικών µε την S1 σε σταθερό σηµείο x0. Στο ίδιο
κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε την ιδέα της κατασκευής του Milnor για τυχούσα

1
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οµάδα G στην οποία ϑα χρειαστούµε την έννοια του κανονικού n-simplex

σn = {(t0, t1, ..., tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1 , ti > 0}.

Ο χώρος που ϑα κατασκευάσουµε προκύπτει ως ο χώρος πηλίκο της ξένης
ένωσης

X =
∞∐
n=0

{Gn × σn ×G}

µε κατάλληλη σχέση ισοδυναµίας.
Στο τρίτο κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε την έννοια της ίνωσης, απεικονίσεις

οι οποίες ϕέρουν την ιδιότητα ανασηκώµατος οµοτοπίας (homotopy lifting
property). ∆ηλαδή εάν p : E → B είναι συνεχής απεικόνιση µεταξύ δύο
τοπολογικών χώρων µε την τελευταία ιδιότητα, το διάγραµµα

X
f //� _

i0
��

E

p

��
X × I

H̃

;;

H
// B ,

µπορεί να συµπληρωθεί µε µια απεικόνιση H̃ , η οποία το κάνει µεταθετικό.
Εδώ ο X είναι τυχαίος τοπολογικος χώρος και f, H τυχούσες απεικονίσεις
για τις οποίες H ◦ i0 = p ◦ f . ∆ηλαδή

1. (H̃ ◦ i0)(x, 0) = f(x, 0) , ∀(x, 0) ∈ X × {0} ,

2. (p ◦ H̃)(x, t) = H(x, t) , ∀(x, t) ∈ X × I .

Επίσης ϑα δούµε ορισµένες ιδιότητες που ϕέρουν,µε την σηµαντικότερη να
αναφέρεται στην µακρά ακριβή ακολουθία

...→ πn(F )→ πn(E)→ πn(B)→ πn−1(F )→ ... .

όπου F = p−1(x0) η ίνα της της p. Η ακολουθία αυτή µας δίνει πληροφορίες
για τις ανώτερες οµάδες οµοτοπίας.

΄Επειτα ως µια ειδική κατηγορία των ινώσεων ϑα δούµε τις ινώδεις δέ-
σµες, απεικονίσεις µε µεγάλη σηµασία στον κλάδο της αλγεβρικής τοπολογίας
και όχι µόνο. Αν και ο ορισµός τους είναι ιδιαίτερα απαιτητικός και διαφέ-
ϱει σε πολλές περιπτώσεις ανάλογα µε τον συγγραφέα,πολλές γνωστές απει-
κονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων είναι ινώδεις δέσµες . Χαρακτηριστικό
παράδειγµα αποτελεί η

π : TM →M ,
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π(p, u) = u ,

όπου M διαφορίσιµο πολύπτυγµα και TM =
∐

p∈M(TpM×{p}) η εφαπτό-
µενη δέσµη του. Στην συνέχεια ϑα δούµε µια κατηγορία ινωδών δεσµών, τις
κύριες G-δέσµες. Εδώ η οµάδα δοµής G ταυτίζεται µε την ίνα της δέσµης
F = p−1(x0) όπου x0 ∈ B. Το σύνολο αυτών των δεσµών είναι πλούσιο σε
γνωστά παραδείγµατα όπως οι κανονικοί καλυπτικοί χώροι, δηλαδή συνεχείς
καλυπτικές απεικονίσεις p : E → B µε

p∗(π1(E, e0))E π1(B, b0) .

Αποδεικνύεται πως από κάθε ινώδη δέσµη επάγεται µια κύρια G-δέσµη και
αντίστροφα. Οπότε η µελέτη αυτών των δεσµών καθίσταται ιδιαίτερα σηµαν-
τική.

Τέλος στο τέταρτο κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε στο κύριο ϑέµα της πα-
ϱούσας εργασίας, τους χώρους διαµόρφωσης και τις οµάδες πλεξίδων του
Artin. Θεωρούµε τον χώρο C × [0, 1] και επιλέγουµε n διακεκριµένα ση-
µεία {z1, z2, ..., zn} στο επίπεδο C × {1} και τις αντίστοιχες προβολές τους
{z′1, z′2, ..., z′n} στο C× {0}. Ενώνουµε τα σηµεία αυτά µέσω τροχιών

pi : [0, 1]→ C× [0, 1] ,

για κάθε i = 1, 2, ..., n, οι οποίες ικανοποιούν τα εξής :

1. Κάθε pi συναντά το επίπεδο C × {t} σε ακριβώς ένα σηµείο, για κάθε
t ∈ [0, 1] και i = 1, 2, ..., n.

2. Για κάθε t ∈ [0, 1], το σύνολο των τροχιών (p1, . . ., pn) συναντά το C×{t}
σε n ακριβώς διακεκριµένα σηµεία.

΄Οταν πληρούνται οι δύο παραπάνω προυποθέσεις, ϑα καλούµε την n-άδα
α = (p1, p2, ..., pn), αµιγή πλεξίδα σε n νήµατα.

Πιο γενικά όµως µπορεί να ϑεωρήσει κανείς τροχιές

bi : [0, 1]→ C× [0, 1]

των οποίων τα αρχικά σηµεία είναι τα zi ∈ C× {1} όπως προηγουµένως και
πέρας τους τα σηµεία z′

τ(i)
, όπου τ µετάθεση της συµµετρικής οµάδας σε n

στοιχεία τ ∈ Sn. Τότε ϑα καλούµε το β = (b1, b2, ..., bn) πλεξίδα σε n νήµατα
µε µετάθεση τ , εάν ικανοποιούνται τα εξής :

1. Κάθε bi συναντά το επίπεδο C × {t} σε ένα ακριβώς σηµείο, για κάθε
t ∈ [0, 1] και για κάθε i = 1, 2, . . ., n.
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2. Για κάθε t ∈ [0, 1], το σύνολο των τροχιών (b1, b2, . . ., , bn) συναντά το
C× {t} σε n διακεκριµένα σηµεία.

∆ύο πλεξίδες β0, β1 µε την ίδια µετάθεση τ ϑα καλούνται ισοδύναµες, ή ότι
ανήκουν στην ίδια κλάση οµοτοπίας, εάν υπάρχει µια συλλογή από οµοτοπίες
Fi : [0, 1]× [0, 1]→ C× [0, 1] τέτοιες ώστε για κάθε i = 1, 2, ..., n να ισχύει,

Fi(t, 0) = bi(t) , Fi(t, 1) = b̃i(t),

Fi(0, s) = zi , Fi(1, s) = zτ(i) .

΄Εχοντας υπόψη την παραπάνω ισοδυναµία,µπορούµε να ορίσουµε στο σύνο-
λο όλων αυτών των κλάσεων µια πράξη ∗ κατά την οποία, εάν β0, β1 είναι οι
αναπαραστάτες δύο κλάσεων µε µεταθέσεις σ, τ ∈ Sn αντίστοιχα, το β0 ∗ β1
ϑα αναπαριστά µια κλάση οµοτοπίας πλεξίδων σε n νήµατα µε µετάθεση
τ ◦ σ ∈ Sn.

Για να γίνει γεωµετρικά αντιληπτή η πράξη που ορίσαµε,µπορούµε να
ταυτίσουµε (τοπολογικά) το C µε τον R2, όπου το ¨γινόµενο¨ δύο πλεξίδων
β0, β1 ϑα είναι το σύνολο των σηµείων

(x, y, t) ∈ R2 × I ,

για τα οποία

1. (x, y, 2t) ∈ β0 , εάν 0 6 t 6 1
2
,

2. (x, y, 2t− 1) ∈ β1 , εάν 1
2
6 t 6 1 .

Είναι εµφανές ότι το προηγούµενο αποτελεί µια πλεξίδα σε n νήµατα. Το
σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας µαζί µε την πράξη που µόλις περιγράψα-
µε περνώντας την στις αντίστοιχες κλάσεις των πλεξίδων, αποτελεί οµάδα την
οποία συµβολίζουµε µε Bn και την καλούµε οµάδα πλεξίδων του Artin σε
n νήµατα. Το σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας των πλεξίδων µε µετάθεση
τ = id

Sn
και πράξη την επαγόµενη απο την Bn σχηµατίζει µια υποοµάδα της

Bn την οποία καλούµε αµιγή οµάδα πλεξίδων και ϑα την συµβολίζουµε µε
Pn.

Στην συνέχεια του ίδιου κεφαλαίου ϑα περιγράψουµε την παράσταση αυ-
τής της οµάδας, όπου το σύνολο γεννητόρων είναι κάποιες ϐασικές πλεξίδες
(elementary braids) µε την ϐοήθεια των οποίων µπορούµε να περιγράψου-
µε κάθε πλεξίδα σαν µια ακολουθία τους. Ταυτόχρονα ο τρόπος µε τον οποίο
ϑα τις ορίσουµε µας δίνει και ένα σύνολο σχέσεων γι΄ αυτές. Οι σχέσεις αυτές
µας δίνουν µια ολοκληρωµένη περιγραφή για την Bn.
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Στην τέταρτη ενότητα του κεφαλαίου ϑα ορίσουµε για τυχαίο τοπολογικό
πολύπτυγµα M τον χώρο διαµόρφωσης του, ο οποίος είναι το σύνολο των n
διατεταγµένων σηµείων

Conf(M, n) = {(x1, x2, ..., xn) ∈Mn | xi 6= xj , όταν i 6= j} .

Θα δούµε και τον αντίστοιχο σε n µη διατεταγµένα σηµεία ως τον χώρο πηλίκο

Conf(M, n)/Sn ,

µε την δράση της Sn να δίνεται από την

µ : Conf(C, n)× Sn −→ Conf(C, n) ,

µ((z1, z2, . . . , zn), τ) = (zτ(1)
, zτ(2), . . . , zτ(n)) .

Τέλος στην τελευταία ενότητα ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε δυο
ϑεωρήµατα. Το πρώτο από τα οποία αφορά την πρωταρχική οµάδα του χώρου
διαµόρφωσης του C σε n διατεταγµένα και n µη διατεταγµένα σηµεία και
την σχέση που έχει µε την αµιγή οµάδα και την οµάδα πλεξίδων του Artin σε
n νήµατα αντίστοιχα. Η πρώτη απόδειξη οφείλεται στους Fox και Neuwirth.

Θεώρηµα 0.0.1. Η πρωταρχική οµάδα π1(Conf(C, n)/Sn, [~z]) του χώρου
Conf(C, n)/Sn είναι ισόµορφη µε την Bn, ενώ η π1(Conf(C, n), ~z) του χώ-
ϱου Conf(C, n) µε την Pn.

Ενώ όσον αφορά το δεύτερο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 0.0.2. ΄Εστω ένα τοπολογικό πολύπτυγµα M χωρίς σύνορο. Η
ϕυσική προβολή pi : Conf(M, k) → Conf(M, k − 1) είναι µια ίνωση µε
ίνα την M − Qk−1. Εδώ pi(m1, ...,mk) = (m1, ..., m̂i, ...,mk) και Qk−1 =
{q1 , q2 , ..., qk−1

} ⊂M.

Το προηγούµενο ϑεώρηµα αποδείχτηκε από τους Fadell και Neuwir-
th και µας δίνει έναν τρόπο υπολογισµού των ανωτέρων οµάδων οµοτοπίας
των χώρων διαµόρφωσης ενός διαφορίσιµου πολυπτύγµατος M. Ταυτόχρονα
µας ϐοηθάει στο να αποφανθούµε πότε ο Conf(M, n) είναι ένας Eilenberg-
Maclane χώρος όταν το πολύπτυγµα ϕέρει κάποιες ιδιότητες, όπως περιγρά-
ϕονται στο ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο ϑα αποτελέσει και το τελευταίο της
παρούσας διατριβής.

Θεώρηµα 0.0.3. ΄Εστω M συνεκτικό τοπολογικό πολύπτυγµα,ώστε και το
υποπολύπτυγµα M−Qk να είναι επίσης συνεκτικό µε Qk = {x1, x2, ..., xk} ⊆
M για k > 1. Υποθέτουµε ότι M − Qk και M είναι οµοτοπικά ισοδύναµα µε
Eilenberg-Maclane χώρους τύπων K(π, 1) για διάφορες οµάδες π. Τότε και ο
χώρος Conf(M, n) είναι ένας Eilenberg-Maclane χώρος τύπου K(π′, 1) για
κάποια οµάδα π′.
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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ορίσουµε κάποιες εισαγωγικές έννοιες τις οποίες ϑα
χρειαστούµε για την καλύτερη κατανόηση του κειµένου, ενώ ϑα διατυπώσου-
µε και συγκεκριµένα ϑεωρήµατα τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε σε αποδεί-
ξεις στην πορεία.

1.1 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Σε αρκετές περιπτώσεις ϑα αναφερθούµε σε σύνολα τα οποία επιθυµούµε
να εφοδιάσουµε µε τοπολογία η οποία καθορίζεται από άλλες, που έχουν
απλούστερη περιγραφή.

Σηµαντικό ϱόλο σ΄ αυτό παίζουν οι απεικονίσεις πηλίκο (quotient maps).
∆ηλαδή επί απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων:

p : X → Y ,

για τις οποίες ισχύει :

U ανοιχτό υποσύνολο του Y ⇔ p−1(U) ανοιχτό υποσύνολο του X .

Παραδείγµατος χάριν οι σφαίρες, οι σαµπρέλες, οι προβολικοί χώροι δη-
µιουργούνται µε χρήση τέτοιων απεικονίσεων.

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω τοπολογικός χώρος X και A ένα τυχαίο σύνολο. Εάν
p : X → A είναι µια επί απεικόνιση, τότε υπάρχει ακριβώς µια τοπολογία T
στο A ως προς την οποία η p είναι απεικόνιση πηλίκο. Την καλούµε τοπολογία
πηλίκο που επάγεται απο την p.

Ο παραπάνω ορισµός είναι ιδιαίτερα σηµαντικός όταν ϑέλουµε να εφοδιά-
σουµε κάποιο χώρο πηλίκο µε µια τοπολογία. Εάν δηλαδή X είναι κάποιος

7
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τοπολογικός χώρος και ∼ τυχούσα σχέση ισοδυναµίας, η ϕυσική προβολή:

p : X → X/ ∼

x 7→ [x] ,

επάγει στον χώρο πηλίκο µια τοπολογία πηλίκο η οποία χαρακατηρίζεται από
την εξής καθολική ιδιότητα.

Θεώρηµα 1.1.2. ΄Εστω p : X → X/ ∼ µια απεικόνιση πηλίκο και Z κάποιος
τοπολογικός χώρος, για τον οποίο υπάρχει συνεχής απεικόνιση g : X → Z µε
την ιδιότητα x ∼ y ⇒ g(x) = g(y). Τότε υπάρχει µοναδική συνεχής απεικόνιση
f : X/ ∼ → Z η οποία κάνει το ακόλουθο διάγραµµα µεταθετικό :

X

p

��

g

""
X/ ∼

f
// Z .

΄Αµεσο από το παραπάνω είναι το ακόλουθο ϑεώρηµα το οποίο κρίνεται
ιδιαίτερα χρήσιµο σε πολλές περιπτώσεις.

Θεώρηµα 1.1.3. ΄Εστω X και Z τοπολογικοί χώροι και g : X → Z επί
απεικόνιση για την οποία ισχύει ότι και στο παραπάνω ϑεώρηµα. Τότε η f :
X/ ∼ → Z µε τύπο [x] 7→ g(x) είναι οµοιοµορφισµός.

Απόδειξη. Είναι εµφανές ότι η απεικόνιση f : X/ ∼→ Z είναι ένα προς
ένα και επί, ενώ η συνέχεια της εξασφαλίζεται απο το προηγούµενο ϑεώρη-
µα. Μένει να δείξουµε ότι είναι ανοιχτή. ΄Οµως εάν επιλέξουµε U ανοιχτό
υποσύνολο του X/ ∼ τότε g−1f(U) = p−1(U), το οποίο είναι ανοιχτό εφόσον
η p είναι συνεχής. Ως εκ τούτου το f(U) είναι ανοιχτό, πράγµα που µας δίνει
το Ϲητούµενο.

Ορισµός 1.1.4. ΄Εστω X και Y τοπολογικοί χώροι και f0 , f1 δύο συνεχείς
απεικονίσεις από τον X στον Y , τότε η f0 είναι οµοτοπική µε την f1 , το οποίο ϑα
συµβολίζουµε µε f0 ' f1 , εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση H : X × I → Y
µε την ιδιότητα :

H(x, 0) = f0(x) και H(x, 1) = f1(x) για κάθε x ∈ X .

Μια τέτοια απεικόνιση καλείται οµοτοπία.

Εάν ϑεωρήσουµε και πάλι δύο απεικονίσεις f0 , f1 : X → Y για τις οποίες
ισχύει ότι :

f0|A = f1 |A ,
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σε κάποιο υποσύνολο του X και οµοτοπία H : X × I → Y για την οποία
ισχύει :

H(a, t) = f0(a) = f1(a) για κάθε a ∈ A και t ∈ I .

Αυτή καλείται σχετική οµοτοπία ως προς A (relative homotopy). Μπορεί
δηλαδή να πεί κανείς ότι µια οµοτοπία είναι πάντοτε σχετική εάν ϑεωρήσουµε
ως A = ∅.

Η οµοτοπία ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας µεταξύ των συνεχών απεικονίσε-
ων δύο τοπολογικών χώρων.Κάποιες οµοτοπίες παίζουν ιδιαίτερο ϱόλο όπως
ϕαίνεται από τους επόµενους ορισµούς.

Σε πολλές ϐιβλιογραφίες µια απεικόνιση µε τις ιδιότητες του ορισµού
καλείται ελεύθερη οµοτοπία (free homotopy) για να µην υπάρχει κίνδυνος
σύγχυσης µεταξύ αυτής και της σχετικής οµοτοπίας.

Ορισµός 1.1.5. ΄Ενας υπόχωρος X ενός τοπολογικού χώρου Y καλείται πα-
λινωδία (retract) του Y εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση

r : Y → X ,

για την οποία ισχύει r(x) = x για όλα τα x ∈ X. Μια τέτοια απεικόνιση καλείται
παλινώδηση (retraction).

Παράδειγµα 1.1.6. Θεωρούµε την Sn−1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn |
n∑
i=1

‖xi‖2 =

1} και τον Rn − {~0}. Εάν ορίσουµε την απεικόνιση µε τύπο:

r : Rn − {~0} → Sn−1

~x 7→ ~x

‖~x‖
,

παρατηρούµε ότι r(~x) = ~x για κάθε ~x ∈ Sn−1. Εποµένως η Sn−1 αποτελεί
παλινωδία του Rn − {~0}.

Ορισµός 1.1.7. ΄ΕστωA υπόχωρος ενός τοπολογικού χώρουX και i : A ↪→ X
η έγκλειση. Τότε οA καλείται ισχυρή παλινωδία (strong deformation retract)
του Χ εάν υπάρχει συνεχής απεικόνιση H : X × I → X τέτοια ώστε :

1. H(x, 0) = x για κάθε x ∈ X

2. H(x, 1) ∈ A για κάθε x ∈ X

3. H(a, t) = a για κάθε a ∈ A και t ∈ I .
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Παράδειγµα 1.1.8. ΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα ϑεωρούµε την
Sn−1 και τον Rn − {~0}. Εάν ορίσουµε οµοτοπία :

F : Rn − {~0} × I → Rn − {~0} ,

µε τύπο

F (~x, t) = ((1− t) +
t

‖~x‖
) ~x ,

παρατηρούµε ότι ικανοποιούνται και οι τρείς προυποθέσεις του παραπάνω
ορισµού. Πράγµατι :

1. F (~x, 0) = ~x για κάθε ~x ∈ Rn − {~0} ,

2. F (~x, 1) = ~x
‖~x‖ ∈ S

n−1 για κάθε ~x ∈ Rn − {~0} ,

3. F (~x, t) = ~x για κάθε ~x ∈ Sn−1 και t ∈ I .

Εποµένως η Sn−1 είναι ισχυρή παλινωδία του Rn − {~0}.

Ορισµός 1.1.9. ΄Εστω X και Y δύο τοπολογικοί χώροι. Συµβολίζουµε µε
C(X, Y ) το σύνολο όλων των συνεχών απεικονίσεων από τονX στον Y , δηλαδή:

C(X, Y ) = {f : X → Y | f συνεχής} .

Πρόταση 1.1.10. Εάν C είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του X και U ένα
ανοιχτό υποσύνολο του Y , ορίζουµε τα σύνολα:

S(C,U) = {f | f ∈ C(X, Y ) και f(C) ⊂ U} .

Αυτά αποτελούν υποβάση για µια τοπολογία στον C(X, Y ), η οποία καλείται
συµπαγής-ανοιχτή τοπολογία.

Απόδειξη. Θέτουµε C = {S(K,U) | K ⊂ X συµπαγές , U ⊂ Y ανοιχτό}. Η
συλλογή C ορίζει µια µοναδική ϐάση για κάποια τοπολογία στον X, τα στοι-
χεία της οποίας ϑα είναι τα εξής :

B = {∩ni=1Si(K,U) | Si(K,U) ∈ C} ∪ {X} .

Η τελευταία πράγµατι αποτελεί ϐαση για κάποια τοπολογία στον C(X, Y )
αφού, απο γνωστό κριτήριο (ϐλέπε στο [6] στην σελίδα 65) γνωρίζουµε ότι µια
συλλογή υποσυνόλων B του C(X, Y ) ϑα είναι ϐάση αν και µόνο αν :

1. X = ∪B

2. Εάν B1, B2 ∈ B και x ∈ B1 ∩ B2 τότε υπάρχει B3 ∈ B µε x ∈ B3 ⊂
B1 ∩B2 .
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΄Οµως και τα δύο παραπάνω είναι άµεσα. Συνεπώς η συλλογή C πράγµατι
ορίζει µια τοπολογία T στον C(X, Y ) κατά µοναδικό τρόπο, την οποία ϑα
καλούµε συµπαγή ανοιχτή τοπολογία.

Παράδειγµα 1.1.11. Το σύνολο C(S1, X) περιέχει συνεχείς απεικονίσεις α-
πό την S1 στον X. ∆ηλαδή ϐρόγχους. Με αυτήν την τοπολογία, δύο ϐρόγχοι
f και g ϑα ϐρίσκονται σχετικά κοντά µεταξύ τους, αν υπάρχει συµπαγές υπο-
σύνολο A της S1 και ανοικτό υποσύνολο B του X ώστε f(A), g(A) ⊂ B.

Με [X, Y ] συµβολίζουµε τις κλάσεις οµοτοπίας των συνεχών απεικονίσεων

f : X → Y .

΄Εστω Y τοπολογικός χώρος, τότε ϑα καλείται τοπικά συµπαγής (locally
compact) εάν για κάθε x ∈ Y υπάρχει ανοιχτή περιοχή του U ⊂ Y που
περιέχει το x και συµπαγές υποσύνολο W ⊂ Y , για το οποίο U ⊂ W .

Μια εφαρµογή είναι η ακόλουθη. Θεωρούµε µια τροχιά

H : I → C(X, Y )

η οποία συνδέει τις απεικονίσεις H(0) και H(1) της C(X, Y ). ∆ηλαδή µια
τροχιά ϑα είναι µια οµοτοπία µεταξύ των συνεχών απεικονίσεων

H(0) : X → Y και H(1) : X → Y .

΄Αρα οι τροχιές αυτού του χώρου µας δίνουν τις οµοτοπίες µεταξύ των αντί-
στοιχων απεικονίσεων. Αν ο X είναι τοπικά συµπαγής χωρος Hausdorff και
ο Y είναι Hausdorff, τότε το σύνολο [X, Y ] µας δίνει τις τροχιακές συνιστώσες
του χώρου C(X, Y ). Το τελευταίο όµως σηµαίνει ότι οι κλάσεις οµοτοπίας
των τροχιών στον C(X, Y ) ταυτίζονται µε τις κλάσεις οµοτοπίας [X, Y ].

Εάν ϑεωρήσουµε X και Z τοπολογικούς χώρους,Y έναν τοπικά συµπαγή
χώρο Hausdorff και εφοδιάσουµε τον χώρο C(Y,X) µε την συµπαγή ανοιχτή
τοπολογία, τότε ισχύει ότι : µια απεικόνιση F : Z × Y → X είναι συνεχής
αν και µόνο αν η απεικόνιση µε τύπο:

F̃ : Z → C(Y,X)

z 7→ F̃ (z) = Fz (όπου : Fz : y 7→ F (z, y)) ,

είναι συνεχής. Επίσης µια άλλη χρήσιµη εφαρµογή της συµπαγούς ανοι-
χτής τοπολογίας έχει να κάνει µε την συνέχεια της εκτιµήτριας απεικόνι-
σης, δηλαδή της :

e : C(Y,X)× Y → X

(f, y) 7→ e(f, y) = f(y) .
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Επιπλέον αυτή είναι και η ελάχιστη τοπολογία για την οποία η τελευταία
γίνεται συνεχής, µε την έννοια του ότι κάθε άλλη τοπολογία η οποία καθιστά
την εκτιµήτρια συνεχή περιέχει την συµπαγή ανοιχτή τοπολογία. (Για την
αναλυτική απόδειξη των παραπάνω ϐλέπε στο [15] στην σελίδα 313.)

Ορισµός 1.1.12. Τα διατεταγµένα σηµεία {p0, p1, ..., pm} ⊂ Rn καλούνται
αφφινικά ανεξάρτητα, αν και µόνο αν τα {p1 − p0, p1 − p0, ..., pm − p0} είναι
γραµµικά ανεξάρτητα.

Ορισµός 1.1.13. ΄Εστω το αφφινικά ανεξάρτητο υποσύνολο τουRn {p0, p1, ..., pm}, τότε
η κυρτή ϑήκη αυτού [p0, p1, ..., pm], καλείται m-simplex µε κορυφές τα σηµεία
p0, p1, ..., pm.

Παρατήρηση 1.1.14. Εάν µε ∆m συµβολίσουµε ένα τυχαίο m-simplex µε
κορυφές τα σηµεία {p0, p1, ..., pm} στονRn, τότε αυτό έχει την εξής περιγραφή:

∆m = {x =
m∑
i=0

tipi ∈ Rn |
m∑
i=0

ti = 1 και ti > 0 ∀ i = 0, 1, ...,m} ,

όπου τα {ti}mi=0 καλούνται ϐαρύκεντρες συντεταγµένες του σηµείου x. (Για
την απόδειξη ϐλέπε στο [15] στην σελίδα 36.)

Ορισµός 1.1.15. Θα καλούµε κανονικό n-simplex το σύνολο:

σn = {(t0, t1, ..., tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1 και ti > 0 ∀ i = 0, 1, ..., n} .

∆ηλαδή εκείνο το n-simplex µε κορυφές την κανονική ϐάση του Rn+1.

Εάν X τοπολογικός χώρος και f τυχούσα τροχιά από το σηµείο x0 στο x1
και g τροχιά από το x1 στο x2, ορίζουµε την ¨σύνθεση¨ f ∗ g να είναι η τροχιά
h η οποία δίνεται από τον τύπο:

h(s) =

{
f(2s) , όταν s ∈ [0, 1

2
]

g(2s− 1) , όταν s ∈ [1
2
, 1] .

Η τελευταία είναι καλά ορισµένη και συνεχής. Με την παραπάνω πράξη ϑεω-
ϱήσαµε την h ως µια τροχιά από το σηµείο x0 στο x2 όπου το πρώτο µισό της
είναι η f και το δεύτερο να είναι η g.

Ορισµός 1.1.16. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και x0 κάποιο στοιχείο
του. Μια τροχιά στον X η οποία έχει αρχή και τέλος το x0 καλείται ϐρόγχος
µε ϐασικό σηµείο (base point) το x0. Το σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας των
ϐρόγχων µε ϐασικό σηµείο το x0 και πράξη την ∗, καλείται πρωταρχική οµάδα
τουX ως προς το σηµείο x0. Την οµάδα αυτή ϑα την συµβολίζουµε µε π1(X, x0).
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Παρατήρηση 1.1.17. Ορίσαµε δηλαδή ως πρωταρχική οµάδα ενός χώρου
X, το σύνολο:

π1(X, x0) = {[f ] | f : (I, {0, 1})→ (X, x0)}

εφοδιασµένο µε την πράξη που προαναφέραµε.

Παράδειγµα 1.1.18. Εάν ϑεωρήσουµε ως X = S1 και ϐασικό σηµείο το
x0 = (1, 0), τότε π1(X, x0) = Z . (Για την ολοκληρωµένη απόδειξη ϐλέπε στο
[13] στην σελίδα 340.)

Ορισµένες ϕορές η οµάδα αυτή καλείται πρώτη οµάδα οµοτοπίας του
X, γεγονός που δηλώνει την ύπαρξη και άλλων οµάδων οµοτοπίας µεγαλύτε-
ϱης τάξης. ΄Ετσι κατ΄ αναλογία µε την πρωταρχική οµάδα ενός χώρου,µπορούµε
να ορίσουµε την n-οστή οµάδα οµοτοπίας του.

Ορισµός 1.1.19. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και x0 κάποιο στοιχείο του.Με
In = [0, 1]n δηλώνουµε τον n-διάστατο κύβο . Το σύνολο:

πn(X, x0) = {[f ] | f : (In, ∂In)→ (X, x0)} ,

µε πράξη ∗ στις κλάσεις να δίνεται από την αντίστοιχη κλάση:

(f ∗ g)(s) =

{
f(2s, s2, ..., sn) , όταν s1 ∈ [0, 1

2
]

g(2s1 − 1, s2, ..., sn) , όταν s1 ∈ [1
2
, 1]

αποτελεί οµάδα, την οποία καλούµε n-οστή οµάδα οµοτοπίας του X στο
σηµείο x0.

Παρατήρηση 1.1.20. Λόγω του ότι In/∂In ∼= Sn, ισοδύναµα µπορεί κανείς
να ορίσει είτε την πρωταρχική οµάδα, είτε την n-οστή οµάδα οµοτοπίας ως :

πn(X, x0) = {[f ] | f : (Sn, s0)→ (X, x0)} ,

για τα διάφορα n ∈ N. (Βλέπε στο [11] στην σελίδα 340.)

Παράδειγµα 1.1.21. Και πάλι εάν ϑεωρήσουµε ως X = S1 ϑα έχουµε:

πn(X) =

{
Z , όταν n = 1

0 , όταν n > 1 .

(Για την απόδειξη ϐλέπε στο [15] στην σελίδα 343.)
Ο υπολογισµός των ανώτερων οµοτοπικών οµάδων των σφαιρών είναι ιδιαί-

τερα δύσκολος και αποτελεί το ϐασικό αντικείµενο µελέτης της αλγεβρικής
τοπολογίας.
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Κεφάλαιο 2

ΟΜΑ∆ΕΣ ΣΑΝ ΠΡΩΤΑΡΧΙΚΕΣ
ΟΜΑ∆ΕΣ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ

Στην ενότητα αυτή ϑα δούµε την απόδειξη µιας ενδιαφέρουσας πρότασης, η
οποία συνδέει τυχούσα οµάδα G µε την πρωταρχική οµάδα συγκεκριµένων
χώρων και αποτελεί ειδική περίπτωση µιας πιο γενικής κατασκευής. Για την
καλύτερη κατανόηση της απόδειξης ϑα παραθέσουµε ορισµένες προτάσεις
και ορισµούς που ϑα µας ϕανούν χρήσιµοι στην συνέχεια.

Ορισµός 2.0.22. Θα καλούµε κλειστό κέλυφος (closed cell) διάστασης n
έναν τοπολογικό χώρο οµοιοµορφικό µε τον n-διάστατο δίσκο Dn, ενώ ϑα κα-
λείται ανοιχτό (open cell) εάν είναι οµοιοµορφικό µε τον D̊n. Θα σύµβολίζουµε
ένα κλειστό n κέλυφος µε en ενώ ένα ανοιχτό µε e̊n.

Παρατήρηση 2.0.23. Εάν ϑεωρήσουµε τον µηδενοδιάστατο δίσκο D0 τότε
ένα 0-κέλυφος είναι ένα σηµείο e0 = {∗}. Ενώ για n=1 ϑα έχουµε ένα 1-
κέλυφος οµοιοµορφικό µε το διάστηµα [-1,1].

Ορισµός 2.0.24. ΄Εστω οµάδα F,X ένα µη-κενό σύνολο και σ : X → F
µια απεικόνιση. Τότε το Ϲεύγος (F,σ) ϑα καλείται ελεύθερο πάνω απο το X
εάν ικανοποιεί την εξής καθολική ιδιότητα. Για κάθε απεικόνιση a απο το X
σε τυχούσα οµάδα G υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων β : F → G
τέτοιος ώστε α = βσ. ∆ιαγραµµατικά το παραπάνω µπορεί να εκφραστεί ως :

X
σ //

α
��

F

β~~
G .

Μια οµάδα η οποία είναι ελεύθερη σε κάποιο σύνολο ϑα καλείται ελεύθερη
οµάδα.

15
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Παρατήρηση 2.0.25. Αυτό που αποδεικνύεται και είναι σηµαντικό για εµάς
στην παρούσα ενότητα είναι ότι εάν X είναι ένα τυχαίο µη-κένο σύνολο, τότε
υπάρχει οµάδα F και απεικόνιση σ : X → F τέτοια ώστε το Ϲεύγος (F, σ) να
είναι ελεύθερο πάνω από το X και F = 〈imσ〉 (ϐλέπε στο [14] στην σελίδα
45). Σαν συνέπεια αυτού κάθε οµάδα είναι η επιµορφική εικόνα κάποιας
ελεύθερης ως εξής : Μπορούµε να διαλέξουµε ως X = G, να ϑεωρήσουµε
την ελεύθερη οµάδα που παράγεται απ΄ αυτήν και ταυτόχρονα επιµορφισµό
φ : F → G που κάνει µεταθετικό το παρακάτω διάγραµµα

G
σ //

id
��

F

φ~~
G ,

εκµεταλλευόµενοι την καθολική ιδιότητα των ελεύθερων οµάδων.Επιπλέον
από το πρώτο ϑεώρηµα ισοµορφισµών ϑα έχουµε για κάθε οµάδα G :

G ∼= F/N ,

όπου N = kerφ.

Η επόµενη έννοια την οποία ϑα δούµε µέσω της καθολικής ιδιότητας, είναι
αυτή του ελεύθερου γινοµένου µεταξύ δύο οµάδων. Υποθέτουµε λοιπόν ότι H
και K είναι δύο οµάδες. Η L καλείται ελεύθερο γινόµενο των H και K εάν
υπάρχουν οµοµορφισµοί iH : H → L και iK : K → L οι οποίοι ικανοποιούν
την εξής ιδιότητα : για κάθε Ϲεύγος οµοµορφισµών α : H → G και β : K → G
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός γ : L → G τέτοιος ώστε α = γ ◦ iH ,β =
γ ◦ iK . ∆ιαγραµµατικά εποµένως έχουµε το ακόλουθο:

H
iH //

α   

L

∃!γ
��

K
iKoo

β~~
G

όπου γ ο µοναδικός οµοµορφισµός που µας δίνει την µεταθετικότητα. Από
εδώ και πέρα ϑα συµβολίζουµε την οµάδα L µε H ? K.

Για να κατασκευάσουµε τους χώρους που αναφέραµε παραπάνω, ϑα πρέ-
πει να ορίσουµε µια ϐασική έννοια, αυτήν του σφηνοειδούς αθροίσµατος (w-
edge sum).

Ορισµός 2.0.26. ΄Εστω δύο τοπολογικοί χώροι X και Y στους οποίους διαλέ-
ξαµε τυχαία x0 ∈ X και y0 ∈ Y , τότε το σφηνοειδές άθροισµα X ∨ Y ορίζεται
ως το πηλίκο της ξένης ένωσης X

∐
Y µετά την ταύτιση του x0 και y0 σε ένα

σηµείο. ΄Οµοια µπορεί να ορίσει κανείς το σφηνοειδές άθροισµα σε αυθαίρετο
πλήθος χώρων {Xa}a∈A, ξεκινώντας µε την ξένη ένωση

∐
a∈AXa και κάνοντας

ταύτιση στοιχείων xa ∈ Xa σε ένα µοναδικό.
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Και µετά τον τελευταίο ορισµό είµαστε σε ϑέση να αναφέρουµε µια γε-
νίκευση ενός σηµαντικού και γνώστου ϑεώρηµατος του οποίου η απόδειξη
οφείλεται στους Herbert Seifert και Egbert van Kampen.

Θεώρηµα 2.0.27. (Seifert-Van Kampen) ΄Εστω X τοπολογικός χώρος ο ο-
ποίος µπορεί να γραφεί ως ένωση ανοιχτών και τροχιακά συνεκτικών υποσυ-
νόλων του Aa, όπου a ∈ I , ώστε καθ΄ ένας να περιέχει το σηµείο x0 ∈ X. Τότε
εάν κάθε τοµή Aa ∩Ab είναι τροχιακά συνεκτική για κάθε a,b στο I ο οµοµορ-
ϕισµός Φ : ?a∈Iπ1(Aa)→ π1(X) είναι επιµορφισµός. Εάν επιπλέον κάθε τοµή
Aa ∩ Ab ∩ Ac είναι τροχιακά συνεκτικός χώρος, τότε ο πυρήνας της Φ είναι η
κανονική υποοµάδα N που γεννάται απο στοιχεία της µορφης iab(ω)iba(ω)−1

όπου iab : π1(Aa ∩ Ab) → π1(Aa) και iba : π1(Aa ∩ Ab) → π1(Ab). Εποµένως
η Φ επάγει ισοµορφισµό :

π1(X) ∼= ?a∈Iπ1(Aa)/N .

Απόδειξη. Βλέπε στο [11] στη σελίδα 44.

Το παραπάνω ϑεώρηµα είναι πολύ σηµαντικό για την αποδείξη και ϑα το
χρησιµοποιήσουµε στην επόµενη πρόταση. Αφού πρώτα όµως ϑεωρήσουµε
τον χώρο ∨a∈IS1

a όπου έχουµε πάρει το σφηνοειδές άθροισµα τυχαίου πλή-
ϑους κύκλων σε ένα 0-κέλυφος e0, το οποίο ανήκει στην S1

a για όλα τα a ∈ I.

Πρόταση 2.0.28. Η πρωταρχική οµάδα του χώρου X = ∨a∈IS1
a ,π1(X, x0) ,

σε σηµείο x0 ∈ S1
a για όλα τα a ∈ I είναι ισόµορφη µε την ελεύθερη οµάδα

πάνω από σύνολο {ga | a ∈ I}.

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ I, έστω Ua τυχαία ανοιχτή περιοχή του x0 στην S1
a και

Aa = S1
a ∨a6=j Uj. Τότε κάθε Aa είναι ανοιχτό και η τοµή δύο η και παραπάνω

µας δίνει ∨a∈IUa, το οποίο είναι τροχιακά συνεκτικό. Ακόµα κάθε ϑηλιά του
x0 στον ∨a∈IUa είναι µια ισχυρή παλινωδία της σταθερής ϑηλιάς στο x0. ΄Ετσι
από το ϑεώρηµα Seifert-Van Kampen τα iab(ω) είναι τετριµµένα για κάθε
ϑηλιά ω ∈ π1(Aa ∩ Ab) εποµένως, N = 0. Συνεπώς η π1(X) είναι ισόµορφη
µε την ?a∈Iπ1(Aa). Αλλά η S1

a είναι ισχυρή παλινωδία της Aa, έτσι π1(Aa) ∼=
π1(S

1
a)
∼= Z και αυτό ισχύει για κάθε a ∈ I. Συνεπώς το ελεύθερο γινόµενο

τους µας δίνει την ελεύθερη οµάδα µε γεννήτορες τα στοιχεία 〈ga | a ∈ I〉 που
ήταν και το Ϲητούµενο.

Εάν G οµάδα και A κάποιο υποσύνολο της, τότε ορίζουµε ως την υποο-
µάδα της G που γεννάται από το σύνολο A να είναι η

〈A〉 =
⋂

Y6G,A⊂Y

Y .
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Αυτό που αποδεικνύεται (ϐλέπε στο [7] στην σελίδα 63) είναι πως η τελευταία
έχει και µια εναλλακτική περιγραφή η οποία δίνεται από το σύνολο

{αε11 .αε22 ...αεnn | n ∈ N, αi ∈ A και εi = ±1 για όλα τα i} .

Με ϐάση το παραπάνω έχουµε τον ακόλουθο ορισµό για την παράσταση µιας
τυχούσας οµάδας.

Ορισµός 2.0.29. ΄Εστω µια οµάδαG και A κάποιο υποσύνολό της τέτοιο ώστε
G = 〈A〉. Μια παράσταση για την G είναι ένα Ϲεύγος 〈A | R〉, όπου το R είναι
ένα σύνολο στοιχείων της ελεύθερης οµάδας F που γεννάται από το σύνολο
A, του οποίου η υποοµάδα που γεννάται στην F είναι ο πυρήνας του επιµο-
µορφισµού φ : F → G. Τα στοιχεία του συνόλου A καλούνται γεννήτορες
(generators) ενώ εκείνα της R σχέσεις (relations) της G.

Τώρα είµαστε σε ϑέση να γενικεύσουµε την παραπάνω πρόταση σε τυ-
χούσα οµάδα µε παράσταση 〈ga | rb〉α∈I , b∈J , όπου ϑέσαµε A = {ga}a∈I και
R = {rb}b∈B .

Θεώρηµα 2.0.30. Κάθε οµάδα G είναι ισόµορφη µε την πρωταρχική οµάδα
κάποιου τοπολογικού χώρου.

Απόδειξη. ΄Οπως και στο τελευταίο ϑεωρούµε τον χώρο X = ∨a∈IS1
a όπου έ-

χουµε ϑεωρήσει έναν κύκλο σε κάποιο ϐασικό σηµείο x0 για κάθε γεννήτορα
της τυχούσας οµάδας µε παράσταση G = 〈ga | rb〉α∈I , b∈J . Τότε η ελεύθερη
οµάδα που γεννάται από τους γεννήτορες της G είναι ισόµορφη µε την πρω-
ταρχική οµάδα του ∨a∈IS1

a όπως δείξαµε στην τελευταία Πρόταση. Ενώ για
κάθε οµάδα γνωρίζουµε ότι ισχύει G ∼= F/N , όπου N η κανονική υποοµάδα
που γεννάται απο το σύνολο {rb}b∈J στην F . ΄Ετσι ϑεωρούµε τις απεικονίσεις
φb : S1

b → X για να προσαρτήσουµε 2-κελύφη στον X, µία για κάθε σχέση
rb, µε αποτέλεσµα να αποκτήσουµε ένα καινούργιο χώρο Y = X ∪φb e2b . Ο
τελευταίος χώρος όµως είναι αυτός που ϑέλουµε να κατασκευάσουµε, αφού
ο εγκλεισµός :

i : (X, x0) ↪→ (Y, x0) ,

επάγει επιµορφισµό οµάδων:

i∗ : π1(X, x0)� π1(Y, x0) .

Πράγµατι εάν ϑεωρήσουµε απεικόνιση φb : S1
a → Y για να προσαρτήσου-

µε κελύφη, ένα για κάθε σχέση στην παράσταση της οµάδας, τότε η εικόνα
αυτής παριστάνει µια ϑηλιά στον X πρίν από την προσάρτηση του κελύφους
µε ϐασικό σηµείο τυχαίο x1 ∈ X. ΄Ετσι εφόσον ο X είναι τροχιακά συνεκτι-
κός, ϑεωρούµε τροχιά ω από το x0 στο x1 και ϑεωρούµε την ϑηλιά ω φb ω

−1
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µε ϐασικό σηµείο το x0. Η τελευταία πρίν την προσάρτηση του κελύφους µέ-
σω της φb στον χώρο X δεν είναι τετριµµένη. ΄Επειτα απο την προσάρτηση
όµως ϑα έχουµε ω φb ω−1 ' cx0. Συνεπώς ϑεωρούµε την κανονική υποοµάδα
N της π1(X, x0) η οποία γεννάται απο το σύνολο:

{ω φb ω−1| b ∈ J } ,

και είναι ο πυρήνας του επιµορφισµού. ΄Ετσι από το πρώτο ϑεώρηµα ισοµορ-
ϕισµών ϑα έχουµε:

π1(X, x0)/N ∼= π1(Y, x0) ,

πράγµα που µας δίνει τον Ϲητούµενο ισοµορφισµό:

G ∼= π1(Y, x0) .

Στην συνέχεια ϑα δούµε µια κατασκευή την οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε
σε επόµενο κεφάλαιο και οφείλεται στον J. Milnor (ϐλέπε στο [1] στην σελίδα
49). Στο προηγούµενο κεφάλαιο δώσαµε τον ορισµό ενός n-simplex, ενώ πιο
συγκεκριµένα ορίσαµε ως το κανονικό n-simplex να είναι το

σn = {(t0, t1, ..., tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1 , ti > 0} .

Για την παρούσα κατασκευή ϑα δούµε στο επόµενο λήµµα µια εναλλακτική
περιγραφή του τελευταίου που ϑα µας διευκολύνει στην πορεία.

Λήµµα 2.0.31. Το κανονικό n-simplex είναι ισοδύναµο µε το σύνολο:

{(τ1, τ2, ..., τn) | 0 6 τ1 6 τ2 6 ... 6 τn 6 1} .

Απόδειξη. Από τον ορισµό του κανονικού n-simplex, γνωρίζουµε ότι έχει πε-
ϱιγραφή:

σn = {(t0, t1, ..., tn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

ti = 1 , ti > 0} .

Θέτουµε τi = t0 + t1 + ...+ ti−1, το οποίο µας ορίζει απεικόνιση από τις ϐαρύ-
κεντρες συντεταγµένες του simplex σ΄ αυτές του λήµµατος. Αντίστροφα, εάν
µας δίνονται :

0 6 τ1 6 τ2 6 ... 6 τn 6 1 ,

ορίζουµε t0 = τ1 , ti−1 = τi− τi−1 όπου 1 6 i 6 n και tn = 1− τn. Αύτο µας
δίνει την αντίστροφη απεικόνιση και ολοκληρώνει την απόδειξη του λήµµατος.
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Θεωρούµε µια τοπολογική οµάδα G και ορίζουµε την ξένη ένωση:

X =
+∞∐
n=0

(G× σn ×Gn) .

Ορίζουµε την σχέση ισοδυναµίας

(g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn) ∼ (g, τ1, ..., τ̂i, ..., ĝi, gigi+1, ..., gn)

εάν gi = e ή τi = τi+1

∼ (gg1, τ2, τ3, ..., τn, g2, ..., gn)

εάν τ1 = 0

∼ (g, τ1, ..., τn−1, g1, ..., gn−1)

εάν τn = 1 .

Το σύµβολο πάνω από τα τi και gi, σηµαίνει ότι απλά διαγράφουµε αυτές τις
συντεταγµένες. ΄Επειτα σχηµατίζουµε τον χώρο πηλίκο:

E
G

= X / ∼ .

Ο τελευταίος εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο που επάγεται από την
ϕυσική προβολή

p : X → X/ ∼

x 7→ [x] ,

ϕέρει πολύ καλές ιδιότητες, αφού όπως παρατηρούµε η G δρά ελεύθερα µε
τον εξής τρόπο:

G× E
G
−→ E

G

(g, [g′, τ1, ..., τn, g1, ..., gn]) 7→ [g g′, τ1, ..., τn, g1, ..., gn] .

Επίσης αποτελεί παράδειγµα συσταλτού τοπολογικού χώρου µέσω οµοτοπίας
µε τύπο:

H : E
G
× I −→ E

G

H([g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn], t) = [e, t, τ̃1 + t, ..., τ̃n + t, g, g1, ..., gn] ,

όπου t̃ =


t , t 6 1

1 , t > 1

.

Η τελευταία είναι συνεχής µέσω της απεικόνισης :

Ĥt : X → X
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(g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn) 7→ (e, t, τ̃1 + t, ..., τ̃n + t, g, g1, ..., gn)

η οποία είναι συνεχής και σέβεται την σχέση ισοδυναµίας που ορίσαµε.Εποµένως
απο γνωστό ϑεώρηµα (ϐλέπε στο [6] στη σελίδα 17) περνάµε στο πηλίκο µέσω
µοναδικής συνεχούς απεικόνισης :

Ht : X/ ∼ → X/ ∼ ,

το οποίο µας δίνει την Ϲητούµενη συνέχεια. Επίσης έχουµε ότι :

H([g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn], 0) = [g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn]

H([g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn], 1) = [e, τ̂1, ..., τ̂n, ĝ1, ..., ĝn] = c0

χρησιµοποιώντας την ταύτιση που ορίσαµε παραπάνω, για όλα τα [g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn] ∈
E
G
. Εποµένως ο E

G
είναι οµοτοπικά ισοδύναµος µε ένα σηµείο, άρα συσταλ-

τός. Στην συνέχεια ϑεωρούµε τον χώρο πηλίκο:

B
G

=
+∞∐
n=0

(σn ×Gn)/ ∼

µε τις ίδιες σχέσεις όπως και παραπάνω παραλείποντας τον πρώτο όρο,που
εδώ τον ϑεωρούµε ένα σταθερό σηµείο. Ισοδύναµα µπορεί κανείς να ϑεωρήσει
τον χώρο αυτό ως τον

B
G

= E
G
/G .

Αύτο που είναι ενδιαφέρον είναι πως η απεικόνιση:

p : E
G
→ B

G

[g, τ1, ..., τn, g1, ..., gn] 7→ [τ1, ..., τn, g1, ..., gn] ,

ϕέρει πολύ καλές ιδιότητες και αποτελεί παράδειγµα ίνωσης, µια έννοια που
ϑα ορίσουµε στο επόµενο κεφάλαιο.

Ο χώρος BG καλείται χώρος ταξινόµησης για την οµάδα G και έχει την
επόµενη χαρακτηριστική ιδιότητα : Το σύνολο [X,BG] µπορεί να ταυτιστεί
µε το σύνολο των ισοµόρφων κλάσεων κύριων G-δεσµών πάνω από το X Η
ιδιότητα αυτή καλείται αρχή αναγνώρισης του Steenrod.

Αν η G είναι διακριτή οµάδα, τότε η προηγούµενη ίνωση δηλώνει ότι ο
χώρος B

G
έχει µόνο µια µη-τετριµµένη οµάδα οµοτοπίας. Αυτή είναι η πρω-

ταρχική οµάδα η οποία ϑα είναι ισόµορφη µε την G.

Παράδειγµα 2.0.32. Για την οµάδα Z µπορούµε να πάρουµε EZ = R και
BZ = S1.

Η κατασκευή του Milnor είναι γενική αλλά όχι εύχρηστη στους υπολογι-
σµούς. Θα δούµε στο τελευταίο κεφάλαιο ότι για κάποιες οµάδες µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε τους χώρους διαµόρφωσης.
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Κεφάλαιο 3

ΙΝΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΙΝΩ∆ΕΙΣ ∆ΕΣΜΕΣ

3.1 ΙΝΩΣΕΙΣ

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε µια κλάση απεικονίσεων, τις ινώσεις (fi-
brations). Θα αναλύσουµε την ιδιότητα ανασηκώµατος οµοτοπίας (homo-
topy lifting property-HLP) η οποία χαρακτηρίζει τις παραπάνω απεικονί-
σεις και ϑα αναφέρουµε ιδιότητες τις οποίες ϕέρουν. Παράλληλα ϑα δούµε
και κάποιους ειδικούς τύπους ινώσεων.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω ότι p : E → B συνεχής απεικόνιση και συµβολίζουµε
µε C µια τυχούσα κατηγορία τοπολογικών χώρων. Τότε η p έχει την ιδιότητα
ανασηκώµατος οµοτοπίας ως πρός την C, την οποία ϑα συµβολίζουµε µε C −
HLP , εάν για κάθε X ∈ ob C κάθε απεικόνιση f : X → E και οµοτοπία
H : X × I → B, για την οποία ισχύει H(x, 0) = (p ◦ f)(x), ορίζεται οµοτοπία
H̃ : X × I → E ώστε p ◦ H̃ = H. ∆ηλαδή έχουµε το ανασήκωµα της H µέσω
των p και f . Καλούµε τον χώρο B ϐασικό χώρο (base space) και τον E ολικό
(total space). Εάν b0 ∈ B, ίνα (fiber) καλείται το σύνολο p−1(b0) το οποίο
συµβολίζουµε µε F .

Παρατήρηση 3.1.2. Θεωρώντας τον παραπάνω ορισµό σε διαγραµµατική
µορφή, έχουµε ότι η p έχει την C −HLP αν και µόνο αν για κάθε µεταθετικό
διάγραµµα:

X
f //� _

i0
��

E

p

��
X × I

H̃

;;

H
// B ,

υπάρχει απεικόνιση H̃, όπως ϕαίνεται στο διάγραµµα, η οποία κάνει µεταθε-
τικά τα δύο τρίγωνα. Εδώ X ∈ ob C και i0 : X → X × I είναι η έγκλειση
i0(x) = (x, 0).

23
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΄Ενα αρκετά οικείο παράδειγµα ινώσεων αποτελούν οι καλυπτικές απεικο-
νίσεις, αφού ικανοποιούν την ιδιότητα ανασηκώµατος τροχιάς όπως µας λέει
το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.3. ΄Εστω
p : E → B ,

καλυπτική απεικόνιση ενός τροχιακά συνεκτικού τοπολογικού χώρου X και
έστω Y ένας τοπολογικός χώρος. Θεωρούµε το διάγραµµα των συνεχών απει-
κονίσεων:

Y
f //� _

i0
��

E

p

��
Y × I

H̃

;;

H
// B ,

όπου i0(y) = (y, 0) για κάθε y ∈ Y . Τότε υπάρχει συνεχής απεικόνιση

H̃ : Y × I → X ,

η οποία κάνει το διάγραµµα µεταθετικό. Επιπλέον εάν ο Y είναι συνεκτικός, η
H̃ είναι µοναδική.

Απόδειξη. Βλέπε στο [15] στη σελίδα 277.

Απ΄ όλες τις ινώσεις ξεχωρίζουν οι ινώσεις του Hurewicz και του Serre.

Ορισµός 3.1.4. ΄Εστω p : E → B, τότε αυτή καλείται ίνωση του Hurewicz
εάν είναι ίνωση για κάθε αντικείµενο της τυχούσας κατηγορίας τοπολογικών
χώρων C. Εάν η p είναι ίνωση ως πρός κάθε CW-Complex τότε ϑα καλείται
ίνωση του Serre.

Στην συνέχεια ϑα δούµε µια πολύ χρήσιµη κατασκευή όταν µας δίνεται
µια ίνωση p : E → B και τυχούσα απεικόνιση f : B̃ → B. Θέλουµε να
ορίσουµε κατάλληλο χώρο Ẽ και απεικονίσεις f̃ : Ẽ → E και p̃ : Ẽ → B̃
ώστε να έχουµε µεταθετικότητα στο παρακάτω διάγραµµα:

Ẽ
f̃ //

p̃
��

E

p

��
B̃

f
// B .

΄Ετσι λοιπόν εάν ϑεωρήσουµε ως τον Ϲητούµενο χώρο:

Ẽ = {(b̃, e) ∈ B̃ × E / f(b̃) = p(e)}
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και τις απεικονίσεις f̃(b̃, e) = e , p̃(b̃, e) = b̃, έχουµε την Ϲητούµενη µεταθε-
τικότητα στο διάγραµµα. Η p̃ καλείται η επαγόµενη απο την p µέσω της f
ενώ ο χώρος Ẽ συµβολίζεται µε f ∗(E) και καλείται χώρος ανάσυρσης (pull-
back space).

Αυτό που είναι σηµαντικό στην παραπάνω κατασκευή, είναι πως για ο-
ποιαδήποτε ίνωση του Hurewicz p : E → B και απεικόνιση f : B̃ → B
η επαγόµενη απ΄ αυτές ϑα είναι και αυτή ίνωση του Hurewicz. Το τελευταίο
όµως είναι ισοδύναµο µε την µεταθετικότητα στο παρακάτω διάγραµµα

X
g̃ //� _

i0
��

Ẽ

p̃
��

f̃ // E

p

��
X × I

H
//

H̃

<<

B̃
f
// B .

Εδώ X τυχαίος τοπολογικός χώρος, g̃ και H τυχούσες απεικονίσεις που δί-
νουν µεταθετικότητα στο αριστερό τετράγωνο του διαγράµµατος και H̃ η Ϲη-
τούµενη οµοτοπία που κάνει µεταθετικά τα δύο τρίγωνα. Συνεπώς η οµοτοπία
που Ϲητάµε πρέπει να ικανοποιεί τα εξής :

1. H̃ ◦ ix = g̃ ,

2. p̃ ◦ H̃ = H .

΄Ετσι έχουµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.1.5. ΄Εστω p : E → B τυχούσα ίνωση του Hurewicz και συνεχή
απεικόνιση f : B̃ → B, τότε η επαγόµενη από αυτές ϑα είναι και αυτή ίνωση
του Hurewicz.

Απόδειξη. Εφ΄ όσον όµως από την υπόθεση έχουµε ότι η p είναι ίνωση του
Hurewicz αρκεί να ορίσουµε H̃(x, t) = (H(x, t), G̃(x, t)), όπου στην δεύτερη
συνιστώσα έχουµε την οµοτοπία απο το ανασήκωµα της f ◦H µέσω των p και
f̃ ◦ g̃. Τότε εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι ικανοποιούνται οι προυποθέσεις και
εποµένως η p̃ είναι ίνωση του Hurewicz.

Στην συνέχεια ϑα δούµε µια άλλη έννοια που χαρακτηρίζει τις ινώσεις, αυτήν
της απεικόνισης ανασηκώµατος τροχιάς (path lifting map). Θεωρούµε τον
χώρο

C(I, B) = { f : I → B | f συνεχής }
και τον αντίστοιχο C(I, E). Εάν έχουµε µια ίνωση του Hurewicz p : E → B
τότε υπάρχει απεικόνιση (ϐλέπε στο [2] στην σελίδα 104):

Γ : E ×B C(I, B)→ C(I, E) ,
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όπου,
E ×B C(I, B) = {(e, a) ∈ E × C(I, B) | p(e) = a(0)}

και η Γ ικανοποιεί :

Γ(e, a)(0) = e , p ◦ Γ(e, a)(t) = a(t) ,

για όλα τα (e, a) ∈ E ×B C(I, B) και t ∈ I. Αντίστροφα εάν µας έχει δοθεί
συνεχής απεικόνιση p : E → B και υπάρχει απεικόνιση Γ µε τις παραπάνω
ιδιότητες, τότε η p είναι ίνωση του Hurewicz.

Υπάρχουν ινώσεις οι οποίες ϕέρουν συγκεκριµένο χαρακτηρισµό, ανάλογα
µε τον τύπο τους ή κάποια ιδιότητα που ϕέρει ο ολικός χώρος. ΄Ετσι εάν
p : E → B τύχουσα ίνωση, έχουµε τις εξής περιπτώσεις :

1. Θα καλείται τετριµµένη ίνωση (trivial fibration), εάν E ∼= B × F π // B
όπου π η προβολή στην πρώτη συνιστώσα.

2. Μια ίνωση ϑα την καλούµε οµοτοπικά τετριµµένη (homotopically trivial),
εάν E ' B × F .

3. Θα την καλούµε τοπικά τετριµµένη ίνωση (locally trivial), εάν ικανο-
ποιείται το εξής : υπάρχει ανοιχτό κάλυµµα U του B ώστε p−1(U) ∼=
U × F για κάθε U ∈ U .

4. Ενώ, εάν υπάρχει ανοιχτό κάλυµµα U του B ώστε p−1(U) ' U × F , ϑα
καλείται οµοτοπικά τοπικά τετριµµένη ίνωση (homotopically locally trivial).

Στην συνέχεια ϑα δούµε ορισµένα παραδείγµατα µη-τετριµµένων ινώσεων
του Hurewicz.

1. ΄Εστω τοπολογικός χώρος B και σηµείο του x0 ∈ B το οποίο και ϑεω-
ϱούµε ως ϐασικό σηµείο. Ορίζουµε PB = {ω : I → B | ω(0) = x0 }
να είναι ο χώρος τροχιών (path space) του B στο σηµείο x0. Ο PB
εφοδιασµένος µε την συµπαγή ανοιχτή τοπολογία αποκτά δοµή τοπο-
λογικού χώρου. Εάν ορίσουµε την απεικόνιση q : PB → B µε τύπο
q(ω) = ω(1), τότε αυτή είναι ίνωση του Hurewicz (ϐλέπε στο [16] στην
σελίδα 53) της οποίας η ίνα είναι ο υπόχωρος (µε την επαγόµενη τοπο-
λογία) ΩB = {ω : I → B | ω(0) = ω(1) = x0} ο οποίος καλείται χώρος
ϐρόγχων (loop space). Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο PB είναι συσταλ-
τός τοπολογικός χώρος, δηλαδή υπάρχει οµοτοπική ισοδυναµία από τον
PB σε κάποιο σταθερό σηµείο του:

f : PB → {∗}
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µε τύπο γ 7→ γ(0) = ∗. Η τελευταία έχει οµοτοπική αντίστροφο την
απεικόνιση:

g : {∗} → PB

µε τύπο ∗ 7→ γ∗, όπου γ∗ η σταθερή ϑηλιά στο σηµείο ∗. Παρατηρούµε
ότι f ◦ g = id∗. Ενώ η οµοτοπία για την οποία g ◦ f ' id

PB
είναι η

απεικόνιση
H : PB × I → PB

(γ, t) 7→ H(γ, t) = λ(t′) ,

όπου η λ ∈ PB, είναι η τροχιά µε τύπο λ(t′) = γ(t′(1− t)). Πράγµατι

(α΄) H(γ, 0) = γ = id
PB
,

(ϐ΄) H(γ, 1) = γ(0) = ∗ = γ∗ = g ◦ f .

Το επόµενο παράδειγµα αποτελεί ένα από τα πρώτα µη-τετριµµένα πα-
ϱαδείγµατα ινώσεων και οφείλεται στον Heinz Hopf (1931) του οποίου
το όνοµα ϕέρει.

2. (Hopf Fibration) Θεωρούµε την

S3 = {(z1, z2) ∈ C× C | z1z̄1 + z2z̄2 = 1} ⊂ C× C ∼= R4

και την
S2 ∼= C∗ = C

∐
{∞} ,

(σφαίρα του Riemann) ως την συµπαγοποίηση ενός σηµείου του µι-
γαδικού επιπέδου. Η συνεχής απεικόνιση p : S3 → S2 µε τύπο :

p(z1, z2) =

{
z1
z2

, z2 6= 0 ,

∞ , όταν z2 = 0 ,

αποτελεί ίνωση µε ίνα την S1. Πράγµατι εάν ορίσουµε την απεικόνιση:

p1 : CP1 −→ S2

[z1 : z2] 7→
z1
z2

,

τότε αυτή είναι οµοιοµορφισµός. Συνεπώς µπορούµε να ταυτίσουµε
τους δύο τοπολογικούς χώρους και να ϑεωρήσουµε την απεικόνιση του
Hopf ως την :

p : S3 −→ CP1

(z1, z2) 7→ [z1 : z2] .
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΄Ετσι εάν :
p(w1, w2) = p(z1, z2) ,

ϑα έχουµε
[w1, w2] = [z1, z2] ,

εποµένως (w1, w2) = λ(z1, z2) , έπειτα από την ταύτιση που κάνουµε
στην µιγαδική προβολική ευθεία. ∆ιαλέγουµε τυχαίο m ∈ S2 και η ίνα
είναι το σύνολο:

p−1(m) = {(z1, z2) ∈ S3 | p(z1, z2) = m} .

Εάν (w1, w2) ∈ p−1(m) κάποιο άλλο στοιχείο, ϑα έχουµε

(w1, w2) = λ(z1, z2) .

΄Αρα,

1 = w1w1 + w2w2 = (λz1) (λz1) + (λz2) (λz2) = λλ .1 = λλ ,

αφού τα Ϲεύγη (w1, w2) και (z1, z2) ανήκουν στην S3. Εποµένως λ ∈ S1

που σηµαίνει ότι είναι της µορφής λ = eiθ µε θ ∈ [0, 2π]. ∆ηλαδή η ίνα
είναι το σύνολο p−1(m) = {eiθ (z1, z2) ∈ S3 | p(eiθ (z1, z2)) = m} το
οποίο είναι οµοιοµορφικό µε την S1. Που ήταν και το Ϲητούµενο.

Τα παραπάνω συµβολικά γράφονται ως εξής :

S1 � � // S3 p // // S2 .

3. Θεωρούµε την απεικόνιση p : C(I, Y ) → Y µε τύπο p(a) = a(1), τότε
αυτή είναι µια ίνωση του Hurewicz, αφού για το ακόλουθο διάγραµµα :

A× {0} g //
� _

j0
��

C(I, Y )

p

��
A× I

H
//

H̃
88

Y ,

όπου A τυχαίο στοιχείο της κατηγορίας.Εδώ αρκεί να ϑεωρήσουµε ως
την Ϲητούµενη οµοτοπία H̃ την συνεχή απεικόνιση µε τύπο

H̃(a, s)(t) =

{
g(a)((1 + s)t) , όταν 0 6 t 6 1

(1+s)
,

H(a, ((1 + s)t− 1)) , όταν 1
(1+s)

6 t 6 1 .

Τότε εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα δύο τρίγωνα του παραπάνω διαγράµ-
µατος είναι µεταθετικά.
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4. ΄Εστω µια συνεχής απεικόνιση f : Y → B µεταξύ τοπολογικών χώρων
όπου Υ τροχιακά συνεκτικός και έστω ο χώρος :

Ef = {(y, ω) ∈ Y × C(I, B) | ω(1) = f(y)} ,

τον οποίο ϑα καλούµε τροχιακό χώρο της f (mapping path space of f). Τότε
η απεικόνιση:

p : Ef → B ,

µε τύπο p(y, ω) = ω(1), είναι ίνωση του Hurewicz. (Βλέπε στο [5] στην
σελίδα 124.)

Η χρησιµότητα των ινώσεων µε µια πρώτη µατιά δεν είναι προφανής. Φέρουν
όµως πολύ καλές ιδιότητες οι οποίες αποδεικνύονται ϑεµελιώδους σηµασίας
στην αλγεβρική τοπολογία. Κάποιες απ΄ αυτές ϑα αναφέρουµε στις ακόλουθες
προτάσεις.

Πρόταση 3.1.6. Εάν p : E → B είναι µια απεικόνιση του Hurewicz και ο
B είναι τροχιακά συνεκτικός, τότε για κάθε b1, b2 ∈ B ισχύει ότι p−1(b1) και
p−1(b2) έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύπο.

Απόδειξη. ΄Εστω α τροχιά από το b0 στο b1. Μέσω της α ορίζεται η f :
p−1(b0) → p−1(b1) µε f(e) = α̂e(1). Από την ίνωση p : E → B υπάρ-
χει τροχιά από το σηµείο e ∈ p−1 (b0) στο σηµείο α̂e(1) ∈ p−1 (b1). Εδώ
µε α̂e συµβολίζουµε το ανασήκωµα της α από το e. Αντίστοιχα ορίζεται η
g : p−1 (b1)→ p−1 (b0) µε g (e′) = α̂−1e′ (1). Η α̂−1e′ είναι το ανασήκωµα της α−1

από το e′. Ισχύει ότι gf ' 1 και fg ' 1 αντίστοιχα.

Πρόταση 3.1.7. ΄Εστω p : E → B ίνωση, µε B συσταλτός χώρος. Τότε υπάρ-
χει οµοτοπική ισοδυναµία φ : E → B × F µε F = p−1(b0).

Απόδειξη. Επειδή από την υπόθεση ο B είναι συσταλτός, υπάρχει οµοτοπία
µεταξύ της ταυτοτικής απεικόνισης idB και της σταθερής cx0. Ορίζουµε την

H̃ : B → C(I, B) ,

µε τύπο H̃(b)(t) = H(b, t). Επίσης από την υπόθεση η p είναι ίνωση του
Hurewicz, συνεπώς υπάρχει απεικόνιση ανασηκώµατος τροχιάς

Γ : E ×B C(I, B)→ C(I, E) .

Από τα δύο παραπάνω προκύπτει η Ϲητούµενη οµοτοπική ισοδυναµία µε τύπο
φ(e) = (p(e), Γ(e, H̃(p(e))(1)).

Παρατήρηση 3.1.8. Στην παραπάνω απόδειξη ϕαίνεται η σηµασία του χα-
ϱακτηρισµού µιας ίνωσης,µέσα απο την απείκονιση ανασηκώµατος τροχιάς.
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Πόρισµα 3.1.9. ΄Εστω p : E → B ίνωση της οποίας ο ϐασικός χώρος έχει
ανοιχτό κάλυµµα U αποτελούµενο από συσταλτά υποσύνολα. Τότε για κάθε
U ∈ U ισχύει ότι η επαγόµενη ίνωση p

U
: p−1(U)→ U είναι οµοτοπικά τοπικά

τετριµµένη (δηλαδή p−1(U) ' U × F ).

Στην συνέχεια ϑα δούµε µια ακόµα ιδιότητα των ινώσεων. ΄Εαν ϑεωρήσου-
µε τυχούσα συνεχή απεικόνιση f : X → Y τότε αυτή είναι υπό µια έννοια
ισοδύναµη µε µια ίνωση. Προηγουµένως (παράδειγµα 4) ορίσαµε τον τροχια-
κό χώρο µιας απεικόνισης ως τον :

Ef = {(x, ω) ∈ X × C(I, Y ) | ω(1) = f(x)}

και αναφέραµε πως η απεικόνιση p : Ef → Y είναι µια ίνωση του Hurewi-
cz. Θεωρούµε το διάγραµµα:

C(I, Y )

p′

��
X

f // Y ,

και έπειτα κατασκευάζουµε το χώρο ανάσυρσης, απ΄ όπου προκύπτει το ακό-
λουθο µεταθετικό διάγραµµα :

f ∗(C(I, Y )) = Ef
q //

p1

��

C(I, Y )

p′

��
X

f
// Y ,

στο οποίο ϐλέπουµε ότι ταυτίζεται µε τον Ef , ενώ οι απεικονίσεις p1 και q
είναι οι προβολές στην πρώτη και δεύτερη συνιστώσα αντίστοιχα. Επίσης απο
προηγούµενη πρόταση γωρίζουµε ότι η p1 είναι και αυτή ίνωση (Πρόταση
3.1.5). Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει οµοτοπική ισοδυναµία h : X → Ef η
οποία κάνει µεταθετικό το διάγραµµα

X
h //

f   

Ef

p
~~

Y ,

δηλαδή p ◦ h = f και οι χώροι X και Ef έχουν τον ίδιο οµοτοπικό τύ-
πο. Πράγµατι, εάν ορίσουµε την h(x) = (x, c

f (x)) όπου c
f (x) είναι η σταθερή
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τροχιά στο f(x), έχουµε άµεσα την µεταθετικότητα f = p ◦ h, ενώ ο οµοτοπι-
κός αντίστροφος για την h είναι η p1 αφού έχουµε ότι p1 ◦ h = idX . Απ΄ την
άλλη, η οµοτοπία που συνδέει τις h ◦ p1 και idEf δίνεται από τον τύπο:

F ((x, a), s) = (x, as) ,

όπου η δεύτερη συνιστώσα είναι η τροχιά s 7→ α(st). ΄Ετσι µπορούµε να
αντικαταστήσουµε την f µέσω της h µε την ίνωση p.

∆οθείσας µιας συνεχούς απεικόνισης p : E → B, το ερώτηµα που γεννάται
πολλές ϕορές είναι το πότε αυτή αποτελεί ίνωση. ΄Ενα ϑεώρηµα του οποίου η
απόδειξη οφείλεται στον Hurewicz µας δίνει απάντηση σ΄ αυτό αφού πρώτα
ϑεωρήσουµε κατάλληλο κάλυµµα για τον ϐασικό χώρο B.

Θεώρηµα 3.1.10. (Hurewicz) ΄Εστω συνεχής απεικόνιση :

p : E → B ,

και κάλυµµα C = {Ua}a∈A του B στο οποίο επάγεται διαµέριση της µονά-
δας. Τότε η p είναι ίνωση αν και µόνο αν, η :

p|
U

: p−1(U)→ U

είναι ίνωση για κάθε στοιχείο του καλύµµατος U ∈ C.

Απόδειξη. Βλέπε στο [12] στην σελίδα 51.

Παρατήρηση 3.1.11. Το προηγούµενο ϑεώρηµα παίζει σηµαντικό ϱόλο στην
απόδειξη µιας πρότασης µε µεγάλη σηµασία (ϐλέπε στο [12] στην σελίδα 51)
στην οποία αποδεικνύεται ότι η κατηγορία των ινώσεων είναι αρκετά πλούσια
σε απεικονίσεις όταν ο ϐασικός χώρος είναι παρασυµπαγής.

Η σηµαντικότερη ιδιότητα των ινώσεων είναι η ακόλουθη:

Θεώρηµα 3.1.12. ΄Εστω p : E → B ίνωση του Serre και F = p−1(b) µε
b ∈ B. Τότε η επόµενη ακολουθία είναι ακριβής.

...→ πn(F )→ πn(E)→ πn(B)→ πn−1(F )→ ... .

Απόδειξη. Βλέπε στο [12] στην σελίδα 66.
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3.2 ΙΝΩ∆ΕΙΣ ∆ΕΣΜΕΣ

Στην ενότητα αυτή ϑα αναφερθούµε σε µια κλάση απεικονίσεων µεταξύ τοπο-
λογικών χώρων, τις ινώδεις δέσµες (fiber bundles). ΄Οπως ϑα δούµε, πολλές
απεικονίσεις ανήκουν σ΄ αυτήν την κλάση, ενώ σαν συνέπεια του ϑεωρήµατος
του Hurewicz που αναφέραµε παραπάνω γνωρίζουµε ότι κάθε ινώδης δέσµη
είναι ίνωση όταν ο ϐασικός χώρος είναι παρασυµπαγής, συνεπώς µπορούµε
να τις δούµε σαν µια ειδική περίπτωση των ινώσεων.

΄Εστω G µια τοπολογική οµάδα. Αύτο σηµαίνει ότι G είναι ένας τοπολο-
γικός χώρος µε δοµή οµάδας, ενώ οι απεικονίσεις του ¨πολλαπλασιασµού¨
µ : G × G → G , µ(g, h) = gh και της αντιστροφής i : G → G , i(g) = g−1

είναι συνεχείς ως πρός την τοπολογία του χώρου.

Ορισµός 3.2.1. ΄ΕστωG µια τοπολογική οµάδα. Τότε αυτή δρά πάνω σε χώρο
X, όταν η απεικόνιση

G×X → X

(g, h) 7→ gh ,

είναι συνεχής, e
G
x = x και (g1 g2)x = g1 (g2 x). Η δράση ϑα καλείται αποτε-

λεσµατική (effective) όταν, για κάθε g ∈ G, υπάρχει x ∈ X για το οποίο g . x 6=
x. ΄Ενω ϑα λέµε ότι ηG δρά κυρίως ασυνεχώς (properly discontinuous) εάν,
για κάθε x ∈ X, υπάρχει Uανοιχτή περιοχή του x για την οποία :

g U ∩ g′ U = ∅ .

Τέλος ϑα καλούµε µια δράση ελεύθερη (free) όταν g . x = x⇒ g = eG.

Παρατήρηση 3.2.2. ΄Οπως παρατηρούµε η παραπάνω απεικόνιση ορίζει µο-
νοµορφισµό από την οµάδα G στην οµάδα οµοιοµορφισµών του X την οποία
ϑα συµβολίσουµε µε Top(X). ∆ηλαδή η G είναι ισόµορφη µε κάποια υποο-
µάδα της Top(X).

Μετά από τα παραπάνω είµαστε σε ϑέση να δώσουµε τον ορισµό µιας
ινώδους δέσµης.

Ορισµός 3.2.3. ΄Εστω G µια τοπολογική οµάδα, η οποία δρά αποτελεσµατικά
σε έναν χώρο F . Μια ινώδης δέσµη E πάνω από τονB µε οµάδα δοµήςG, είναι
µια επί απεικόνιση p : E → B µαζί µε µια συλλογή οµοιοµορφισµών {φ

U
:

U × F → p−1(U)} (οι φ καλούνται χάρτες πάνω από τα U ), όπου η συλλογή
των συνόλων U = {U} ορίζει ένα ανοιχτό κάλυµµα του B και η συλλογή των
Ϲευγών {(φ

U
, U)} είναι µεγιστική ως προς τις ακόλουθες ιδιότητες :
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1. Το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό

U × F φ

U
//

π
U ""

p−1(U)

p
{{

U

2. Αν (φ
U
, U) είναι χάρτης και V ⊂ U ανοιχτό τότε και ο (φ

U
|V , V ) είναι

επίσης χάρτης.

3. Αν φU,b : F → p−1(b) ορίζεται από φU,b(f) = φU (b, f), τότε για κάθε
b ∈ U ∩ U ′ ο οµοιοµορφισµός φ−1U ′,bφU,b : F → F συµπίπτει µε κάποιο
στοιχείο της G.

4. Για κάθε δύο χάρτες φ
U

και φ′
U

πάνω απο το U υπάρχει απεικόνιση :

θφ,φ′ : U → G ,

για την οποία φ′(x, u) = φ(x, θφ,φ′(x)(u)) .

Εάν δεν ισχύει το 3, τότε η p καλείται τοπικά τετριµµένη δέσµη (locally trivial bundle).
Μια ινώδης δέσµη ϑα συµβολίζεται µε (E,B, F, p,G). Η διαφορά των ινωδών
δεσµών απο τις τελευταίες, στις οποίες δεν έχει δοθεί µια οµάδα δοµής είναι
ουσιαστική. Πράγµατι έστω ότι έχουµε τυχούσα τοπικά τετριµµένη δέσµη

U × F φ //

π
U ""

p−1(U)

p
{{

U

και

U × F φ′ //

π
U ##

p−1(U)

p
{{

U ,

δύο τοπικές τετριµµενοποιήσεις, τότε η µεταθετικότητα του παρακάτω δια-
γράµµατος :

U × F φ′ //

π
U %%

p−1(U)

p

��

φ−1
// U × F

π
U
,

yy
U
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µας δίνει απεικόνιση ψφ,φ′ : U × F → F τέτοια ώστε η σύνθεση φ−1 ◦ φ′ :
U × F → U × F να έχει τύπο:

(u, f) 7−→ (u, ψφ,φ′(u, f)) .

Τότε όµως για κάθε u ∈ U η απεικόνιση ψφ,φ′(u,−) : F → F είναι οµοιοµορ-
ϕισµός.

Σε µια ινώδη δέσµη, η απεικόνιση ψφ,φ′ έχει πολύ συγκεκριµένη µορφή
η οποία δίνεται από την δράση ενός στοιχείου της G. ∆ηλαδή έχουµε ότι
ψφ,φ′(u, f) = g. f , όπου g στοιχείο της οµάδας δοµής ανεξάρτητο του f και
συµβολίζεται µε θφ,φ′(u). Ενώ η τοπολογία τηςG µας εξασφαλίζει την συνέχεια
της θφ,φ′.

Επίσης στον ορισµό της ινώδους δέσµης απαιτήσαµε η δράση της G στην
F να είναι αποτελεσµατική. Αυτό µας εξασφαλίζει την µοναδικότητα της α-
πεικόνισης θφ,φ′(u) : U → G.

Στην συνέχεια ϑα δούµε ορισµένα παραδείγµατα ινωδών δεσµών.

1. Η τετριµµένη ινώδης δέσµη, όπου E = B×F ,F η ίνα και οµάδα δοµης
την G = {idF}.

2. Η λωρίδα του Mobius ,E = I × I/ ∼ , όπου έχουµε κάνει την ταύτιση
(0, y) ∼ (1, 1 − y) µε ϐασικό χώρο την B = S1, οµάδα δοµής την G =
{id, φ} ∼= Z2 (όπου φ η ανάκλαση στην µέση της I × I) και ίνα το
ευθύγραµµο τµήµα I.

3. ΄Ενα άλλο παράδειγµα αποτελεί η ϕιάλη του Klein. Ο χώρος πηλίκο
δηλαδή E = I × I/ ∼ µε την ταύτιση (0, y) ∼ (1, y) και (x, 0) ∼
(1−x, 1), ∀ 0 6 x, y 6 1, πάνω απο τον B = S1 ∼= I/ ∼ µε ταύτιση 0 ∼
1, οµάδα δοµής τηνG = {id, φ} ∼= Z2. Εδώ η φ παριστάνει ανάκλαση ως
πρός την διάµετρο του κυλίνδρου που σχηµατίζεται στην πρώτη ταύτιση
και η ίνα είναι οµοιοµορφική µε την S1. Θεωρήσαµε ως απεικόνιση της
δέσµης την p([x, y]) = [y].

4. Θεωρούµε κανονική καλυπτική απεικόνιση p : E → B. ∆ηλαδή ισχύ-
ει ότι p∗(π1(E, e0)) E π1(B, b0)). Τότε η ίνα είναι πάντοτε τοπολογικος
χώρος εφοδιασµένος µε την διακριτή τοπολογία και η παραπάνω καλυ-
πτική αποτελεί παράδειγµα ινώδους δέσµης µε οµάδα δοµής ισόµορφη
µε την G = π1(B, b0)/p∗(π1(E, e0)).

΄Οπως αναφέραµε και στο τέλος της προηγούµενης ενότητας, εάν ϑεωρή-
σουµε έναν τοπολογικό χώρο B ,Hausdorff και παρασυµπαγή και γνωρίζου-
µε ότι µια συνεχής απεικόνιση

p : E → B
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είναι ίνωση, τότε αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι :

p|
U

: p−1(U)→ U

είναι ίνωση για κάθε στοιχείο του τυχόντος καλύµµατος C = {Ua}a∈A του
B. ΄Εχοντας υπ΄ όψιν αύτο ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι έαν η απεικόνιση p
είναι µια ινώδης δέσµη τότε αυτή ϑα είναι ίνωση.

Θεώρηµα 3.2.4. Εάν p : E → B είναι µια ινώδης δέσµη µε τον B παρασυµ-
παγή και Hausdorff, τότε αυτή είναι ίνωση.

Απόδειξη. Εφ΄ όσον η p : E → B είναι ινώδης δέσµη, σηµαίνει ότι υπάρχει
ένα κάλυµµα τετριµµενοποίησης C = {Ua}a∈A του B, το οποίο ϑα δέχεται
διαµέριση της µονάδος, αφού ο B είναι παρασυµπαγής και χώρος Haus-
dorff. Επίσης εύκολα παρατηρεί κανείς ότι οι προβολές :

πU : U × F → U ,

είναι ινώσεις για κάθε U ∈ C. Αφού για τυχούσες f, H και για κάθε τοπολο-
γικό χώρο X, το διάγραµµα

X × {0} f //
� _

i0
��

p−1(U)

p

��
X × I

H̃
99

H
// U ,

γίνεται µεταθετικό για H̃(x, t) = (H(x, t), π2(f(x, 0))), όπου π2 : U ×F → F
η προβολή στην δεύτερη συνιστώσα. Αυτό όµως µας εξασφαλίζει πως και η p
είναι τοπικά µια ίνωση για κάθε U ∈ C, γιατί από την υπόθεση γνωρίζουµε
ότι το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

U × F φ //

π
U ##

p−1(U)

p
{{

U.

΄Ετσι από το ϑεώρηµα του Hurewicz (Θεώρηµα 3.1.10) έπεται το Ϲήτουµενο.

3.3 ΚΥΡΙΕΣ G-∆ΕΣΜΕΣ

Μια σηµαντική κατηγορία ινωδών δεσµών που αξίζει να αναφέρουµε απο-
τελούν οι κύριες G-δέσµες. Πρόκειται για µια ειδική περίπτωση ινωδών δε-
σµών,ωστόσο µπορεί να την χρησιµοποιήσει κανείς για να κατασκευάσει ινώ-
δεις δέσµες. Αντίστροφα κάθε ινώδης δέσµη ορίζει µια κύρια G-δέσµη. Μια
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τέτοια δέσµη τεχνικά είναι απλούστερη, αφού η ίνα F ταυτίζεται µε την ο-
µάδα δοµής G. Επίσης η αριστερή δράση η οποία ορίζεται είναι αυτή που
προκύπτει κατά ϕυσικό τρόπο (left translation) και έχει την εξής µορφή:

∗ : G× F −→ F

(g, f) −→ ∗ (g, f) = gf .

Στο δεξί µέλος της ισότητας έχουµε την πράξη της G.

Ορισµός 3.3.1. Μια κύριαG-δέσµη p : E → B, είναι µια ινώδης δέσµη µε την
ίνα F να ταυτίζεται µε την οµάδα δοµής G, η οποία δρα στην ίνα µε τον τρόπο
που ορίσαµε παραπάνω.

Η χρησιµότητα αυτών των δέσµων ϕαίνεται στην επόµενη πρόταση, αφού
όπως ϑα δούµε ϕέρουν πολύ καλές ιδιότητες.

Πρόταση 3.3.2. Εάν p : E → B µια κύρια G-δέσµη, τότε η G δρα ελεύθερα
στον E από τα δεξιά µε τον χώρο τροχιών να είναι οµοιοµορφικός µε τον B.

Απόδειξη. ΄Εστω p : E → B µια κύρια G-δέσµη. Παρατηρούµε πρώτα ότι η
G δρα πάνω στις τετριµµενοποιήσεις από τα δεξία µέσω της δράσης :

(U ×G)×G −→ U ×G

((u, g), g′) 7−→ (u, g . g′)

όπου στα δεξιά έχουµε το γινόµενο της οµάδας. Επίσης απο την µεταθετικό-
τητα του διαγράµµατος :

U × F φ

U
//

π
U ""

p−1(U)

p
{{

U

µπορούµε µέσω της φ
U

να ορίσουµε δράση στον E ως εξής : φ
U

(u, g) ∗ g′ =
φ
U

(u, g . g′). Η τελευταία όµως είναι ελεύθερη αφού εάν φ
U

(u, g) = φ
U

(u, g) ∗
g′ = φ

U
(u, g . g′), ϑα έχουµε g = g . g′ εφ΄ όσον φ

U
οµοιοµορφισµός. ΄Αρα

g′ = eG.
Ορίζουµε την απεικόνιση σ : E�G→ B µε τύπο [e] 7−→ σ([e]) = p(e). Η

σ είναι καλά ορισµένη: εάν διαλέξουµε τυχαία στοιχεία [e] = [e′] ∈ E�G
ϑα ισχύει ότι e, e′ ∈ p−1(U), αφού από την υπόθεση η G δρά αποτελεσµα-
τικά στην ίνα. Συνεπώς εάν έχουµε e ∈ p−1(x) για κάποιο x ∈ B τότε
και ew ∈ p−1(x), λόγω κλειστότητας της δράσης, όπου w ∈ G τέτοιο ώστε
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e′ = ew. ΄Αρα e′ ∈ p−1(x), ενώ διάλεξαµε U κάποια περιοχή του x. ΄Ετσι µπο-
ϱούµε να ϑεωρήσουµε τυχούσα απεικόνιση τετριµµενοποίησης :

φ
U

: U ×G→ p−1(U) ,

όπου ϑα υπάρχουν στοιχεία (u, g) , (u′, g′) ∈ U ×G για τα οποία :

φ
U

(u, g) = e και φ
U

(u′, g′) = e′ .

Τώρα, εάν υποθέσουµε ότι [e] = [e′] ϑα υπάρχει στοιχείο w ∈ G τέτοιο ώστε
e = e′w. ΄Αρα από την δράση που ορίσαµε παραπάνω έχουµε:

φ
U

(u, g) = φ
U

(u′, g′)w = φ
U

(u′, g′w) .

Το τελευταίο όµως ισχύει αν και µόνο αν u = u′ και g = g′w. ΄Αρα έχουµε
ότι

p ◦ φ
U

(u, g) = p ◦ φ
U

(u, g′) ,

απ΄ όπου παίρνουµε p(e) = p(e′). ΄Οσον αφορά την συνέχεια, ο χώρος τροχιών
E�G είναι εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο που επάγεται από την
απεικόνιση q : E → E�G, ενώ από την καθολική ιδιότητα των χώρων πηλίκο
έχουµε το εξής διάγραµµα :

E

q

��

p

##
E�G σ

// B .

στο οποίο η σ ϑα είναι συνεχής αν και µόνο αν η σ ◦ π(e) = p(e) είναι συνε-
χής. Αυτό όµως είναι αληθές από την υπόθεση. Επίσης η σ είναι επί. Μένει να
δείξουµε ότι είναι ένα-πρός-ένα. Πράγµατι όµως, εάν σ([e]) = σ([e′]), έχουµε
p(e) = p(e′) ∈ U (όπου η U είναι στοιχείο του καλύµµατος του B), ενώ
e, e′ ∈ p−1(U). Τότε όµως υπάρχουν (u, g), (u′, g′) ∈ U × G τέτοια ώστε
φ
U

(u, g) = e και φ
U

(u′, g′) = e′ και από την µεταθετικότητα του παραπάνω
διαγράµµατος ισχύει :

(p ◦ φ
U

)(u, g) = p(e)

(p ◦ φ
U

)(u′, g′) = p(e′) .

Εάν όµως επιτρέψουµε στο στοιχείο g (g′)−1 να δράσει στο φ
U

(u, g′) = e′ ϑα
έχουµε φ

U
(u, . g′(g′)−1g) = e′(g′)−1g . = φ

U
(u, g). ∆ηλαδή e = e′(g′)−1g .

Συνεπώς [e] = [e′]. ΄Αρα E�G ∼= B.
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΄Ενα οικείο παράδειγµα κύριας G-δέσµης αποτελεί κάθε κανονικός καλυ-
πτικός χώρος. ΄Οπως αναφέραµε και στην προηγούµενη ενότητα (παράδειγµα
4 στην σελίδα 22) η απεικόνιση p : E → B µε G = π1(B)�p∗(π1(E)) , είναι
µια ινώδης δέσµη όπου στην G έχει δοθεί η διακριτή τοπολογία. Από τους
καλυπτικούς χώρους γνωρίζουµε (ϐλέπε στο [15] στην σελίδα 281) ότι :

|p−1(b0)| = [π1(B, b0) : p∗(π1(E, e0))] .

Εάν δώσουµε στην π1(B, b0) την διακριτή τοπολογία, η οµάδα πηλίκο

π1(B, b0)� p∗(π1(E, e0)) ,

έχει την τοπολογία πήλικο που επάγεται από την ϕυσική προβολή, η οποία
είναι η διακριτή επίσης. Τότε όµως ϑα έχουµε δύο διακριτούς τοπολογικούς
χώρους µε την ίδια πληθικότητα και ως εκ τούτου οµοιοµορφικούς. ΄Αρα η
ίνα ταυτίζεται µε την οµάδα δοµής. Ειδικότερα κάθε καθολικός καλυπτικός
χώρος B̃ → B ενός χώρου είναι µια κύρια π1(B)-δέσµη. Ενώ ένας µη-
κανονικός καλυπτικός χώρος δεν αποτελεί κύρια G-δέσµη.

΄Οπως αναφέραµε και παραπάνω υπάρχει στενή σχέση µεταξύ των ινώδων
δέσµων και των κυρίων, αφού από κάθε ινώδη δέσµη επάγεται µια κύρια και
αντίστροφα.

΄Εστω ότι p : E → B είναι µια κύρια G-δέσµη. Εξ΄ ορισµού η G δρα από
τα αριστερά στον F , δηλαδή µια δράση G× F −→ F µας δίνεται. Ορίζουµε
τον χώρο:

E ×G F ,

να είναι ο χώρος πηλίκο E × F� ∼ , όπου έχουµε κάνει την ταύτιση

(x, f) ∼ (xg, g−1f) .

Η παραπάνω κατασκευή αναφέρεται συχνά στην ϐιβλιογραφία ως κατασκευή
του Borel. (Συνεχίζουµε να υποθέτουµε ότι η G δρα στον F από τα αριστερά
ενώ απο την Πρόταση 3.2.4 γνωρίζουµε ότι δρα ελεύθερα στον E από τα
δεξιά.)

΄Εστω η κλάση ισοδυναµίας [x, f ] ∈ E×GF του στοιχείου (x, f). Ορίζουµε
την απεικόνιση:

q : E ×G F → B ,

µε τύπο [x, f ] 7→ p(x). Τότε η q αποτελεί µια ινώδη δέσµη µε ίνα την F και
οµάδα δοµής την G, την οποία καλούµε ινώδη δέσµη που συνδέεται µε την
κύρια G-δέσµη p : E → B µέσω της δράσης της G πάνω στην F . Για να
δείξουµε το παραπάνω ϑα πρέπει να ορίσουµε ένα κάλυµµα τετριµµενοποί-
ησης για τον B και να ορίσουµε οµοιοµορφισµούς φ̃

Ua
οι οποίοι µας δίνουν
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µεταθετικότητα στο παρακάτω διάγραµµα:

Ua × F
φ̃
Ua //

π̃
Ua ##

q−1(Ua)

q
zz

Ua.

Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι η p : E → B είναι µια κύρια G-δέσµη.
Συνεπώς ϑεωρούµε ως το Ϲητούµενο κάλυµµα για τον B το ήδη υπάρχον
στην κύρια δέσµη, {Ua}a∈A και ϑεωρούµε απεικόνιση sa : Ua → p−1(Ua)
µε τύπο sa(ua) = φ−1a (ua, e), όπου φa η απεικόνιση τετριµµενοποίησης της
κύριας δέσµης. ∆ηλαδή ο οµοιοµορφισµός που µας δίνει µεταθετικότητα στο
διάγραµµα:

p−1(Ua)
φ
Ua //

π
Ua $$

Ua × F

p
zz

Ua .

΄Ετσι ορίζουµε οι Ϲητούµενες απεικονίσεις τετριµµενοποίησης για την ινώδη
δέσµη να είναι οι οµοιοµορφισµοί µε τύπο φ̃

Ua
(ua, f) = [sa(ua), f ]. Αυτές

πράγµατι µας δίνουν µεταθετικότητα, αφού (q ◦ φ̃
Ua

)(ua, f) = q([sa(ua), f ]) =
(p ◦ sa)(ua) = (p ◦ φ−1

Ua
)(ua, e) = π

Ua
(ua, e) = ua = π̃

Ua
(ua, f). Βλέπουµε ότι

η απεικόνιση
(φ̃

Ua
)−1 : q−1(Ua)→ Ua × F ,

µε τύπο (φ̃
Ua

)−1([x, f ]) = (p(x), f), είναι η αντίστροφη της φ̃
Ua

. Μπορεί κανείς
εύκολα να ελέγξει ότι ισχύει φ̃

Ua
◦ (φ̃

Ua
)−1 = idq−1(Ua) και (φ̃

Ua
)−1 ◦ φ̃

Ua
=

id
Ua×F

.
Αντίστροφα τώρα, εάν ξεκινήσουµε µε µια ινώδη δέσµη p : E → B. Υπάρ-

χει κάλυµµα τετριµµενοποίησης για τον ϐασικό χώρο B έστω {Ua}a∈A, µια
ίνα F και µια όµαδα δοµής G η οποία δρα πάνω στην ίνα αποτελεσµατι-
κά. Ορίζουµε τον χώρο X =

⋃
a∈A Ua × F και έπειτα για στοιχεία (u, f) ∈

Ua × F , (v, f ′) ∈ Ub × F όπου Ua ∩ Ub 6= ∅, κάνουµε την ταύτιση

(u, f) ∼ (v, f ′) ⇔ u = v και f ′ = θab(u) . f ,

όπου θab : Ua ∩ Ub → G απεικόνιση µετάβασης. Θέτουµε E ′ = X/ ∼ και
ορίζουµε την απεικόνιση:

π : E ′ −→ B

[u, f ] 7−→ u .
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Αυτή είναι καλά ορισµένη και συνεχής αφού από την καθολική ιδιότητα των
χώρων πηλίκο γνωρίζουµε ότι η π είναι συνεχής αν και µόνο αν η απεικόνιση
µε τύπο:

g = π ◦ q : X → B

(ua, f) 7→ ua ,

είναι συνεχής. Η τελευταία όµως είναι συνεχής, επειδή είναι η προβολή στην
πρώτη συνιστώσα. Εάν ϑεωρήσουµε ως τις Ϲητούµενες απεικονίσεις τετριµµε-
νοποίησης τις φa(ua, f) = [ua, f ], τότε το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθε-
τικό :

Ua × F
φa //

pr.
Ua $$

π−1(Ua)

π
zz

Ua .

΄Ετσι αυτό που καταφεραµε είναι να κατασκευάσουµε µια ινώδη δέσµη
απο µια ήδη υπάρχουσα, η οποία έχει την ίδια ίνα F και οµάδα δοµής G µε
την αρχική. Εάν υποθέσουµε τώρα ότι η οµάδα δοµής δρα και σε έναν άλλο
χώρο F ′ αποτελεσµατικά τότε αντικαθιστώντας στην παραπάνω κατασκευή
την F µε την F ′ ϑα πάρουµε και πάλι µια ινώδη δέσµη,µόνο που τώρα
οι δυο δέσµες ϑα διαφέρουν ως προς τις ίνες τους. Ξεκινήσαµε όµως από
µια τοπολογική οµάδα G, η οποία δρα αποτελεσµατικά πάντοτε πάνω στον
εαυτό της µε την ϕυσική δράση που επάγεται απο την πράξη της, εποµένως
µπορούµε να ταυτίσουµε την F ′ µε την G και να αποκτήσουµε µια κύρια G-
δέσµη (E, π,B, F ′, G), όπου η π έχει τύπο όπως στην παραπάνω κατασκευή
και F ′ = G.

΄Οσον αφορά τις φa, αυτές είναι συνεχείς και επί. Αξίζει να αναφέρουµε
ότι είναι και ένα-προς-ένα αφού απο τον ορισµό της ινώδους δέσµης έχου-
µε ότι εάν ϑεωρήσουµε χάρτη πάνω από ένα στοιχείο της κάλυψης, τότε και
ο περιορισµός του σε οποιοδήποτε ανοιχτό υποσύνολο συνεχίζει να αποτε-
λεί χάρτη. Συνεπώς εάν επιλέξουµε Ua ∩ Ub ⊂ Ua, το οποίο είναι ανοιχτό
υποσύνολο του Ua εφοδιασµένο µε την τοπολογία του υποχώρου, ϑα έχουµε
µεταθετικότητα στο παρακάτω διάγραµµα:

Ua ∩ Ub × F
φa //

pr.Ua∩Ub ''

π−1(Ua ∩ Ub)

π
ww

Ua ∩ Ub .

Ενώ εάν ϑεωρήσουµε Ua ∩ Ub ⊂ Ub και διαλέξουµε άλλο χάρτη φb πάνω
απο το Ub τότε και πάλι ο περιορισµός του ϑα αποτελεί χάρτη πάνω απο
το Ua ∩ Ub, ενώ οι δύο χάρτες ϑα συνδέονται µέσω απεικόνισης µετάβασης
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θab : Ua ∩ Ub → G. Ισχύει ότι ο φb ◦ φ−1a : Ua ∩ Ub × F → Ua ∩ Ub × F είναι
οµοιοµορφισµός και µάλιστα

φb ◦ φ−1a (u, f) = (u, θab(u) . f) .

΄Ετσι εάν a = b ϑα έχουµε ταυτότητα στο αριστερό µέλος της ισότητας. ΄Αρα
θaa = eG. Αυτό µας εξασφαλίζει ότι εάν φa(u, f) = φa(u

′, f ′) τότε u = u′ και
f = θaa(u) . f ′ = f ′ για τυχαία στοιχεία (u, f), (u′, f ′) ∈ Ua × F . Το οποίο
είναι και το Ϲητούµενο.

Μια άλλη χρήσιµη ιδιότητα που ϕέρουν οι κύριεςG-δέσµες είναι αυτή της
κατασκευής νέων απο ήδη υπάρχουσες µε διαφορετική οµάδα δοµής. ΄Εστω
µια κύρια δέσµη p : E → B µε οµάδα δοµής την H, την οποία µπορούµε να
δούµε ως τοπολογική υποοµάδα κάποιας τοπολογικής οµάδας G. Εάν η G
δρα µε ϕυσικό τρόπο που επάγεται από την πράξη της G, τότε η απεικόνιση

q : E ×
H
G→ B

είναι µια κύρια G-δέσµη. Ο χώρος E×
H
G είναι η κατασκεύη του Borel που

αναφέραµε παραπάνω.
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Κεφάλαιο 4

ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΛΕΞΙ∆ΩΝ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ
∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗΣ

4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα µιλήσουµε για οµάδες πλεξίδων και την σχέση τους
µε πρωταρχικές οµάδες χώρων διαµόρφωσης. Οι οµάδες αυτές εµφανίζον-
ται για πρώτη ϕορά σε µια εργασία του Emil Artin τον περασµένο αιώνα
(1926) και από εκεί και έπειτα, η ϑεωρία πλεξίδων αποτέλεσαι µια σηµαν-
τική περιοχή των µαθηµατικών,µε εφαρµογές στην συνδυαστική τοπολο-
γία, άλγεβρα, συνδυαστική αλλά και σε αλλούς κλάδους, όπως η ϑεωρητική
ϕυσική. Η ϑεωρία αυτή επεκτείνεται σε πολλά διαφορετικά πεδία, αφού υ-
πάρχουν αρκετοί διαφορετικοί τρόποι να ¨δεί¨ κανείς γεωµετρικά µια πλεξί-
δα. Αυτές οι ενδιαφέρουσες και διαφορετικές οπτικές του αντικειµένου αυτού
αναφέρονται αναλυτικά σε µια εργασία του Roger Fenn (ϐλέπε στο [8]). Στην
παρούσα εργασία ϑα εξετάσουµε τις πλεξίδες από τοπολογική σκοπιά, αφού
ϑα δούµε µια οµάδα πλεξίδων ως πρωταρχική οµάδα χώρων διαµόρφωσης. Η
ιδέα αυτή αναπτύχθηκε σε µια εργασία των Fox,Fadell και Neuwirth το
1962 (ϐλέπε στο [9] και [7]). Θα ξεκινήσουµε δίνοντας έναν ορισµό της οµά-
δας πλεξίδων έτσι όπως ορίστηκαν από τον Artin. Στην συνέχεια ϑα ορίσουµε
έναν χώρο διαµόρφωσης και στο τέλος αυτού του κεφαλαίου ϑα αποδείξουµε
ότι η πρωταρχική οµάδα συγκεκριµένων χώρων διαµόρφωσης είναι ισόµορφη
µε µια οµάδα πλεξίδων. Σαν εφαρµογή ϑα δώσουµε απλούστερη περιγραφή
χώρων Eilenberg-MacLane που σχετίζονται µε επιφάνειες.

43
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4.2 ΟΜΑ∆Α ΠΛΕΞΙ∆ΩΝ

Γεωµετρικά µια πλεξίδα µπορεί να ϑεωρηθεί ως αντικείµενο το οποίο ϐρί-
σκεται στον R3. Επειδή µας είναι χρήσιµο να δούµε µια πλεξίδα σαν µια
τροχιά, όπως ϑα δούµε στην συνέχεια, διευκολίνει περισσότερο εάν αντιµετω-
πίσουµε τις πλεξίδες ως αντικείµενα εµβαπτισµένα στον χώρο C× [0, 1].

Για την κατασκευή των πλεξίδων, ϑα ορίσουµε ως floor plane το σύνολο
C×{0}, ενώ ϑα καλούµε ceiling plane τον χώρο C×{1}. Σταθεροποιούµε n
διακεκριµένα σηµεία {z1, z2, ..., zn} στον ceiling plane και ϑεωρούµε τις προ-
ϐολές αυτών στον floor plane τις οποίες ϑα συµβολίσουµε µε {z′1, z′2, ..., z′n}. Ορίζουµε
τις τροχιές pi : [0, 1]→ C× [0, 1] οι οποίες έχουν αρχικό σηµείο zi ∈ C× {1}
και πέρας την αντίστοιχη προβολή z′i ∈ C× {0} όπου i = 1, 2, ..., n.

Ορισµός 4.2.1. Μια αµιγής πλεξίδα σε n νήµατα (pure braid on n-strands)
είναι µια συλλογή απο τροχιές (p1, ..., pn) όπως παραπάνω η οποία ικανοποιεί
τις εξής συνθήκες :

1. Κάθε pi συναντά το επίπεδο C × {t} σε ακριβώς ένα σηµείο, για κάθε
t ∈ [0, 1] και i = 1, 2, ..., n.

2. Για κάθε t ∈ [0, 1], το σύνολο των τροχιών (p1, . . ., pn) συναντά το C×{t}
σε n ακριβώς διακεκριµένα σηµεία.

Σχήµα 4.1: Παράδειγµα µιας αµιγούς πλεξίδας σε 3-νήµατα

Πιό γενικά όµως,µπορεί κανείς να ορίσει τροχιές bi : [0, 1] → C × [0, 1]
των οποίων τα αρχικά σηµεία είναι τα zi ∈ C× {1}, αλλά το πέρας τους είναι
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το σηµείο zτ ′
(i)
∈ C × {0} για i = 1, 2, ..., n, όπου τ είναι µια µετάθεση της

συµµετρικής οµάδας Sn σε n στοιχεία.

Ορισµός 4.2.2. Μια τυχούσα πλεξίδα σε n νήµατα (arbitrary braid on n-
strands) είναι µια συλλογή από τροχιές (b1, b2, ..., bn) όπως τις περιγράψαµε
προηγουµένως, οι οποίες ικανοποιούν τις εξής συνθήκες :

1. Κάθε bi συναντά το επίπεδο C × {t} σε ένα ακριβώς σηµείο, για κάθε
t ∈ [0, 1] και για κάθε i = 1, 2, ..., n.

2. Για κάθε t ∈ [0, 1], το σύνολο των τροχιών (b1, b2, ..., bn) συναντά το C×
{t} σε n διακεκριµένα σηµεία.

Σχήµα 4.2: Παράδειγµα µιας πλεξίδας σε 4-νήµατα µε µετάθεση τ=(124).

Εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς συγκρίνοντας τους δυο τελευταίους
ορισµούς, ότι οι αµιγείς πλεξίδες είναι ένα υποσύνολο των πιό γενικών, αφού
µια αµιγής πλεξίδα αποτελεί µια τυχούσα, όπου έχουµε επιλέξει ως µετάθεση
την ταυτοτική της Sn.

∆ύο πλεξίδες β = (b1, b2, .., ., bn) και β̃ = (b̃1, b̃2, ..., b̃n) µε την ίδια µετά-
ϑεση τ ∈ Sn ϑα καλούνται ισοδύναµες, ή οτι ανήκουν στην ίδια κλάση οµοτο-
πίας, εάν υπάρχει µια συλλογή από οµοτοπίες Fi : [0, 1]× [0, 1] → C× [0, 1]
τέτοιες ώστε για κάθε i = 1, 2, ..., n να ισχύει,

Fi(t, 0) = bi(t) , Fi(t, 1) = b̃i(t),

Fi(0, s) = zi , Fi(1, s) = zτ(i) .

Επιπλέον, για κάθε s που ανήκει στο διάστηµα [0, 1], η συλλογή:

(F1(t, s), F2(t, s), ..., Fn(t, s)) ,

πρέπει να είναι µια πλεξίδα σε n νήµατα µε µετάθεση τ .
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Ορισµός 4.2.3. Το σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας των πλεξίδων σε n νήµατα
καλείται οµάδα του Artin και συµβολίζεται µε Bn. Επίσης, ϑα καλούµε αµιγή
οµάδα πλεξίδων σε n νήµατα, το σύνολο των κλάσεων οµοτοπίας πλεξίδων
όπου κάθε τροχιά τους pi, ενώνει το σηµείο zi µε την αντίστοιχη προβολή του
για κάθε i = 1, 2, ..., n και το συµβολίζουµε µε Pn.

Στον προηγούµενο ορισµό κάναµε αναφορά στην οµάδα του Artin, χωρίς
όµως να έχουµε προσδιορίσει την πράξη η οποία καθιστά το σύνολο των κλά-
σεων οµοτοπίας των πλεξίδων σε n νήµατα οµάδα. Στην επόµενη πρόταση ϑα
αποδείξουµε αυτόν τον ισχυρισµό, ϑεωρώντας την Ϲητούµενη πράξη ως µια
αλληλουχία, όπου κάποιος ¨κολλάει¨ τροχιές µεταξύ τους. Ωστόσο ϑα πρέπει
να προσέξει κανείς, αφού το αποτέλεσµα µετά από την εφαρµογή της πράξης
σε δύο τυχαίες πλεξίδες, ϑα ϐρίσκεται στον χώρο C× [0, 2] και όχι στον αρχικό
µας χώρο C × [0, 1]. Για να αποφύγουµε αυτό, µαζί µε την αλληλουχία των
πλεξίδων που ορίζει η πράξη, κάνουµε και ένα τελευταίο ϐήµα, το οποίο διαι-
σθητικά µπορεί να αντιληφθεί κανείς σαν την πίεση της καινούργιας πλεξίδας
στο αρχικό µας χώρο.

Πρόταση 4.2.4. Η Bn µαζί µε την πράξη που περιγράψαµε προηγουµένως
αποτελεί οµαδα. Ενώ η Pn είναι κανονική της υποοµάδα.

Απόδειξη. Καθ΄ όλη την διάρκεια της απόδειξης ϑα εργαστούµε µε τους α-
ναπαραστάτες των κλάσεων χάριν ευκολίας. Πρώτα απ΄ όλα, πρέπει να εξε-
τάσουµε, εάν η πράξη έτσι όπως ορίστηκε είναι καλά ορισµένη. Για τον λό-
γο αυτό ϑεωρούµε β1 να ανήκει στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε το β̃1 και
β2 να ανήκει στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε την β̃2 όπου επιλέξαµε τυχαία
β1, β̃1, β2, β̃2 ∈ Bn. ΄Εστω ότι µε ? συµβολίζουµε την πράξη µας. Εφ΄ όσον η
β1 ϐρίσκεται στην ίδια κλάση οµοτοπίας µε την β̃1 έχουµε ότι β1 ? β2 ανήκει
στην ίδια κλάση µε την β̃1 ? β2. Με τον ίδιο τρόπο εφ΄ όσον η β2 ανήκει στην
ίδια κλάση µε την β̃2, έχουµε ότι β̃1 ? β2 ανήκει στην ίδια κλάση οµοτοπίας
µε την β̃1 ? β̃2 και έτσι ϑα έχουµε ότι το β1 ? β2 ϐρίσκεται στην ίδια κλάση
οµοτοπίας µε την πλεξίδα β̃1 ? β̃2.

΄Επειτα πρέπει να εξετάσουµε εάν ισχύουν οι τρείς ιδιότητες που απαι-
τούνται στον ορισµό της οµάδας. ΄Ετσι λοιπόν έχουµε τα εξής :

1. Προσεταιριστικότητα:
∆ιαλέγουµε τυχαία στοιχεία τηςBn µε αναπαραστάτες β1, β2 και β3. Τότε
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ισχύει ότι (β1 ? β2) ? β3 ' β1 ? (β2 ? β3) µέσω οµοτοπίας µε τύπο:

H(t, s) =
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2. Ουδέτερο στοιχείο :
Το Ϲητούµενο στοιχείο είναι η τετριµµένη πλεξίδα σε n νήµατα, την ο-
ποία ϑα συµβολίσουµε µε ω που αποτελείται από n διακεκριµένα ευ-
ϑύγραµµα τµήµατατα τα οποία συνδέουν τα στοιχεία zi ∈ C×{1} µε τις
αντίστοιχες προβολές τους zi ∈ C×{0}. Εάν επίλέξουµε τυχαίο στοιχείο
[β1] ∈ Bn τότε έχουµε ότι β1 ω ' ω β1 ' β1.

3. ΄Υπαρξη αντιστρόφου στοιχείου:
΄Εαν επιλέξουµε τυχαίο στοιχείο [β] ∈ Bn τότε µπορούµε να αποκτήσου-
µε το αντίστροφο,µέσω της ανάκλασης του στο C×{0}, το οποίο και ϑα
συµβολίσουµε µε [β]−1.

Συνεπώς δείξαµε τις τρείς ιδιότητες που ϑέλαµε και το µόνο που µέ-
νει, είναι να δείξουµε την κανονικότητα της Pn. Είναι εµφανές ότι η τελευταία
αποτέλει υποσύνολο της οµάδας του Artin. Για κάθε στοιχείο της υπάρχει
αντίστροφος, του οποίου η ύπαρξη εξασφαλίζεται όπως και στην γενική περί-
πτωση από την κλάση που δίνεται µέσω της ανάκλασης της πλεξίδας δια του
χώρου C×{0}. Επίσης το ουδέτερο στοιχείο ανήκει στην Pn, αφού ταυτίσαµε
τα στοιχεία της µε εκείνα της Bn των οποίων η µετάθεση είναι η ταυτοτι-
κή της Sn. Τέλος η ¨αλληλουχία¨ δύο τυχαίων στοιχείων της είναι και πάλι
µια αµιγής πλεξίδα σε n νήµατα. Συνεπώς αποδείξαµε πως είναι υποοµά-
δα. Τέλος, ϑα δείξουµε την κανονικότητα. ΄Εστω στοιχείο [β] ∈ Bn µε µετάθε-
ση τ . Τότε για κάθε [p] ∈ Pn, η πλεξίδα [β ? p ? β−1] έχει µετάθεση τ−1eτ , η
οποία είναι η e, δηλαδή η ταυτοτική µετάθεση της Sn. ΄Ετσι, [β−1 ? p ? β] ∈ Pn
για κάθε [p] ∈ Pn. ΄Αρα αποδείξαµε οτι Pn E Bn και µ΄ αύτο ολοκληρώνεται η
απόδειξη µας.

Παρατήρηση 4.2.5. Σε κάθε πλεξίδα αντιστοιχεί µια µετάθεση σύµφωνα
µε τον ορισµό. Εποµένως επάγεται ένας ϕυσικός επιµορφισµός ϕ : Bn →
Sn του οποίου ο πυρήνας είναι η οµάδα Pn. ΄Ετσι από το πρώτο ϑεώρηµα
ισοµορφισµών έχουµε ότι Bn�Pn ∼= Sn. Αυτός είναι και ο λόγος που η οµάδα
του Artin ϑεωρείται γενίκευση της συµµετρικής οµάδας, πράγµα που ϑα γίνει
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καλύτερα αντιληπτό στην συνέχεια όπου ϑα δώσουµε µια παράσταση ικανή
για την περιγραφή της.

Εφόσον αποδείξαµε ότι η Bn είναι οµάδα, ο επόµενος στόχος µας είναι να
ϐρούµε µια παράσταση γι΄ άυτήν. Πρώτο ϐήµα γι΄ αύτο αποτελεί η παρατή-
ϱηση ότι κάθε στοιχείο της Bn µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια ακολουθία από
ϐασικές πλεξίδες (elementary braids) τις οποίες και ϑα συµβολίζουµε µε σi
και σi−1 και έχουν την παρακάτω µορφή:

Ορίζουµε ως σi να είναι η πλεξίδα µε το i-οστό νήµα να ϐρίσκεται πάνω α-
πο το (i+1)-οστό και σε όλα τα υπόλοιπα νήµατα απλές ευθείες γραµµές. Και
µε όµοιο τρόπο ϑα ορίσουµε την αντίστροφη αυτής της πλεξίδας µέσω της α-
νάκλασης της στο floor plane. ∆ηλαδή µια πλεξίδα όπου το i-οστό νήµα αυτή
την ϕορά να ϐρίσκεται κάτω από το (i + 1)-οστό και ευθείες γραµµές σε όλα
τα υπόλοιπα νήµατα και συµβολισµό σi−1.

Σχήµα 4.3: Οι ϐασικές πλεξίδες σi και σ−1i όπως τις περιγράψαµε παραπά-
νω.

Μέσω αυτής της διαδικαδίας, µπορούµε να µετατρέψουµε κάθε [β] ∈ Bn

µέσω οµοτοπίας σε πλεξίδα που προκύπτει από το γινόµενο ϐασικών πλεξί-
δων. Από τα παραπάνω έχουµε ότι το σύνολο {σ1, σ2, ..., σn−1} αποτελεί σύ-
νολο γεννητόρων για την Bn. Παράδειγµα πλεξίδας η οποία γράφεται ως α-
κολουθία ϐασικών, αποτελεί το επόµενο σχήµα:
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Σχήµα 4.4: Μια πλεξίδα σε 3-νήµατα την οποία γράψαµε ως ακολουθία των
ϐασικών της.

Επίσης ο ίδιος ο Artin απέδειξε ότι υπάρχουν και δύο σχέσεις µεταξύ των
γεννητόρων, οι οποίες µας δίνουν ενα σύνολο οριζουσών σχέσεων για την Bn

και έχουν την εξής µορφή:

1. σi σj = σj σi όταν | i− j |> 2 , 1 6 i, j 6 n− 1 ,

2. σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1 όταν 1 6 i 6 n− 2 .

Η πρώτη σχέση ισχύει αφού οι σi και σj δρούν µόνο στα Ϲεύγη των νηµάτων
(i, i+ 1) και (j, j + 1) αντίστοιχα και λόγω του περιορισµού των δεικτών που
εχουµε το σi δεν δρά στα Ϲεύγη (j, j+1) και η σj στα (i, i+1). ΄Ετσι η σειρά µε
την οποία τα πολλαπλασιάζουµε δεν επηρεάζεται. Για την δεύτερη σχέση πρέ-
πει να παρατηρήσει κανείς ότι οι πλεξίδες που προκύπτουν από τις σi σi+1 σi
και σi+1 σi σi+1 είναι ισοδύναµες. Αυτό διασθητικά µπορεί να γίνει αντιληπτό
σχεδιάζοντας την µια από τις δύο πλεξίδες πάνω σε ένα γυαλί και περιστρέ-
ϕοντας το αυτό που ϑα δεί είναι η δεύτερη. Αυτό ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα:
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=

Με αυτές τις δύο σχέσεις έχουµε µια παράσταση ικανή να περιγράψουµε
την οµάδα του Artin:

Bn = 〈σ1, σ2, ..., σn−1 |σi σj = σj σi όταν | i− j |> 2 , 1 6 i, j 6 n− 1,

σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1 όταν 1 6 i 6 n− 2 〉 .
Θα περιγράψουµε µια οικογένεια στοιχείων της αµιγούς οµάδας πλεξίδων

της οποίας ο ϱόλος είναι σηµαντικός στη διάσπαση αυτών των οµάδων σε
απλούστερες.

Για 1 6 i < j 6 n συµβολίζουµε µε ai,j το στοιχείο

ai,j = σj−1 σj−2...σi .

Παρατηρούµε ότι σi = a1,i+1 a
−1
1,i .

Ορίζουµε τώρα το στοιχείο Ai,j ως εξής

Ai,j = ai+1,j(a1,i+1 a
−1
1,i )

2
a−1i+1,j .

Η εικόνα Ai,j δίνεται στο επόµενο σχήµα

Σχήµα 4.5: Η πλεξίδα σε n νήµατα Ai,j όπου 1 6 i < j 6 n.

Ας δούµε τις ιδιότητες του Ai,n για όλα τα i<n. Αν από την πλεξίδα Ai,n
αφαιρέσουµε το n-οστό νήµα, τότε έχουµε την ταυτοτική πλεξίδα σε n − 1
νήµατα.
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Αν λοιπόν ϑεωρήσουµε την απεικόνιση

fn : Pn → Pn−1 ,

η οποία από µια πλεξίδα σε n νήµατα αφαιρεί το n-οστό, τότε εχούµε µια
πλεξίδα σε n− 1 νήµατα.

Ο πυρήνας της fn είναι µια κανονική υποοµάδα της Pn η οποία συµβολί-
Ϲεται µε Un. Παρατηρούµε ότι Ai,n ∈ Un για όλα τα i <n. Αποδεικνύεται ότι
η Un είναι µια ελεύθερη οµάδα σε n− 1 γεννήτορες {Ai,n | 1<n} (Θεώρηµα
1.16, ϐλέπε στο [17] στην σελίδα 20).

Επίσης µπορούµε να δείξουµε ότι η απεικόνιση fn : Pn → Pn−1 έχει
την ιδιότητα να περιγράφει την Pn σαν το ηµιευθύ γινόµενο µεταξύ της Pn−1
και Un (ϐλέπε στο [17] στην σελίδα 20). Επαγωγικά λοιπόν µπορούµε να
δούµε ότι η Pn είναι ηµιευθύ γινόµενο ελεύθερων οµάδων. Η περιγραφή µιας
τυχαίας αµιγούς πλεξίδας µε την ϐοήθεια των γεννητόρων των προηγούµενων
ελεύθερων οµάδων είναι γνωστή σαν το ¨χτένισµα του Artin¨.

Μέχρι στιγµής έχουµε ϑεωρήσει µια πλεξίδα ως µια συλλογή από τρο-
χιές στον χώρο C × [0, 1] η οποία απαιτείται να ικανοποιεί συγκεκριµένους
κανόνες. Στην συνέχεια ϑα δούµε τις πλεξίδες σε n νήµατα ως τροχιές σε χώ-
ϱους 2n-διάστασης γνωστούς ως χώρους διαµόρφωσης (configuration spa-
ces). Αυτό ϑα γίνει καλύτερα αντιληπτό αφού δώσουµε τον ορισµό ενός τέ-
τοιου χώρου και αναφέρουµε συγκεκριµένες ιδιότητες τους.

Παρατήρηση 4.2.6. ΄Οπως αναφέραµε και παραπάνω η Bn αποτελεί µια
γενίκευση της Sn και αυτό γίνεται ακόµα πιο εµφανές µέσα απο την παρά-
σταση της, αφού εάν ϑεωρήσουµε και µια τρίτη σχέση όπου σ2

i = e για κάθε
i = 1, 2, , ..., n τότε αποκτούµε παράσταση και για την Sn σε n στοιχεία.

4.3 ΧΩΡΟΙ ∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗΣ

΄Εστω {x1, x2, ..., xn} µια συλλογή από n διατεταγµένα σηµεία σε ένα τοπολο-
γικό πολύπτυγµα M διάστασης n > 2. Το σύνολο

{(x1, x2, ..., xn) ∈Mn | xi 6= xj , όταν i 6= j}

καλείται χώρος διαµόρφωσης σε n διατεταγµένα στοιχεία τουM και ϑα τον
συµβολίζουµε µε Conf(M, n). Το πολύπτυγµα που ϑα µελετήσουµε όµως
στην παρούσα ενότητα είναι το C και ο χώρος διαµόρφωσης του συγκεκριµέ-
νου πολυπτύγµατος είναι ο :

Conf(C, n) = {(z1, z2, ..., zn) ∈ Cn | zi 6= zj , όταν i 6= j}
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n διατεταγµένων σηµείων του C.
Επίσης µπορούµε να ορίσουµε και τον χώρο διαµόρφωσης n µη διατεταγ-

µένων σηµείων για τοπολογικό πολύπτυγµα M ως τον χώρο πηλίκο

Conf(M, n)/Sn .

Εδώ η δράση της Sn στον χώρο διαµόρφωσης του C ορίζεται να είναι η
εξής :

µ : Conf(C, n)× Sn −→ Conf(C, n) ,

µ((z1, z2, ..., zn), τ) = (zτ(1)
, zτ(2), ..., zτ(n)) .

Παρατηρούµε ότι, εφ΄ όσον απο τον ορισµό του ο χώρος Conf(C, n) έχει
διακεκριµένα στοιχεία, η Sn δρά ελεύθερα πάνω του. Επίσης αυτό που έχουµε
µετά απο την συγκεκριµένη δράση είναι ένας χώρος πηλίκο όπου ταυτίσαµε
όλα του τα σηµεία που διαφέρουν κατά µια µετάθεση της Sn. Παραδείγµατος
χάριν το σηµείο (z1, z2, z3) ϑα είναι ισοδύναµο µε το (z2, z1, z3) στον χώρο
Conf(C, 3)/S3. ΄Ετσι όταν ϑα ανεφερόµαστε σε στοιχεία του Conf(C, n)/Sn
ϑα µιλάµε για κλάσεις ισοδυναµίας σηµείων. Ενώ για να ξεχωρίζουµε τα ση-
µεία των χώρων διαµόρφωσης σε n διατεταγµένα και σε n µη διατεταγµένα
σηµεία ϑα τα συµβολίζουµε µε ~z και [~z] αντίστοιχα.

Η ϕυσική προβολή

Conf(M, n)→ Conf(M, n)/Sn ,

αποτελεί καλυπτική απεικόνιση µε ίνα n σηµεία. Επειδή όµως κάθε καλυ-
πτική απεικόνιση είναι ίνωση και η ίνα είναι διακριτός χώρος, έχουµε την
ακριβή ακολουθία

0 −→ π1(Conf(M, n)) −→ π1(Conf(M, n)/Sn) −→ Sn −→ 0 .

4.4 ΤΟ ΒΑΣΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

Στην παρούσα ενότητα ϑα αναφερθούµε και ϑα αποδείξουµε ένα ϑεώρηµα του
οποίου η απόδειξη οφείλεται στους Fadell και Neuwirth (ϐλέπε στο [7]), το
οποίο αφορά τις προβολές των χώρων διαµόρφωσης ενός τυχαίου τοπολογι-
κού πολυπτύγµατοςM. Με αυτό τον τρόπο ϑα δηµιουργήσουµε συγκεκριµέ-
να µοντέλα για Eilenberg-MacLane χώρους. Τα µοντέλα αυτά περιγράφονται
απλούστερα από την κατασκευή του Milnor. Πρίν απ΄ αυτό όµως, ϑα διατυπώ-
σουµε και ϑα αποδείξουµε ένα ενδιαφέρον ϑεώρηµα που αποδείχθηκε από
τους Fox και Neuwirth (ϐλέπε στο [9]) το οποίο συνδέει την πρωταρχική οµάδα
του χώρου διαµόρφωσης του C σε n µη διατεταγµένα σηµεία, µε την οµάδα
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πλεξίδων του Artin. Αποτελεί µια πρώτη εφάρµογη της Bn στην αλγβερική
τοπολογία. Χάριν ευκολίας, εφεξής όταν εργαζόµαστε µε στοιχεία της οµάδας
του Artin ϑα το κάνουµε µε τους αναπαραστάτες των κλάσεων οµοτοπίας των
πλεξίδων.

Θεώρηµα 4.4.1. Η πρωταρχική οµάδα π1(Conf(C, n)/Sn, [~z]) του χώρου
Conf(C, n)/Sn είναι ισόµορφη µε την Bn, ενώ η π1(Conf(C, n), ~z) του χώ-
ϱου Conf(C, n) µε την Pn.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι ένα στοιχείο [β] ∈ Bn µε µετάθεση τ
µπορεί να ϑεωρηθεί ως τροχιά στον Conf(C, n). Τα στοιχεία του β είναι οι
τροχιές b1, b2, ..., bn οι οποίες ενώνουν τα σηµεία z1, z2, ..., zn ∈ C× {1} µε τα
αντίστοιχα σηµεία zτ(1)

, zτ(2), ..., zτ(n) ∈ C×{0} ανάλογα µε την µετάθεση της
πλεξίδας. Αυτές οι τροχιές όµως είναι ακριβώς οι συντεταγµένες της τροχιάς

γ(t) = (b1(t), b2(t), ..., bn(t)) ⊂ Conf(C, n) ,

µε αρχικό σηµείο (z1, z2, ..., zn) και πέρας (zτ(1)
, zτ(2)

, ..., zτ(n)
). Εάν ϑυµηθού-

µε τον ορισµό µιας πλεξίδας που δώσαµε αρχικά παρατηρούµε ότι οι συνι-
στώσες της γ τέµνουν για κάθε t ∈ [0, 1] το επίπεδο C × {k} σε ένα σηµεί-
ο ακριβώς. Συνεπώς η εικόνα της έχει διακεκριµένα σηµεία άρα πράγµατι
ϐρίσκεται στον Conf(C, n). Ενώ αντίστροφα οι συνιστώσες της γ για κάθε
k ∈ [0, 1] µας δίνουν τα n διακεκριµένα σηµεία της β µε το επίπεδο C×{k}.

΄Επειτα παρατηρούµε ότι δύο πλεξίδες β και β̃ ανήκουν στην ίδια κλά-
ση οµοτοπίας αν και µόνο αν οι αντίστοιχες τροχιές που αναπαριστούν στον
Conf(C, n) συνδέονται µέσω οµοτοπίας. Πράγµατι εάν οι β και β̃ είναι ισο-
δύναµες σηµαίνει ότι υπάρχουν οµοτοπίες µεταξύ των bi(t) και b̃i(t) για κάθε
i = 1, 2, ..., n. Τότε όµως η συλλογή (F1(t, s), F2(t, s), ..., Fn(t, s)) ϑα ικανο-
ποιεί τα εξής :

Fi : [0, 1]× [0, 1] −→ C× [0, 1] και

(F1(t, 0), F2(t, 0), ..., Fn(t, 0)) = (b1(t), b2(t), ..., bn(t))

(F1(t, 1), F2(t, 1), ..., Fn(t, 1)) = (b̃1(t), b̃2(t), ..., b̃n(t))

(F1(0, s), F2(0, s), ., .., Fn(0, s)) = (z1, z2, ..., zn)

(F1(1, s), F2(1, s), ..., Fn(1, s)) = (zτ(1)
, zτ(2)

, ..., zτ(n)
) .

΄Ετσι η Ϲητούµενη οµοτοπία µεταξύ των τροχιών που αναπαριστούν οι πλε-
ξίδες γ και γ̃ αντίστοιχα είναι η απεικόνιση µε τύπο

H(t, s) = (F1(t, s), F2(t, s), ..., Fn(t, s))

η οποία είναι συνεχής αφού οι συνιστώσες της είναι συνεχείς. Επιπλέον ισχύει

H : [0, 1]× [0, 1] −→ Conf(C, n)
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H(t, 0) = (F1(t, 0), ..., Fn(t, 0)) = (b1(t), ..., bn(t)) = γ(t) ,

H(t, 1) = (F1(t, 1), ..., Fn(t, n)) = (b̃1(t), ..., b̃n(t)) = γ̃(t) .

Αντίστροφα τώρα, εάν ξεκινήσουµε µε δυο τροχιές γ και γ̃ στονConf(C, n),
των οποίων οι συνιστώσες γνωρίζουµε ότι δεν έχουν κανένα κοινό σηµεί-
ο, αυτές ϑα έχουν την µορφή:

γ(t) = (b1(t), ..., bn(t)) , γ̃(t) = (b̃1(t), ..., b̃n(t)) .

΄Ετσι µπόρουµε να ϑεωρήσουµε τις οµοτοπίες :

Fi : [0, 1]× [0, 1] −→ C× [0, 1] ,

Fi(t, 0) = bi(t) , Fi(t, 1) = b̃i(t) , ∀i = 1, 2, ..., n .

Αυτές συνδέουν τις τροχιές στις συνιστώσες τους ως τις οµοτοπίες που µας
δίνουν την ισοδυναµία στις πλεξίδες που σχηµατίζονται απ΄ αυτές. ∆ηλαδή
εκείνα τα στοιχεία της οµάδας του Artin που έχουν την µορφή:

β = (b1(t), b2(t), ..., bn(t)) , β̃ = (b̃1(t), ..., b̃n(t)) .

Οι αµιγείς πλεξίδες σε n νήµατα αντιστοιχούν στις κλειστές τροχιές του
χώρου διαµόρφωσης Conf(C, n). Από τον ορισµό τους τα στοιχεία της Pn
είναι τροχιές οι οποίες απεικονίζουν στοιχεία zi ∈ C × {1} στις αντίστοιχες
προβολές τους zi ∈ C × {0}. ΄Ετσι εάν ϑεωρήσουµε ένα στοιχείο της p ∈ Pn
και πάρουµε την αντίστοιχη τροχιά του στον Conf(C, n), τότε αυτή ϑα έχει
αρχή και πέρας το σηµείο (z1, z2, ..., zn). ΄Ετσι η τροχιά που επάγεται από την
p παριστάνει ϐρόγχο στον Conf(C, n).

∆είξαµε δηλαδή ότι οι κλάσεις οµοτοπίας των τροχιών στον Conf(C, n)
συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες κλάσεις των πλεξίδων στην Pn. Με άλλα λόγια
δηλαδή δείξαµε ότι τα στοιχεία της π1(Conf(C, n), ~z) ϐρίσκονται σε ένα-πρός-
ένα και επί αντιστοιχία µε τα στοιχεία της Pn. Εποµένως είναι ισόµορφες.

Εάν µια πλεξίδα β έχει µετάθεση τ διάφορη της ταυτοτικής, τότε γνωρί-
Ϲουµε ότι η διάταξη των στοιχείων στο ceiling plane διαφέρει απ΄ αύτην στον
floor plane. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα εάν β τυχούσα πλεξίδα, η αντίστοιχη
τροχιά της στον Conf(C, n) να έχει διαφορετική αρχή και πέρας. Συνεπώς
δεν παριστάνει µια τροχιά κλειστή σ΄ αυτόν για κάθε µη-τετριµµένη µετάθεση
τ ∈ Sn. ΄Οµως αν ϑεωρήσουµε τον χώρο Conf(C, n)/Sn όπου έχουµε ταυτί-
σει όλα τα σηµεία που διαφέρουν κατά τ , τότε το αποτέλεσµα είναι ότι κάθε
πλεξίδα ϑα επάγει µια τροχιά στον χώρο πηλίκο της οποίας η αρχή και το
πέρας ϑα ανήκουν στην ίδια κλάση. ∆ηλαδή ϑα ταυτίζονται σ΄ αυτόν. ∆είξαµε
λοιπόν ξανά ότι τα στοιχεία της Bn ϐρίσκονται σε µια ένα-προς-ένα και επί
αντιστοιχία µε τις κλάσεις οµοτοπίας του χώρου πηλίκου. ΄Αρα η οµάδα του
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Artin είναι ισόµορφη µε την π1(Conf(C, n)/Sn, [~z]), που ήταν και το Ϲητού-
µενο.

Παρατήρηση 4.4.2. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι εφ΄ όσον σε κάθε πλεξίδα
αντιστοιχεί µια ακριβώς µετάθεση, στην παραπάνω απόδειξη ορίσαµε τον ο-
µοµορφισµό

φ : Bn −→ π1(Conf(C, n)/Sn)

[β] 7−→ φ([β]) := [γ]

για τον οποίο δείξαµε ότι είναι καλά ορισµένος στο πρώτο σκέλος της απόδει-
ξης, ενώ είναι προφανώς ένα-προς-ένα και επί.

Ο επόµενος στόχος µας είναι να συσχετίσουµε χώρους διαµόρφωσης ενός
τοπολογικού πολυπτύγµατος. Αυτό ϑα γίνει µέσω των προβολών.

Θεώρηµα 4.4.3. (Fadell-Neuwirth) ΄Εστω ένα τοπολογικό πολύπτυγµαM χω-
ϱίς σύνορο, η ϕυσική προβολή pi : Conf(M, k) → Conf(M, k − 1) είναι
µια ίνωση µε ίνα την M − Qk−1. ΄Οπου pi(q1 , ..., qk) = (q1 , ..., q̂i , ..., qk) και
Qk−1 = {q1 , ..., q̂i , ..., qk} ⊂M.

Σχόλιο 4.4.4. Το σύµβολο πάνω από την i-οστή συντεταγµένη για τα διάφορα
i = 1, 2, ..., k , σηµαίνει ότι απλά την παραλείπουµε.

Πρωτού όµως παραθέσουµε την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος, ϑα
διατυπώσουµε µια πρόταση η οποία ϑα µας ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στην
πορεία.

Πρόταση 4.4.5. ΄Εστω Dn µοναδιαίος δίσκος στον Rn και D̊n το εσωτερικό
του. Υπάρχει συνεχής απεικόνιση :

θ : D̊n ×Dn → Dn ,

ώστε,

1. θ(x, y) = y , ∀y ∈ ∂Dn = Sn−1 ,

2. θ(x, x) = ~0 , ∀x ∈ D̊n .

Απόδειξη. Ορίζουµε οµοιοµορφισµό:

α : D̊n −→ Rn

x 7−→ x

1− ‖x‖
,
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µε αντίστροφο τον α−1(x) = x
1+‖x‖ . Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι α ◦ α−1 =

idRn και α−1 ◦ α = id
D̊n

. Θεωρούµε επίσης την απεικόνιση

γq(y) =


y , όταν y ∈ ∂Dn ,

α−1( y
1−‖y‖ −

q
(1−‖q‖)) , όταν y ∈ D̊n ,

όπου το q ∈ D̊n. Παρατηρούµε ότι η γq είναι µια συνεχής, ένα-πρός-ένα
και επί απεικόνιση από έναν συµπαγή χώρο σε χώρο Hausdorff. Συνε-
πώς κλειστή, άρα οµοιοµορφισµός. ΄Οσον αφορά την συνέχεια στο σύνορο του
Dn, αρκεί να παρατηρήσει κανείς ότι για τυχούσα ακολουθία xn → y όπου
(xn) ∈ D̊n, έχουµε γq(y) → γq(y) = y. ΄Ετσι ορίζουµε η Ϲητούµενη απει-
κόνιση να είναι εκείνη µε τύπο θ(x, y) = γx(y). Πράγµατι, τότε ϑα έχουµε
θ(x, y) = γq(y) = y για y ∈ ∂Dn, ενώ θ(x, x) = γ(x, x) = ~0 για x ∈ D̊n.

Αυτό που είναι σηµαντικό στην παραπάνω πρόταση, είναι ότι µπορούµε να
την γενικεύσουµε σε τυχαίο τοπολογικό πολύπτυγµα. Εάν δηλαδήM ένα το-
πολογικό πολύπτυγµα χωρίς σύνορο µε άτλαντα το σύνολο {(Ua, φUa)}a∈A, τότε
υπάρχει συνεχής απεικόνιση:

θa : Ua × Ūa −→ Ūa

µε την ιδιότητα ότι :

1. θa(x, y) = y , όταν y ∈ ∂Ua ,

2. θa(x, x) = p0 , όταν x ∈ Ua ,

όπου p0 στοιχείο του χάρτη Ua. Εκµεταλλευόµενοι την παραπάνω πρόταση
ϑεώρουµε την περιοχή U τέτοια ώστε :

1. φ
Ua

(Ua) ∼= D̊n ,

2. φ
Ua

(Ūa) ∼= Dn ,

3. φ
Ua

(p0) = ~0 ,

Ορίζουµε όµοια µε πρίν την απεικόνιση:

γq(y) =


y , όταν y ∈ ∂Ua ,

(φ−1
Ua
◦ α−1 ◦ λ ◦ φ

Ua
)(y) , όταν y ∈ Ua .
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Η α−1 είναι η αντίστροφη του οµοιοµορφισµού που ορίσαµε στην παραπάνω
πρόταση και λ η απεικόνιση µε τύπο:

λ : D̊n −→ Rn ,

φ
Ua

(y) 7−→ λ(φ
Ua

(y)) = α(φ
Ua

(y))− α(φ
Ua

(q)) .

΄Οπως παρατηρούµε η τελευταία αποτελεί οµοιοµορφισµό. Συνεπώς

α−1 ◦ λ ∈ Top(D̊n) .

Ο δεύτερος κλάδος της γq είναι οµοιοµορφισµός από τοU στον εαυτό του. ΄Ετσι
όµοια µε παραπάνω µπορούµε να ϑέσουµε την Ϲητούµενη απείκόνιση να εί-
ναι εκείνη µε τύπο θ(x, y) = γx(y), αφού και πάλι ισχύουν οι ιδιότητες που
ϑέλουµε.

Μετά απ΄ αυτό είµαστε σε ϑέση να δώσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος
των Fadell και Neuwirth.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα τοπολογικό πολύπτυγµα χωρίς σύνορο. Τότε γνωρί-
Ϲουµε εξ΄ ορισµού ότι είναι ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff, δεύτερης α-
ϱιθµησιµότητας τοπικά Ευκλείδιος. Ως εκ τούτου από γνωστή πρόταση είναι
παρασυµπαγής. Επίσης από το Θεώρηµα 3.2.4 γνωρίζουµε ότι για να είναι η
pi ίνωση αρκεί να δείξουµε ότι είναι τοπικά τετριµµένη. Συνεπώς ϑα δείξουµε
το τελευταίο για i = k. Θεωρούµε εποµένως την συνεχή απεικόνιση:

p
k

: Conf(M, k)→ Conf(M, k − 1) .

΄Εστω (q1 , q2 , ..., qk−1
) ∈ Conf(M, k − 1). Τότε

p−1
k

(q1 , q2 , ..., qk−1
) = {(q1, q2, ..., qk−1, x)|x ∈M−Qk−1} .

Συνεπώς έχουµε p−1k (q1 , q2 , ..., qk−1
) ∼= M−Qk−1. ΄Εστω το σηµείο (q1 , q2 , ..., qk−1

)
και (Ui, φi) χάρτης του qi τέτοιος ώστε :

1. Ui ∩ Uj = ∅ για i 6= j ,

2. φi(Ui) ∼= D̊n .

Τότε φi(qi) = vi ∈ φi(Ui) ∼= D̊n. Ορίζουµε :

U = U1 × U2 × ...× Uk−1 ⊂ Conf(M, k − 1) ,

µε το (q1 , q2 , ..., qk−1
) ∈ U και Ϲητάµε οµοιοµορφισµό

φ′
U

: U ×M−Qk−1 → p−1
k

(U) ,
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για τον οποίο ισχύει :

(p
k
◦ φ′)((q1 , q2 , ..., qk−1

), x) = (q1 , q2 , ..., qk−1
) .

΄Ετσι ορίζουµε την απεικόνιση:

φ′
U

((q1 , q2 , ..., qk−1
), x) =


(q1 , q2 , ..., qk−1

, x) , όταν x ∈M −
⋃k−1
i=1 Ui ,

(q1 , q2 , ..., qk−1
, (φ−1 ◦ α−1)( φi(x)

1−‖φi(x)‖ −
φi(qi)

1−‖φi(qi)‖) , όταν x ∈ Ui.

Η τελευταία αποτελεί οµοιοµορφισµό,που µας δίνει µεταθετικότητα στο επό-
µενο διάγραµµα:

U ×M−Qk−1
φ′
U //

pr.
U

&&

p−1
k

(U)

p
k{{

U .

Συνεπώς ορίσαµε µ΄ αυτόν τον τρόπο ένα κάλυµµα τετριµµενοποίησης {U}
για τον ϐασικό χώρο Conf(M, k− 1), µε απεικονίσεις τετριµµενοποίησης φ′

U

όπως ορίσθηκαν παραπάνω. ΄Αρα η p είναι µια τοπικά τετριµµένη δέσµη µε
τον ϐασικό της χώρο παρασυµπαγή και ως εκ τούτου ίνωση,πράγµα το οποίο
ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Αποτέλεσµα του προηγούµενου ϑεωρήµατος είναι το επόµενο αποτέλε-
σµα.

Θεώρηµα 4.4.6. ΄Εστω M συνεκτικό τοπολογικό πολύπτυγµα χωρίς σύνο-
ϱο,ώστε και το υποπολύπτυγµα M − Qk να είναι επίσης συνεκτικό µε Qk =
{x1, x2, ..., xk} ⊆M για k > 0. Υποθέτουµε ότι M−Qk και M είναι οµοτοπικά
ισοδύναµα µε Eilenberg-Maclane χώρους τύπων K(π, 1) για διάφορες οµάδες
π. Τότε και ο χώρος Conf(M, k) είναι ένας Eilenberg-Maclane χώρος τύπου
K(π′, 1) για κάποια οµάδα π′.

Απόδειξη. Από την ίνωση

M−Qk ↪→ Conf(M, k + 1)→ Conf(M, k) ,

έχουµε την µακρά ακριβή ακολουθία :

... → πn(M−Qk)→ πn(Conf(M, k+1))→ πn(Conf(M, k))→ πn−1(M−Qk)→ ...

Εφαρµόζουµε επαγωγή στο k.
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Για k = 1:

... → πn(M− {x1})→ πn(Conf(M, 2))→ πn(M)→ πn−1(M− {x1})→ ...

Για n > 2 έχουµε : πn(M−{x1}) = πn(M) = 0. ΄Αρα πn(Conf(M, 2)) = 0 .
Για n=1 έχουµε:

0→ π1(M− {x1})→ π1(Conf(M, 2))→ π1(M)→ 0 .

Τώρα εξετάζουµε k > 1. Από την υπόθεση της επαγωγής έχουµε ότι ο χώρος
Conf(M, k) είναι τύπου K(π′, 1) για κάποια οµάδα π′.

Από την µακρά ακριβή ακολουθία :

... → πn(M−Qk)→ πn(Conf(M, k+1))→ πn(Conf(M, k))→ πn−1(M−Qk)→ ...

έχουµε το Ϲητούµενο.

Πόρισµα 4.4.7. 1. ΓιαM = C έχουµε ότι οι χώροι Conf(C, n) είναι χώροι
Eilenberg-Maclane τύπου K(Pn, 1) µε Pn την αµιγή οµάδα πλεξίδων σε
n νήµατα.

2. Οι χώροιConf(C, n)/Sn είναι χώροι Eilenberg-Maclane τύπουK(Bn, 1)
µε Bn την οµάδα πλεξίδων του Artin σε n νήµατα.
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